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Kurzfassung

In dieser Arbeit wird ein neuartiger Ansatz zur gruppenweisen Registrierung monomoda-
ler Bilddaten untersucht. Das hierzu verwendete Distanzmafl arbeitet mit Methoden der
Rangminimierung und wird motiviert aus der robusten Hauptkomponentenanalyse. Ge-
paart wird dieses mit einer Regularisierung mittels Totaler Variation. Als Besonderheit
dienen zur Minimierung des Modells konvexe Optimierungsverfahren erster Ordnung. Im
Anschluss an eine ausfithrliche Diskussion des kontinuierlichen Modells, seiner Diskreti-
sierung sowie seiner numerischen Implementierung wird anhand realer Bilddaten aus der
kardialen Magnetresonanztomographie die Leistungsfahigkeit des vorgestellten Ansatzes
fiir die Bewegungskorrektur gepriift.

Abstract

This thesis explores a novel approach for the groupwise registration of monomodal image
data. The distance measure is based on the principle of rank minimization and is motiva-
ted by a variant of the robust Principal Component Analysis. Furthermore, it is coupled
with Total Variation regularization. As a distinctive feature, the resulting model is sol-
ved by first-order convex optimization methods. Following an in-depth discussion of the
continuous model, its discretization and its numerical implementation, the perfomance
of the approach when applied to motion correction is evaluated on real-life image data
from cardiac magnetic resonance tomography.
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Euklidische Norm auf R"
{,-Norm auf R"
Spektralnorm auf R™*"™

Frobeniusnorm auf R™*™

Schatten-g-Norm auf R™*™ (s. Def. 3.2)

»0-Norm*“ auf R™*™ (Anzahl nicht-verschwindender Eintrége)
nuclear norm auf R™*™ (definiert als || - ||s,1)

Summierte Betrage aller Eintriage einer Matrix aus R™*"™
Summe euklidischer Normen auf R*" (s. Glg. (4.4))
Maximum euklidischer Normen auf R*" (s. Glg. (4.11))

Konvexe Optimierung

R Erweiterte reelle Zahlen (s. Def. 2.1)

ds Indikatorfunktion der Menge S (s. Def. 2.2)

dom f Effektiver Definitionsbereich einer Funktion f (s. Def. 2.3)

id Identitédtsabildung (auf beliebigen Réumen)

clf Abschluss einer Funktion f (s. Def. 2.4)

con f Konvexe Hiille einer Funktion f (s. Def. 2.9)

of Subdifferential einer Funktion f (s. Satz 2.10)

(id+70f)~t Proximalabbildung einer Funktion f (s. Satz 2.12)

5o Konjugierte, Bikonjugierte einer Funktion f (s. Def. 2.14)

IIg(z) Projektion von x auf die Menge S

By ¢p-Einheitskugel

Bildregistrierung

% Kontinuierliches Bild (als Abbildung R? — R)

T; Diskretes Bild (als Matrix R™1*™2)

Flin Lineare Interpolation von T; (als Abbildung R? — R)

ul Kontinuierliches Verschiebungsfeld (als Abbildung Q — R?)

Uu; Mittel iiber j-te Koordinate von u',... , u" : Q — R? (s. Glg. (3.35))
ut Diskretes Verschiebungsfeld (als Vektor R2mim2)

Ty (uf) Auswertung diskreter Verschiebung iiber diskretem Bild (s. Glg. (4.1))
Sonstige

o Singuldrwertabbildung auf R™*"™

vec Vektorisierungsoperation auf R™*" (column-major Sortierung)
A®B Kroneckerprodukt zwischen Matrizen A € R™*" und B € RP*!

S+ Orthogonalkomplement einer Menge S

CHQ,RY) Menge stetig differenzierbarer Funktionen 0 — R? mit kompaktem Trager
BV(Q,R%) Menge aller Funktionen  — R? beschriinkter Variation (s. Def. 3.4)
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Kapitel 1: Einleitung

Dieses Kapitel bildet die Einleitung der Arbeit und gliedert sich in drei Abschnitte:
Im Abschnitt 1.1 werden grundlegende Aspekte der Bildregistrierung besprochen, der
Abschnitt 1.2 motiviert das in dieser Arbeit untersuchte Verfahren und grenzt es gegen-
iiber verwandten Ansitzen ab. Abschnitt 1.3 gibt einen Uberblick iiber den Aufbau der
restlichen Arbeit.

1.1 Grundlagen der Bildregistrierung

Ahnlich wie etwa die Bildsegmentierung oder die Bildrestauration zihlt die Bildregis-
trierung zu den Grundaufgaben der modernen Bildverarbeitung. Grob gesprochen lésst
sie sich als das Problem beschreiben, eine Reihe von Bildern derselben Szene in ein ge-
meinsames Koordinatensystem zu bringen [Han09, S. 71]. Die Eingabebilder kénnen sich
dabei beispielsweise im Zeitpunkt ihrer Aufnahme, in ihrer Perspektive der Szene oder
in ihrer Aufnahmemethode, fachsprachlich ,Modalitdt“, unterscheiden [Mod09, S. 1].

Insbesondere in der medizinischen Bildverarbeitung, mit der sich auch diese Arbeit
befasst, finden sich zahlreiche Beispiele fiir Registrierungsaufgaben. Bildgebungsverfah-
ren wie Computertomographie (CT) oder Magnetresonanztomographie (MRT) sind in
der Medizin allgegenwértig und kénnen dabei helfen, Therapieverldufe zu iberwachen
oder die korrekte Funktionsweise von Organen zu beurteilen. Im ersten Fall werden zum
Beispiel wiederholte Aufnahmen zur Uberwachung der Heilung von Knochenbriichen
eingesetzt. Im zweiten Fall dienen Aufnahmen tiber ein kurzes Zeitintervall dazu, die
atmungsbedingte Bewegung von Organen wie der Lunge zu begutachten oder iiber den
Verlauf einer Kontrastmittelvergabe die Stoffwechselaktivitit, etwa von Hirn oder Niere,
zu analysieren. All diesen Beispielen ist gemein, dass zunéchst eine Registrierung der
Bilddaten vonnéten ist, um die verschiedenen Positionen der Organe in den einzelnen
Aufnahmen zu vereinheitlichen und somit eine feste Zuordnung von Bildkoordinaten zu
realen physischen Orten herzustellen.

Das in dieser Arbeit untersuchte Verfahren verfolgt einen variationellen Ansatz. Die-
se Herangehensweise hat sich aufgrund ihrer Flexibilitat als tiberaus leistungsfihig fiir
Registrierungsprobleme erwiesen, vor allem auch in der medizinischen Bildverarbei-
tung [Han09, S. 79]. Ausgangspunkt ist die Betrachtung eines Bildes J als mathematische
Funktion aus dem Koordinatenraum R? in den Grauwertbereich R, kurz J:R? — R.
Hierbei ist stets ein Bildgebiet  C R? von Interesse ausgezeichnet, das in der Regel
offen, zusammenhéngend und beschriankt ist und auflerhalb dessen J(z) = 0 fir = ¢ Q
gilt. Die Dimension d eines Bildes betrigt im einfachsten Falle d = 2, in der Medizin ist
heutzutage aber auch d = 3 fiir die rdumliche Dimension iiblich.

Mittels dieser Sichtweise lasst sich die oben formulierte Aufgabenstellung prézisieren:
Betrachtet man den einfachen Fall von zwei zu registrierenden Bildern iR, T : R¢ — R,
so sucht ein Registrierungsverfahren nach einer rdumlichen Transformation des Templa-
tebildes ¥, sodass dieses dem Referenzbild R auf ) ,dhnlich“ wird. Eine solche Trans-
formation kann beispielsweise durch ein Verschiebungfeld u aus einem geeigneten An-
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(a) Referenzbild R (b) Templatebild T mit (¢) Deformiertes Tem-
Gitter (id +u) platebild T o (id +u)

Abbildung 1: Beispiel eines variationellen Registrierungsansatzes. Ziel ist es, das Template-
bild (1b) so zu deformieren, dass es dem Referenzbild (1a) moglichst dhnlich wird. Aus einem
geeigneten Verschiebungsfeld u erhélt man ein deformiertes Gitter (id +u), wie es (1b) zeigt. Die
Auswertung von T auf diesem Gitter ergibt das transformierte Bild T o (id +u) in (1c¢). Bilddaten
entnommen aus FAIR.M [Mod09].

satzraum V C {u : Q — R9} beschrieben werden. Jeder Koordinate z € Q wird dabei
eine Verschiebung u(z) € R? zugeordnet. Die Problemstellung lisst sich damit wie folgt
ausdriicken:

Finde ein u € V, sodass R =~ T o (id +u) auf Q. (1.1)

Zur Veranschaulichung zeigt Abbildung 1 ein Beispiel einer Registrierung.

Die hauptséchliche Schwierigkeit der Bildregistrierung besteht nun darin, dass es sich
in der Regel um ein sogenanntes schlecht gestelltes Problem handelt. Im Sinne von Ha-
damard ist ein mathematisches Problem wohlgestellt, wenn es eine Losung besitzt, wenn
diese Losung eindeutig ist und wenn sie stetig von den Eingabedaten abhéngt [Had02].
Andernfalls heifit das Problem schlecht gestellt. Wie schon das einfache Beispiel in Ab-
bildung 2 zeigt, ist die Losung der Aufgabe (1.1) im Allgemeinen nicht eindeutig und das
Problem ist folglich schlecht gestellt. Als Konsequenz ist eine sogenannte Regularisierung
unabdingbar, die dazu dient, plausible und unplausible Transformationen voneinander
zu unterscheiden und erstere als Losungen zu bevorzugen.

Die iibliche Strategie, eine Registrierungsaufgabe (1.1) zu modellieren, besteht in einem

[ 7T T T T
I | I | . I |
L Y ’ t J

2 7

(a) Referenz R (b) Template T  (c) Rotation (d) Translation (e) Spiegelung

Abbildung 2: Uneindeutigkeit der Registrierung von (2b) auf (2a) auf dem Gebiet 2. Sowohl
Rotationen (2¢) als auch Translationen (2d) und Spiegelungen (2e) ergeben eine perfekte Uber-
einstimmung des transformierten Templatebildes mit dem Referenzbild.




1.2 Motivation & verwandte Ansatze

Optimierungsproblem der Form

Jg‘f/ D(R, T o (id+u)) + AS(u), (1.2)

wobei das Distanzmafl D die Ahnlichkeit zweier Bilder und der Regularisierer S die
Plausibilitat eines Verschiebungsfeldes bemisst. Der Parameter A > 0 kontrolliert die
Gewichtung der beiden Terme im Zielfunktional.
Zu den am haufigsten verwendeten Distanzmaflen zahlen etwa die Sum of Squared
Differences (SSD) [Mod09, Kap. 6.2]
1

SSD(%, ) = 5 /Q (R(x) — T(x))? da (1.3)

oder die negierte Mutual Information (MI) [Mod03, Kap. 7.3]
—MIR, %) := H(R,T)) — HR) — H(T). (1.4)

FErstere zeichnet sich durch ihre Einfachheit aus, kann aber aufgrund des Umstandes,
dass die Grauwerte von R und T direkt miteinander verglichen werden, nur fiir Bilder
aus derselben Bildquelle, sogenannte monomodale Bilddaten, verwendet werden.

Letztere ist aus der Informationstheorie entlehnt und fasst die Bilder R und ¥ als
kontinuierliche Zufallsvariablen auf. H(X) bezeichnet die differentielle Entropie einer
Zufallsgréfle X. Der hauptséchliche Vorteil der MI besteht darin, dass sie ausschliellich
mit den Haufigkeitsverteilungen von R und ¥ arbeitet und daher auch fiir multimodale
Bilddaten geeignet ist, also fiir Bilder aus verschiedenen Quellen. Im praktischen Fall
folgt hieraus jedoch die Notwendigkeit einer Schitzung ebendieser Verteilungen, die fiir
sich genommen eine Schwierigkeit darstellt, siehe [Mod09, Kap. 7.3.1].

FEine gingige Wahl fiir den Regularisierer ist beispielsweise das aus der Mechanik
motivierte linearisierte elastische Potential [Mod03, Kap. 9]

Pu) := % /Q % Zj’kzl (2, ur(@) + @%uj(gc))2 + A (divu(z))? dz (1.5)

mit Lamé-Konstanten p, A € R. Details hierzu und zahlreiche weitere Beispiele fiir Di-
stanzmafle und Regularisierer kénnen in [Mod03] und [Mod09] nachgelesen werden.

1.2 Motivation & verwandte Ansatze

1.2.1 Gruppenweise Registrierung

Wéhrend sich das tbliche Modell (1.2) explizit mit dem Problem der Registrierung
zweier Bilder R und ¥ beschéftigt, bestehen Datensdtze in der Medizin haufig aus sehr
viel mehr Aufnahmen. Als Beispiel hierfiir seien etwa Cine-Sequenzen aus dem MRT
genannt, deren Bewegungskorrektur eine denkbare Anwendung fiir die in dieser Arbeit
vorgestellte Registrierungsmethode darstellt.

Die Registrierung mehrerer Bilder T1,..., Ty : R? — R (mit N > 2) in einem Ver-
fahren wird — im Unterschied zum klassischen paarweisen Problem von zwei Bildern —




EINLEITUNG

gemeinhin als gruppenweises Registrierungsproblem bezeichnet. Im Folgenden wird da-
bei von keiner festen Sortierung der Bilder ausgegangen, auch wenn eine solche aufgrund
eines zeitlichen Aufnahmeverlaufs oder anderer Umstédnde existieren mag.

Eine einfache und naheliegende Methode, um ein paarweise arbeitendes Verfahren fiir
den gruppenweisen Fall zu adaptieren, besteht darin, ein Bild ¥, fir ein r € {1,..., N}
als Referenz auszuzeichnen und die iibrigen Bilder ¥; fiir ¢ # r einzeln auf dieses zu regis-
trieren. Obwohl dieses Vorgehen den Vorteil hat, dass es hinsichtlich seiner Komplexitét
linear mit der Anzahl der Bilder N skaliert, iiberwiegen fiir praktische Anwendungen
die folgenden zwei Nachteile [PKH™18]:

1. Die Wahl der Referenz ¥, kann die Ergebnisse der Registrierung qualitativ beein-
flussen und verzerren. Entsprechende Untersuchungen finden sich in [HPG'16].

2. In jedem Teilproblem wird nur ein Bruchteil der verfiigharen Bildinformation
verwendet, was zu vergleichsweise suboptimalen Registrierungsergebnissen fithren
kann, siehe beispielsweise [MKS*11].

Unter diesen Aspekten ergibt sich angelehnt an (1.1) eine neue Aufgabenstellung fiir
den gruppenweisen Fall:

Finde u',...,u" €V, sodass T;o(id +u') ~ T o(id +w) auf Q fir 1 <4, < N. (1.6)

Wiederum angelehnt an (1.2) wird diese modelliert als Optimierungsproblem

N
inf  D(Tyo(id+u'),..., Tyo(id+u™))+ 1) S, (1.7)
=1

ul . uNev

wie es in dieser Arbeit verfolgt wird. Insbesondere besagen (1.6) und (1.7), dass jedes
Bild ¥; mittels eines individuellen Verschiebungsfeldes u’ deformierbar sein soll. Damit
wird kein Bild gesondert als Referenz behandelt und es droht keine Verzerrung der
Ergebnisse im oben beschriebenen Sinne.

Zur Regularisierung lassen sich in (1.7) ohne Weiteres alle aus dem paarweisen Problem
bekannten Ausdriicke S verwenden, indem man sie wie dargestellt separat fiir die ein-
zelnen Felder u’ auswertet. Folglich besteht die Hauptaufgabe in der Entwicklung einer
gruppenweisen Registrierungsmethode im Entwurf eines geeigneten Distanzmafles D.

1.2.2 Informelle Beschreibung des Registrierungsmodells

Fiir die Zwecke dieser Arbeit soll die Ahnlichkeit von Bildern mittels des Konzepts der
linearen Abhéngigkeit bemessen werden. Anders ausgedriickt ist eine Menge von Bildern
sich damit untereinander dhnlich, wenn sich jedes von ihnen als Linearkombination einer
kleinen Anzahl von Basisvektoren beschreiben oder mit geringem Fehler approximieren
lasst. Um diese Idee in einem endlichdimensionalen Kontext prézisieren zu kénnen, ist
es zunichst einmal notwendig, die Sichtweise zu wechseln und anstelle von Bildern im
eingangs definierten Sinne nun ihre Auswertungen auf diskreten Gittern zu betrachten.




1.2 Motivation & verwandte Ansatze

Da digitale Bilder in der Regel ohnehin diskret vorliegen, ist diese Sichtweise sogar
gewissermaflen natiirlich.

Es sei also ein dquidistantes Gitter X € Q™M1%--*™Md mit Schrittweiten hy,...,hg > 0
und mit der Auflésung (my,...,my) € N% auf Q gegeben. Die entsprechenden Gitter-
punkte x;, . ;, seien durch (iq,...,iq) € {1,...,m1} x... x{1,...,mg} indiziert. Insbe-
sondere gelte dabei (@i, . i, +1,....ig — Ti1,.ig,....ig)k = D fir alle i, =1,...,my — 1 und

alle kK =1,...,d. Die Auswertung Gx (%) € R™**™Md eines kontinuierlichen Bildes ¥
auf einem solchen Gitter X definiert nun ein diskretes Bild mit

(Gx (D)), .y = T @iy, ,) filr alle (in,...,4q) € {1,...,ma}x...x{1,...,mq}. (1.8)

Zur besseren Unterscheidung werden diskretisierte Bilder mittels kursiver Grofibuch-
staben und die entsprechenden kontinuierlichen Bilder (wie bisher) mittels fraktaler
Grofibuchstaben notiert, also beispielsweise 7' = G x (%).

Fiir diskrete zweidimensionale Bilder T' € R™1*™2 mit denen sich diese Arbeit aus-
schliefllich beschéftigt, bezeichne vec(T') mit vec : R™1*™2 — R™1™2 weijterhin die Vek-
torisierung von 7'. Diese entspricht dem ,,Untereinanderschreiben“ der Spalten von 7T in
einen langen Spaltenvektor und wird in der Literatur iiblicherweise die column-major-
Sortierung von 1" genannt.

Grundsétzlich erlaubt es dieser Formalismus, den Grad der linearen Abhéngigkeit zwi-
schen den diskreten Bildern 71, ...,Ty (und damit ihre Ahnlichkeit) {iber den Rang der
Matrix

M := [vec(T1)|. .. | vec(Ty)] € RImm2)xN (1.9)

zu bemessen. Fiir den Rest der Arbeit ist dabei von N < mimsy auszugehen. Beziig-
lich der numerischen Umsetzung eines solchen Ansatzes ergeben sich jedoch zweierlei
Probleme.

Zum einen kann selbst bei erfolgreich registrierten Aufnahmen aufgrund von ortli-
chen Unterschieden zwischen den Bildern nicht davon ausgegangen werden, dass die
Spalten von M tatsdchlich lineare Abhéngigkeiten aufweisen. Diese Unterschiede kon-
nen beispielsweise in den verschiedenen Zustdnden eines dynamischen physiologischen
Prozesses innerhalb einer bilddiagnostischen Videosequenz bestehen. Aus diesem Grund
wird als Teil der vorgeschlagenen Registrierungsprozedur eine Zerlegung von M in zwei
Matrizen L + E = M berechnet, bei der anstelle von M nun die Matrix L von niedrigem
Rang ist und die Differenzmatrix £ = M — L die besagten Intensitdtsunterschiede be-
schreibt. Aufgrund der ortlicher Beschréanktheit der letzteren ist wiederum die Matrix F
diinn besetzt, besitzt also wenige nicht-verschwindende Eintrage.

Zum anderen reagiert die Rangfunktion aufgrund ihrer Unstetigkeit duflerst sensibel
auf Rundungsfehler, die bei endlich genauer Arithmetik unvermeidbar sind. Um diese
Problematik zu umgehen, wird der Rang einer Matrix A € R™*"™ daher durch eine ro-
buste Relaxation im Sinne der Summe ihrer Singularwerte o;(A) fir 1 < ¢ < min{m, n}
ersetzt. Details hierzu werden in Abschnitt 3.1 diskutiert.

In Abhéngigkeit eines Parameters v > 0, der zwischen der ,Diinnbesetztheit* (engl.
sparsity) der Differenzmatrix M — L und dem Grad der linearen Abhéngigkeit unter den




EINLEITUNG

Spalten von L abwégt, wird als Distanzmaf} in dieser Arbeit schliefilich der Ausdruck

mimsa N N B
min M;:—L;: u. d. Nb. oi(L—L)<v 1.10
LeR(m1ma)xN ; ]221 ’ Y 7”]| ; 7'( ) = ( )

dienen, wobei L in jeder Spalte das arithmetische Mittel iiber die Spalten von L enthélt
und eine Mittelwertbereinigung in Anlehnung an die Hauptkomponentenanalyse (engl.
Principal Component Analysis, kurz PCA) bewirkt. Fiir Details sei auf die Abschnit-
te 3.1 und 3.2 verwiesen. Regularisiert wird das Modell mittels der Totalen Variati-
on "N TV(u?) - die entsprechende Diskussion ist in Abschnitt 3.3 zu finden.

1.2.3 Verwandte Ansitze

Die Idee der Zerlegung einer Matrix M in einen low-rank-Anteil L und einen sparsity-
Anteil E ist entlehnt aus dem Verfahren der Robust PCA (RPCA), die in Abschnitt 3.1
ndher vorgestellt wird. Insbesondere in der Bildverarbeitung finden sich zahlreiche An-
wendungen fiir RPCA-Methoden. Hierzu zdahlt auch die Veroffentlichung [HP14], die
einen entsprechenden Ansatz zur Stereo-Rekonstruktion aus plenoptischen Kameraauf-
nahmen nutzt und die die Grundlage dieser Arbeit bildet.

Bereits 2010 wurde in [PGW™T10] eine gruppenweise Registrierung mittels RPCA un-
tersucht, dies allerdings noch mit der Einschrinkung auf eine kleine Klasse von para-
metrisierten Transformationen, die fiir Registrierungsaufgaben in der Medizin im Allge-
meinen nicht machtig genug sind.

Weitere RPCA-basierte Verfahren fiir das Gruppenproblem finden sich in [HDP*14]
und [LNK™'14]. Diesen beiden ist gemein, dass sie die RPCA explizit als Vorverarbei-
tungsschritt nutzen und dass die eigentliche Registrierung erst im Anschluss auf den
resultierenden low-rank-Komponenten L1, ..., Ly ausgefithrt wird. Letztere entsprechen
den Spalten von L in der obigen Darstellung. Die errechneten Transformationen werden
dann in einem zweiten Schritt auf die Eingabebilder 77,..., Ty propagiert. Als Trans-
formationsmodell dienen in beiden Veroffentlichungen B-Splines. Diese sind zwar sehr
viel méchtiger als die in [PGW™10] behandelten Transformationen, sind aber nach der
Kategorisierung in [Mod09] immer noch parametrisch.

Unter den Veréffentlichungen der jiingeren Zeit weisen zudem [HPG116], [GHP 18]
und [PKH"18] eine Verwandtschaft zu dem hier untersuchten Verfahren auf, indem sie
entweder explizit (im Falle von [HPG'16]) oder implizit (im Falle von [GHP'18] und
[PKH"18]) auf der klassischen PCA basieren. Die in [HPG'16] vorgestellten Distanz-
mafle bestrafen die Eigenwerte der Korrelationsmatrix

1

K =
N -1

_\T _
(M -) (M-M)x (1.11)
wobei M wie in (1.9) definiert ist, M dhnlich wie in (1.10) in jeder Spalte das arith-
metische Mittel tiber die Spalten von M enthédlt und die Diagonalmatrix ¥ die empi-
rischen Standardabweichungen der Spalten von M als Diagonalelemente hat. Wohlge-
merkt entspricht die Anzahl der nicht-verschwindenden Eigenwerte von K genau dem




1.3 Aufbau der Arbeit

Rang von M, was den Zusammenhang zum Ansatz dieser Arbeit verdeutlicht. Ein dhn-
liches Distanzmafl, das sich einzig in der Gewichtung dieser Eigenwerte unterscheidet,
ergibt sich in [GHP 18] aus einer Verallgemeinerung der Mutual Information (1.4) und
unter Annahme einer Normalverteilung des Vektors (77, ...,Tx) " (interpretiert als Zu-
fallsgrofe). In [PKH'18] hingegen wird mittels der Mutual Information eine andere Art
von gruppenweisem Distanzmafl motiviert, das als (synthetische) Referenz eine Line-
arkombination der Bilder 71,...,Tx nutzt. Diese werden dabei mit den Eintrégen der
ersten Hauptkomponente von M gewichtet. Alle drei genannten Arbeiten verwenden
wiederum B-Splines als Transformationsmodell. Fiir weitere Details sei auf die jeweilige
Veroffentlichung verwiesen.

Abschlieflend ist noch [BWM18] zu erwéhnen, das ebenfalls mit Methoden der Rang-
minimierung arbeitet. Hierin wird anstelle des Ranges der (globalen) Bildmatrix M
allerdings der punktweise Rang der normalisierten Bildgradienten

|: Vflaj ‘|VSN33 ]ERdXN

1.12
[|IVZ1(2)]] IVEZn(x) ( )

iber alle z € ) minimiert.

1.3 Aufbau der Arbeit

Nach der in diesem Kapitel 1 gegebenen Einleitung in die Thematik der Arbeit folgt in
Kapitel 2 ein Uberblick iiber die Grundlagen der konvexen Optimierung. Insbesondere
wird dabei auf das Verstdndnis des Algorithmus aus [CP11] hingearbeitet, welcher als
numerisches Optimierungsverfahren fiir diese Arbeit dient.

AnschlieBend wird in Kapitel 3 das gruppenweise Registrierungsmodell motiviert
und hergeleitet, das bereits im vorangegangenen Abschnitt 1.2 skizziert wurde. Dieses
Kapitel bildet demzufolge auch das Kernstiick der vorliegenden Arbeit. Aspekte der
Diskretisierung und der numerischen Implementierung des Modells sind Gegenstand von
Kapitel 4.

Experimente an synthetischen sowie an realen medizinischen Bilddaten folgen in Ka-
pitel 5. Schliefilich wird in Kapitel 6 ein Fazit gezogen und ein kurzer Ausblick auf
mogliche Fortentwicklungen gegeben.







Kapitel 2: Grundlagen der konvexen Optimierung

Insbesondere aus Sicht der Bildverarbeitung ist die konvexe Optimierung ein inter-
essantes Gebiet, da ihre Methoden es ermdoglichen, hochdimensionale und sogar nicht-
differenzierbare Optimierungsprobleme effizient zu 16sen — vorausgesetzt sie sind konvex.

Neben dem Grundbegriff der Konvexitdt werden in diesem Kapitel unter anderem
die Begriffe der erweiterten reellen Zahlen, der Unterhalbstetigkeit, des Subgradienten,
der Legendre-Fenchel Transformation, der Dualitit sowie der Proximal-Abbildung ein-
gefiihrt. Ziel des Kapitels ist es, die Grundlagen zum Versténdnis des Optimierungsal-
gorithmus aus [CP11] zu schaffen, der im letzten Abschnitt dieses Kapitels vorgestellt
wird und der in dieser Arbeit zur numerischen Lésung aller auftretenden konvexen Op-
timierungsprobleme dient. Fiir die Beweise der vorgestellten Aussagen sei auf die jeweils
angegebenen Quellen verwiesen.

Als Literatur zur konvexen Optimierung empfehlen sich [RW98] und [Roc70]. Neben
den Grundlagen werden in [BL11] zudem Anwendungen in der Bildverarbeitung disku-
tiert.

2.1 Existenz von Minimierern

Den Anfang machen die Definitionen der erweiterten reellen Zahlen und darauf aufbau-
end der Indikatorfunktionen.

Definition 2.1 (Erweiterte reelle Zahlen € Regeln [RW98, S. 15])

Es sei R definiert durch R := R U {—o00, 00}. Dabei gelten:
. - ) - < < )
1. a+o00o=o0fur alle o € R, a—oo-{ > oS as o
00, =00,
00, 0<a<oo, —00, 0<a< oo,
2. a-00=140, a=0, und «-(—00) =<0, a=0,
—00, —oco<a<0 00, —o0o < a<0.

Definition 2.2 (Indikatorfunktion [RW98, S. 6])
Fiir eine Menge C' C R” sei ihre Indikatorfunktion 6c : R® — R gegeben durch

So(z) == {ZO i ; g (2.1)

Indikatorfunktionen ermdoglichen einen sehr kompakten Formalismus, um Optimie-
rungsprobleme mit Nebenbedingungen auszudriicken. Anstatt beispielsweise ein Mini-
mierungsproblem fir fy: R” — R, dessen Nebenbedingungen durch fi,..., fi : R = R
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beschrieben werden, als

in]Rf fo(x) u.d.Nb. fi(x)<0Vi=1,...,k
TzeR™
anzugeben, ldsst sich dieses mittels der Definition C' := {z € R" : fi(z) <0Vi=1,...,k}

auch aquivalent als

ggienlgn fo(z) + dc(x)

formulieren [RW9S, S. 7].

Entscheidende Fragen im Kontext der Optimierung sind stets die der Regularitét eines
Problems: Existiert ein Minimierer? Wenn ja, ist er eindeutig? Erlaubt man Zielfunk-
tionen mit Werten in R, ergeben sich neue Anforderungen beziiglich der Regularitét:
Funktionen, die den Wert —oo annehmen, sowie die Funktion f = oo sollen ausgeschlos-
sen werden. Dies ist Gegenstand der folgenden Definition.

Definition 2.3 (Eigentliche Funktion [RW98, S. 6f.])

Es sei f:R™ — R eine Funktion. Dann bezeichne

1. dom f :={z € R" : f(z) < oo} ihren effektiven Definitionsbereich und

ihre Minimierermenge.

2. argmin f := 0, f =00,
{z € R"|f(x) = inf ern f(z)}, sonst,

Weiter heifle f eigentlich (engl. proper), falls dom f # () und f(x) > —oco Vz € R™.

Das bekannte Resultat, dass eine stetige Funktion auf einer kompakten Menge stets
ihr Minimum annimmt, ist aufgrund der fehlenden Stetigkeit nicht mehr anwendbar
auf Funktionen f, die an mindestens einer Stelle x € R™ den Wert f(z) = oo anneh-
men [RW98, S. 11]. Dennoch lassen sich verallgemeinerte Bedingungen fiir die Existenz
eines Minimierers angeben. Dazu braucht es den (gegeniiber der Stetigkeit schwéicheren)
Begriff der Unterhalbstetigkeit.

Definition 2.4 (Unterhalbstetigkeit [RW98, Def. 1.5 € S. 14])
Fiir eine Funktion f : R* — R gelte

lim inf = i inf . 2.2
im inf f(z) R f(z) (2:2)

f heifle unterhalbstetig in ' € R™ (engl. lower semi-continuous), falls
f(2') <lim inf f(z) (2.3)
z—ax!

und unterhalbstetig (auf R™), falls f in allen z' € R™ unterhalbstetig ist.
Weiterhin sei der Abschluss cl f : R™ — R von f definiert durch

cl f(2') :=lim inf f(x) fiir 2’ € R™. (2.4)
z—ax!

10
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Es sei dazu bemerkt, dass nichtnegative Linearkombinationen Z,’f:l Aifi mit A\; >0
von eigentlichen, unterhalbstetigen Funktionen f; : R® — R fiir i = 1,...,k ebenfalls
unterhalbstetig sind. Ist weiterhin ¢ : R™ — R™ stetig, so ist auch f; o g unterhalbstetig
[BL11, Lem. 6.14].

Mit den in den Definitionen 2.3 und 2.4 geschaffenen Voraussetzungen lésst sich nun
der folgende Satz zur Existenz eines Minimierers angeben.

Satz 2.5 (Existenz eines Minimierers [RW98, Kor. 1.10])

Eine eigentliche und unterhalbstetige Funktion f : R” — R nimmt auf jeder kom-
pakten Teilmenge M C R™ mit M Ndom f # () ihr Minimum (bzgl. M) an.

Aussagen tber die Existenz globaler Minimierer auf ganz R™ sind im Allgemeinen
nur unter zusétzlichen Voraussetzungen an die Funktion f moglich — dies wird schon
am einfachen Beispiel der Identitat f : R — R mit f(z) = x klar, die eigentlich und
unterhalbstetig ist, aber trotzdem keinen Minimierer auf R besitzt. Details finden sich
in [RW98, Kap. 1.C]. Bestenfalls ist aber dom f beschrénkt und Satz 2.5 erlaubt bereits
eine globale Aussage.

Zum Abschluss des Abschnitts sei noch ein einfaches Resultat gegeben, das eine geo-
metrische Interpretation der Forderung der Unterhalbstetigkeit erlaubt. Dieses wird auch
in Abbildung 3 illustriert.

Lemma 2.6 (Unterhalbstetige Indikatoren [RW9S8, S. 11])

Eine Indikatorfunktion d¢c : R™ — R ist genau dann unterhalbstetig, wenn die Men-
ge C' C R™ abgeschlossen ist.

o0 —e 5(a,b] o—— o0 —o 5[(171;] o——o
R R
f f
Ya — Ya —
a—9§ a+ 6 a—96 a+ 6
3 | * R B3 } 'R
a b a b
(a) f1 := f+9(a,p) ist nicht unterhalbstetig. (b) fo:= f + djq,y ist unterhalbstetig.

Abbildung 3: Illustration von Satz 2.5 und Lemma 2.6. Links: Obwohl f; eigentlich und dom f;
beschréankt ist, existiert kein Minimierer auf R, denn f; ist nicht unterhalbstetig in a: Auf je-
der 6-Umgebung von a gilt inf|,_4 <5 fi1(z) = yo und damit liminf, ., f1(2) = ya < 00 = fi(a).
Rechts: fo ist eigentlich, unterhalbstetig (denn die Menge [a, b] ist abgeschlossen) und dom fs ist
beschrankt. Folglich besitzt fo einen Minimierer auf R.

11
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2.2 Konvexitiat, Subgradienten & Proximalabbildung
Konvexitat

Neben der Frage der Existenz eines Minimierers einer Funktion f stellt sich die Frage
der Struktur von argmin f. Wahrend Aussagen hierzu im Allgemeinen schwierig sind,
existiert fir die Klasse der konvexen Funktionen eine geschlossene Antwort.

Definition 2.7 (Konvexitit [RW98, Def. 2.1])

1. Eine Menge C' C R" heifit konvez, falls

(I =Xz + Ay e C firalle z,y € C, X € (0,1). (2.5)

2. Eine Funktion f : R” — R heiit konvez, falls

F(I=Nx+Ay) < (A=) f(x)+ Af(y) fur alle z,y € R", A € (0,1). (2.6)

Indikatorfunktionen stellen dabei einen natiirlichen Zusammenhang zwischen der Kon-
vexitdt von Mengen und der Konvexitdt von Funktionen her [Roc70, S. 28]: Eine Men-
ge C' C R™ ist genau dann konvex, wenn ihr Indikator d¢ : R™ — R eine konvexe Funktion
ist.

Das bereits eingangs angedeutete zentrale Resultat liber konvexe Funktionen liefert
der folgende Satz.

Satz 2.8 (Globale Minimierer konvexer Funktionen [RW98, Thm. 2.6])

Ist f : R* — R eine konvexe Funktion, dann ist jeder lokale Minimierer von f ein
globaler Minimierer und die Menge dieser Minimierer argmin f ist konvex.

Aufgrund von Satz 2.8 ist Konvexitét stets eine wiinschenswerte Eigenschaft in der
Optimierung. Sollte eine Zielfunktion nicht konvex sein, besteht ein mdglicher Weg, ihre
Minimierer zu finden, darin, sie durch eine konvexe Funktion im Sinne der folgenden
Definition zu ersetzen.

Definition 2.9 (Konvexe Hiille [RW98, S. 56]))

Fiir eine Funktion f : R® — R ist ihre konveze Hiille con f : R™ — R definiert als die
grofite konvexe Funktion g : R™ — R, fiir die g < f gilt.

Dass con f stets existiert, liegt darin begriindet, dass das punktweise Supremum einer
beliebigen Menge konvexer Funktionen wieder konvex ist [Roc70, Thm. 5.5].

Zielfunktionen in der Optimierung sind hiufig aus mehreren Termen zusammenge-
setzt — dhnlich wie bei der Unterhalbstetigkeit gilt hier: Sowohl nichtnegative Linear-
kombinationen Zle \i fi konvexer Funktionen f; : R® — R mit \; > 0 fir i = 1,...,k
als auch affine Kompositionen fi; o g mit g : R™ — R" definiert durch g(z) = Az +b
und A € R™™ b € R™ bleiben konvex [BV04, S. 79].

12
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Subgradienten

Differenzierbare konvexe Funktionen f : R™ — R zeichnen sich durch die Eigenschaft
aus, dass ihre Taylorapproximation erster Ordnung fiir jeden Entwicklungspunkt = € R"
unterhalb von f liegt:

fly) > f(z) +(Vf(x),y — z) fir alle z,y € R™. (2.7)
Dies lasst sich mittels der Definition der Konvexitat zeigen. Aus (2.6) erhilt man zu-
néchst fir alle z,y € R™ mit x # y und fiir alle A € (0, 1):
FA=Nz+Ay) <A =XNf(x) +Af(y)
& fle+Ay—2) - fl@) <A(f(y) - f(x))
PN f(x+>\(y;\x))—f($) < f(y) - f(2)
- faMy-2)~f() < fW) = f=) (2.8)
A= v —al
Ist f differenzierbar, so fallt der Grenzwert
S My~ 2) — £ (@)
ANO Ally — =]
mit der Richtungsableitung von f an der Stelle x in Richtung (y—x) /||y —z|| zusammen.

Diese wiederum lasst sich ausdriicken als (V f(z), H ||> Da die rechte Seite von (2.8)
von A unabhéngig ist, erhalt man

(2.9)

y—x fly) — f(=)
VI = < Ty =l (2.10)

woraus direkt (2.7) folgt.
Die Ungleichung (2.7) soll nun im Folgenden dazu genutzt werden, den Begriff der
Ableitung auf nicht-differenzierbare Funktionen zu verallgemeinern [BL11, S. 272].

Definition 2.10 (Subdifferential [Roc70, S. 214f.])

Fiir eine Funktion f : R® — R sei ihr Subdifferential Of(x) an der Stelle z € R™
definiert als die Menge ihrer Subgradienten:

0f(x) == {v € R"| f(a) + {v.y — ) < f(y) ¥y € B"}. (2.11)

Das Subdifferential 0f kann als Abbildung aus R™ in die Potenzmenge P(R") auf-
gefasst werden, kurz bezeichnet mit 0f : R™ = R". Die zu einer solchen mengenwer-
tigen Abbildung M : X = U inverse Abbildung ist definiert durch M~ : U = X
mit M ~1(u) :={z € X : uw € M(x)} und ist ebenfalls mengenwertig [BL11, Def. 6.41].

Es sei darauf hingewiesen, dass in Def. 2.10 keine Konvexitidt von f gefordert wurde.
Insbesondere kann Jf(x) leer sein, denn dass ein Subgradient nicht immer existiert, ist
bereits anschaulich klar. Fiir eigentliche und konvexe f ist die Existenz eines Subgradi-
enten immerhin in allen inneren Punkten von dom f gewéahrleistet [Roc70, Thm. 23.4].
Satz 2.11 zeigt, dass die Definition dennoch im allgemeinen Kontext sinnvoll ist.

13
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Satz 2.11 (Hinreichende Bedingung [BL11, Satz 6.43])

Ist f:R™ — R eigentlich und € R", so ist € argmin f < 0 € Of(z).

Abbildung 4 veranschaulicht das Subdifferential und die hinreichende Bedingung an-
hand der nicht differenzierbaren Betragsfunktion.

of(x)
2| (x)
. U1 U1
““ {
..... ““" /U2 ‘
........... Vs ' R
Ll 'R U3
e T, Vs
(a) (b)

Abbildung 4: Veranschaulichung von Definition 2.10 und Satz 2.11 anhand von f(z) = |z|.
Links: Die Betragsfunktion mit drei Subgradientengeraden vy, vy, v3 entsprechend (2.11) an der
Stelle z = 0. Rechts: Darstellung des Subdifferentials 0f(z) mit 9f(0) = [—1, 1]. Hervorgehoben
sind wiederum die Steigungen von vy, vo und vs. Die Steigung von vy betragt 0, also liegt in x = 0
ein globaler Minimierer vor.

Proximal-Abbildung

Die Auswertung und numerische Handhabe des Subdifferentials df ist im Allgemeinen
kompliziert, weswegen sich das Kriterium aus Satz 2.11 nicht direkt zur numerischen
Optimierung eignet. Gleichwohl lésst es sich zur Motivation numerischer Verfahren nut-
zen, wie die folgende Herleitung zeigt. Ausgehend von der Optimalitdtsbedingung fir x*
aus Satz 2.11 erhdlt man fir 7 > 0:

0 e of(z")
& 0 e 10f(z")
& x* e€x*+70f(x*) = (id+79f)(z")
& (id+710f)"L(z*) 22" (2.12)

Aus (2.12) lisst sich nun ein einfaches Fixpunktschema der Form z¥! € (id 4 70 f) (%)
flir z* konstruieren. Dieses Verfahren ist fiir praktische Zwecke der numerischen Opti-
mierung zwar von geringer Bedeutung — fiir eine Diskussion siehe [PB14, Kap. 4.1] —,
dennoch motiviert es den Begriff der Proximalabbildung (id +7df)~!, die in héher ent-
wickelten numerischen Verfahren von zentraler Bedeutung ist.
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Satz 2.12 (Proximalabbildung [BL11, Lem. 6.134])

Es sei f : R” — R eigentlich, unterhalbstetig und konvex. Dann ist die Prozimalab-
bildung (id+70f)~! (engl. prozimal operator) fiir alle x € R™ und 7 > 0 eindeutig
gegeben durch

(1d+70f)" () = argmin, ege ol — yl]> + 7F(). (2.13)

Entscheidender Vorteil der Proximalabbildung gegeniiber der Auswertung von (9f)~!
ist neben ihrer Eindeutigkeit der Umstand, dass der Ausdruck (id + 79 )~ fiir zahlreiche
Beispiele explizit bekannt ist. Eine gute Referenz hierzu (und zur Proximalabbildung
allgemein) bildet [PB14].

Zum Abschluss seien noch einige Rechenregeln fiir die Proximalabbildung gegeben, die
sich in Kapitel 3 als hilfreich erweisen werden.

Lemma 2.13 (Rechenregeln der Proximalabbildung [BL11, Lem. 6.136]))

Es seien f; : R® — R und fy : R™ — R eigentlich, unterhalbstetig sowie konvex.
Dann gelten fiir 7 > 0 die folgenden Regeln:

1. Fiir p(2) := afy(z) + B mit @ > 0 und 8 € R ist
(id +79¢) 1 (2) = (id + (ar)df1) " (z). (2.14)
2. Fiir p(x) := fi(ax + d) mit a # 0 und d € R ist
(id+79¢) "} (z) = é (Gd+ (o*7)2f) (aw +d) - d). (2.15)
3. Fir ¢(z) := fi(z) + (d,z) mit d € R" ist
(id+709) " (z) = (id+ 70 f1) " (z — d). (2.16)
4. Fir o((z,y)) := fi(z) + faly) ist

(id + r00) " ((z,9)) = ( Eﬁii@fii_igi ) (2.17)

2.3 Fenchel-Dualitat

Der Ausgangspunkt fiir die Klasse der primal-dualen Optimierungsverfahren ist die
Legendre-Fenchel Transformation. Diese stellt eine Verkniipfung zwischen einem pri-
malen Problem, in der Regel dem Optimierungsproblem von Interesse, und einem ver-
wandten Maximierungsproblem, dem sogenannten dualen Problem, her. Dieser Abschnitt

15
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basiert im Wesentlichen auf der Darstellung in [BL11, Kap. 6.2.4] und behandelt nur pri-
male Probleme der Bauart
inf G(z)+ F(Kzx), (2.18)
zeR™
wie sie im Rahmen dieser Arbeit relevant sind. G : R — R und F : R™ — R sind
dabei eigentliche, unterhalbstetige, konvexe Funktionen und K € R™*" ist ein linearer
Operator. Eine Betrachtung in einem viel allgemeineren Kontext ist wohlgemerkt moglich
und findet sich beispielsweise in [RW98, Kap. 11].
Den Anfang macht die Definition der Legendre-Fenchel Transformation.

Definition 2.14 (Legendre-Fenchel Transformation [RW98, S. 473f.])

Fiir eine eigentliche Funktion f : R” — R werde die durch

R R mit f*(y) = sup (y,z) — f(x) (2.19)
T€ER™
definierte Funktion die Duale oder auch Konjugierte (von f) genannt. Die Abbil-
dung f — f* wird als Legendre-Fenchel Transformation bezeichnet und die zweifach
Transformierte f**, gegeben durch

PR SR mit f(z) = sup (y,2) — fA(), (2.20)
yeR™

heifit Bikonjugierte.

Analog zu den primalen Variablen x, von denen f abhingt, werden die Variablen v,
von denen f* abhéngt, als duale Variablen bezeichnet.

Aus geometrische Sicht lasst sich der Wert f*(y) wie folgt interpretieren: Fir die
gegebene ,Steigung® y betrachte man alle affinen Funktionen g = (y,-) — ¢,c € R, die
unterhalb von f liegen, fiir die also g(x) < f(z) Vz gilt. Der Achsenabschnitt einer

solchen Funktion ¢ ist bekanntlich gegeben durch ¢(0) = —c. Wie die nachstehende
Rechnung zeigt, beschreibt nun — f*(y) den gréfiten erlaubten Achsenabschnitt fiir g:
@) > (y2)—cve
< & Ei<y7$>“f(3ﬁ v
& ¢ Zsupgern (y,2) — f(2) = [7(y)
& —c < —f"(y).

Veranschaulicht wird dieser Zusammenhang in Abbildung 5.

Wie sich schon anhand der Sétze 2.5, 2.8 und 2.12 zeigt, spielen eigentliche, unter-
halbstetige und konvexe Funktionen f in der konvexen Optimierung eine ausgezeichnete
Rolle. Das nun folgende Resultat unterstreicht die Bedeutung dieser Funktionen im Kon-
text der Fenchel-Dualitét.
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(a) (b)

Abbildung 5: Geometrischer Zusammenhang zwischen f und ihrer Konjugierten f*. Links: Ne-
ben der Funktion f wurde beispielhaft die gréfite affine Funktion mit der Steigung 1 eingezeichnet,
die noch unterhalb von f liegt. IThr Achsenabschnitt ist mit B markiert. Rechts: Der Wert der
Konjugierten f*(x) an der Stelle 1 entspricht dem negierten Achsenabschnitt aus (5a).

Satz 2.15 (Bikonjugation [RW98, Thm. 11.1])

Fiir eine Funktion f : R® — R sei con f eigentlich. Dann sind f* und f** eigent-
lich, unterhalbstetig sowie konvex und es gilt f** = clcon f. Ist f selbst eigentlich,
unterhalbstetig und konvex, so ist f** = f.

Die Legendre-Fenchel Transformation ist also eine zu sich selbst inverse Eins-zu-Eins-
Abbildung in der Menge der Funktionen mit den erwdhnten Eigenschaften — nebenbei
bemerkt ist ihr einziger Fixpunkt die Funktion f = %/ - |[* [RW98, Ex. 11.11]. Ins-
besondere besagt Satz 2.15, dass f* die gesamte Information {iber f enthilt, wenn f
eigentlich, unterhalbstetig und konvex ist. Er rechtfertigt zudem den Gebrauch der No-
tation f «— f* fiir ein Paar von zueinander konjugierten Funktionen dieser Art. An-

schlieBend werden einige Rechenregeln fiir entsprechende Paare von Funktionen gegeben.
Lemma 2.16 (Rechenregeln der Konjugierten [RW98, S. 475 € Prop. 11.22])

Es sei f : R — R eigentlich, unterhalbstetig und konvex, dann gelten:
1. f(-) = {a,") = f*(- +a) fiir a € R,
2. f(-) +c+= f*(:) — ¢ fiir c € R,
3. Mf() == Af*(-/)) fiir A > 0.

Ist f separabel in seinen Variablen, existieren also f; : R™ — R und fo : R™ — R
mit f((z1,22)) = fi(z1) + fa(z2) sowie n = ny + ng, dann gilt

4. f*((y1,y2)) = fi(y) + 3 (y2)-

Fin géngiges Beispiel von Funktionen, mit denen sich Anwendungen der konvexen Op-
timierung beschéftigen, sind Normen. Insbesondere sind alle Normen stetige und konvexe
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Abbildungen mit Werten in R und erfiillen damit stets die gingigen Voraussetzungen.
Als Beispiel werden an dieser Stelle noch genauer £,-Normen auf R™ betrachtet, bekannt-
lich gegeben durch [[z]|o, = (3212, |24|P)/P fiir 1 < p < oo und ||z||r,, = maxi—1__, |zi|
fiir p = oo. Es sei daran erinnert, dass sich £,-Normen mittels ihrer dualen Norm darstel-
len lassen als ||z]]g, = sup,cgn{(z,2)|||2|l¢, < 1}. Der duale Ezponent q fiir 1 < p < oo
ist dabei durch die Gleichung 1/p+1/q = 1 definiert. Im Grenzfall p = 1 ist ¢ = oo (und
umgekehrt) [BV04, Kap. A.1.6]. Das folgende Beispiel 2.17 gibt nun einen geschlossenen
Ausdruck fiir die Konjugierte einer ¢,-Norm.

Beispiel 2.17 (Konjugierte einer £,-Norm [BV04, Bsp. 3.26])

Ist ¢ € [1,00] der zu p € [1, 00] duale Exponent, dann gilt || - |[g, +— O|le, <1}

Beweis: Fiir f:= || ||, auf R" gilt nach (2.19), dass f*(y) = sup,cgn (y, ) — [|2]]e, ist.

Im Falle [|y|l,, > 1 existiert mittels der dualen Norm ein & € R™ mit |[Z]|,, < 1 und
(y, &) > 1, also ist o := (y, &) —[|T|[¢, > 0. Fiir alle A > 0 gilt f*(y) > (y, A\Z) — [|AZ][¢, = A
und daher ist f*(y) = oo fiir ||y|[,, > 1.

Fiir den Fall [|y||, < 1 gilt dagegen das Folgende: Im Allgemeinen wird das Supremum
I|7]le, = supern{(7, )| ||z|[¢, < 1} stets auf dem Rand {z € R"|||z|[,, = 1} angenommen,
woraus die Ungleichung [|7||c,|Z[le, > (7,%) fiir alle 2,5 € R" folgt. Im Speziellen gilt
daher fiir [[y|le, < 1, dass (y,z) — |[z]|e, < ||2[le,(|lylle, — 1) <0 ist. Maximiert wird der
linke Ausdruck folglich durch z = 0 und somit ist f*(y) = 0 fiir [|y[[, < 1.

Da Normen insbesondere eigentlich, unterhalbstetig und konvex sind, gilt nach Satz 2.15
auch die Riickrichtung f** = f, also (0¢j.j|,,<13)" = [| - ll¢, - |

Ein weiteres iiberaus niitzliches Resultat, das die Legendre-Fenchel Transformation in
direkten Bezug zu der in Abschnitt 2.2 eingefithrten Proximalabbildung setzt, besagt,
dass die Auswertung der Proximalabbildung einer Konjugierten exakt so aufwéindig ist
wie die der Ausgangsfunktion.

Satz 2.18 (Moreau-Identitit [PB14, Kap. 2.5])

Fiir eigentliche, unterhalbstetige und konvexe f : R® — R gilt fiir alle € R™ und
alle 7 > 0 die Identitét

-1
v = (d+70f) " (@) + 7 <id +i8f*) (/7). (2.21)

Im Anschluss wird das Beispiel 2.17 fortgefiihrt, indem mittels Satz 2.18 nun die
Proximalabbildung einer ¢,-Norm bestimmt wird.

Beispiel 2.19 (Proximalabbildung einer £,-Norm [PB14, Kap. 6.5])

Es sei g € [1,00] der zu p € [1,00] duale Exponent. Weiter seien 7 > 0 und = € R".
Dann gilt:

(id+ra(H : ng))f1 (z) =z — 7, (z/7). (2.22)
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2.3 Fenchel-Dualitéit

Dabei beschreibt I1g : R — S die Projektion eines Punktes y € R™ auf den beziiglich
des euklidischen Abstandes néchstgelegenen Punkt IIg(y) in der Menge S C R™.
By :={y € R"|||ylle, < 1} bezeichnet weiterhin die /,-Einheitskugel.

Beweis: Zunachst erhalt man aus Satz 2.18:
-1 1 -1
(id—‘rT@H . H%) (3;‘) :‘T_T<id+7.85{||'eq<1}) (SC/T) (2.23)

Nach Satz 2.12 gilt dabei fiir y € R™:

1 ! , 1 , 1
<1d+ T(%{H“qgl}) (y) = argmin, cgn §||y — Z|| + ;5{”.‘|€q§1}(z) (2‘24)
= argming,cpn [12]]eg <1} lly = 2[| = I, (y).

Einsetzen von (2.24) in (2.23) ergibt (2.22). |

Fenchel-Rockafellar Dualitat

Mithilfe der bis hier vorgestellten Definitionen und Resultate ldsst sich nun das duale
Problem zu (2.18) formulieren und verstehen. Es sei zunéchst rekapituliert, dass es sich
bei G : R® — R, F : R™ — R um eigentliche, unterhalbstetige, konvexe Funktionen und
bei K € R™*™ um eine Matrix handelt. Daraus erhélt man die folgende Ableitung:

inf,cgn {G(z) + F(Kz)} | Satz 2.15 (2.25)
= infyepn {G(z) + F*(Kx)} | Def. 2.14
= infoemn {G(2) + supyepn {(Kz,9) = F* (1)} }
= infyemn SUp,cpn {G(2) + (Kz,y) — F*(y)} (2.26)
= supycgm infoern {G(2) + (K2,y) — F*(y)} (2.27)
= supycpm {—F*(y) + infrern {G(x) + (Kz,3)}})
= sup,egm {—F*(y) — sup,en {~G(z) — (Kz,)}}
= sup,epm { —F*(y) = supyepn {(~K Ty,2) = G(2)}} | per 24

= supyeqm { —F(y) = G*(~K ). (2.28)

Bis auf die Vertauschung von Infimum und Supremum zwischen (2.26) und (2.27) fol-
gen alle Schritte aus elementaren algebraischen Umformungen oder aus den angegebenen
Definitionen und Sétzen.
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Das resultierende duale Mazimierungsproblem (2.28) und seine Beziehung zum pri-
malen Minimierungsproblem (2.25) sollen im Folgenden naher untersucht werden. Zu-
néchst gibt der folgende Satz 2.20 Aufschluss dariiber, wann der fragliche Schritt von
(2.26) auf (2.27) erlaubt ist und wie hinreichende Optimalitdtsbedingungen der beiden
Probleme aussehen.

Satz 2.20 (Optimalititsbedingungen [BL11, Satz 6.68 € Kor. 6.70])

Es seien G : R* — R, F : R™ — R eigentlich, unterhalbstetig und konvex, es
sei K € R™*™ und das primale Problem (2.25) besitze eine Losung x* € R™. Existiert
weiterhin ein ¢ € R™ mit G(zg) < oo, F(Kzg) < 0o, sodass F' im Punkt (Kz) stetig
ist, so gilt die Gleichheit zwischen (2.25) und (2.28).

Auflerdem 16st (Z,7) € R" xR™ das Paar aus primalem Problem (2.25) und dualem
Problem (2.28) genau dann, wenn

~K'§€dG(z) und jedF(KZ). (2.29)

Die Eigenschaft, dass das Infimum eines primalen Zielfunktionals ¢, in diesem Ab-
schnitt gegeben durch ¢(z) := G(z) + F(Kz), mit dem Supremum des dazu dualen Ziel-
funktionals v, hier ¥(y) := —F*(y) — G*(—K "y), iibereinstimmt, wird als starke Dua-
litat bezeichnet. Im Allgemeinen kann dies nicht immer gewéhrleistet werden, es gilt
dann aber immerhin die schwache Dualitit inf, ¢(x) > sup, ¥(y) [BV04, S. 255f.]. Die
Differenz d(z,y) := ¢(z) —¢(y) > 0 wird als numerische Dualititslicke (engl. numerical
duality gap) bezeichnet. und dient in modifizierter Form als géngiges Abbruchkriterium
fiir numerische Verfahren [Lell3, Kap. 8.2].

Zum Abschluss dieses Abschnittes sei noch einmal néher auf die durch (2.26) gegebene
Variante des primal-dualen Problempaares eingegangen. Es mag vorkommen, dass das
duale Problem (2.28) beziiglich der Optimierung giinstigere Eigenschaften aufweist als
das primale Problem (2.25). Dennoch besteht im Allgemeinen kein einfacher Zusammen-
hang zwischen dualen Maximierern y* und primalen Minimierern z*, mit dessen Hilfe
sich letztere aus ersteren gewinnen liefen — das Kriterium (2.29) beispielsweise erfor-
dert die Auswertung von Subdifferentialen. Der bessere Ansatz besteht daher darin, sich
mit dem Problem (2.26) auseinanderzusetzen, in dem primale Variablen z und duale
Variablen y gleichzeitig vorkommen.

Es bezeichne genauer L : R"* x R™ — R mit

L(z,y) = G(x) + (Kz,y) — F*(y) (2.30)

die sogenannte Lagrange-Funktion. Unter den Voraussetzungen von Satz 2.20 gilt dann
fiir ein primal-dual optimales Paar (z*,y*) € R™ x R™ [BL11, Bem. 6.72]:

L(z*,y*) = sup L(z*,y) = G(z*) + F(Kz")

yer™ (2.31)
= —F*y*) —G*(-K "y*") = ien]Rgn L(z,y").
Daraus folgt insbesondere
L(z*,y) < L(z",y") < L(z,y") V(z,y) € R" xR™. (2.32)
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2.4 Ein konvexes Optimierungsverfahren erster Ordnung

Geometrisch kann man (z*,y*) also als Sattelpunkt auffassen, denn wéhrend x* einen
Minimierer von L beziiglich der primalen Variablen darstellt, ist y* ein Maximierer von L
beziiglich der dualen Variablen.

2.4 Ein konvexes Optimierungsverfahren erster Ordnung

Die Umformulierung des primal-dualen Problems in ein Sattelpunktproblem fiir die asso-
ziierte Lagrange-Funktion L ist grundlegend fiir zahlreiche Optimierungsverfahren. Die
Idee ist die folgende: In einem iterativen Verfahren werden fiir L abwechselnd Minimie-
rungsschritte in primaler und Maximierungsschritte in dualer Richtung ausgefiihrt.

Dieser Ansatz soll im Folgenden kurz ausgefiihrt werden: Fiir (z° y %) € R® x R™ sind
die Abbildungen Lo : R" — R, —L,0 : R™ — R mit L,o(z) := L(z,3") beziehungsweise
—Lyo(y) == —L(xo, y) eigentlich, unterhalbstetig und konvex. Mittels der Rechenregeln
aus Satz 2.13 folgt fiir ihre Proximalabbildungen (mit 7,0 > 0):

(id +7’0Lyo)_1(m) = (id4+70G) Yz — 7K T40), (2.33)
(id +00(—Ly)) " Hy) = (id +00F*) Yy + o Kz°). '

Analog zur Herleitung des einfachen Fixpunktschemas (2.12) erhdlt man fiir einen Sat-
telpunkt (z*,y*) von L [BL11, S. 386]:

{ 0 € ALy (a*), }ﬁ{ @ gld”‘% )7 @), } (2.34)
(
(

0 € 0(—Ly)(y*) id +00(—Ly-)) M (y*)

id +70G) " (¥ — 7K Ty*),
id +ooF*)~!

<
I

(2.35)

—N—

<K
% %
1l

(y* + o Kx*).

Das Optimierungsverfahren aus [CP11], das in Algorithmus 1 beschrieben wird, kann
nun als modifizierte Fixpunktiteration fiir die Gleichungen (2.35) verstanden werden.
Es handelt sich dabei um ein sogenanntes Verfahren erster Ordnung, da es nur mit
Informationen iiber die erste Ableitung von F* und G in Form der Subdifferentiale 0 F™
und 0G arbeitet und keine Ableitungen héherer Ordnung verwendet.

Algorithmus 1: Optimierungsalgorithmus erster Ordnung aus [CP11]

Initialisierung Wihle Schrittweiten 7,0 > 0 mit To||K||3 < 1 und Startpunkte
20 € R", 40 € R™. Setze 20 < 20.
Iteriere iiber n > 0 :
Yyt (id +00F*) Yy + o KZ")
2" (id +70G) " (2" — TK Tyt
gl 2gntl — gn
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|| K |2 := max{||Kz|| |z € R™ mit ||z|| = 1} bezeichnet in Algorithmus 1 die Spektral-
norm der Matrix K. Wihlt man Schrittweiten 7,0 > 0 mit 70||K||3 < 1, so ldsst sich
zeigen [CP11, Thm. 1]: Unter den Voraussetzungen von Satz 2.20 konvergiert die von Al-
gorithmus 1 erzeugte Folge ((z™,y"))nen, fiir beliebige Startpunkte (z%,y") € R® x R™
gegen einen Sattelpunkt (z*,y*) von L.

Abbruchbedingungen

Als Abbruchkriterium fiir Algorithmus 1 dient in dieser Arbeit eine Variante der normali-
sierten Dualitdtslicke [Lell3, Def. 8.3]. Diese stellt eine Modifikation der in Abschnitt 2.3
vorgestellten Dualitétsliicke in folgender Art und Weise dar:

(y) P(y)
Gegeniiber der gewdhnlichen Dualititsliicke d besitzt d den Vorteil der Skalierungsinva-
rianz. Jedoch erfordert sie im Gegenzug, dass stets ¥ (y) > 0 gilt, damit d > 0 ist. Da
dies fiir die Zwecke dieser Arbeit nicht gewéhrleistet werden kann, wird stattdessen die
absolute normalisierte Dualitatsliicke |d(z,y)|/|Y(y)| verwendet. Um hierbei wiederum
eine Division durch 0 zu verhindern, wird der Nenner fiir Werte von [¢(y)| unterhalb
eines kleinen Schwellwertes ¢ > 0 durch € ersetzt. Zusammengefasst ergibt sich

d(.y) = {|d<:v,y>|/w<y>r, ()] > e,

|d(z,y)|/e, sonst.

(2.37)

Neben der eigentlichen Dualitétsliicke ist ebenfalls die Handhabe eventueller Nebenbe-
dingungen erforderlich, um ein verldssliches Abbruchkriterium zu schaffen. Die gidngige
Losung besteht darin, Indikatorfunktionen dc(x) in der Implementierung unabhéngig
von = den Wert 0 zu geben und zusétzlich den Wert eines Fehlermafles £(z) zuriickzulie-
fern, das den Abstand zum zuléssigen Bereich C' angibt [Lel13, Kap. 8.3]. Insbesondere sei
darauf hingewiesen, dass dies zu einer Verletzung der Dualitdtsungleichung p(z) > ¥(y)
fithren kann. Zum einen ist es daher sinnvoll, in (2.37) mit Betrégen zu arbeiten, zum
anderen sollten die Fehlermafle direkt in das Abbruchkriterium einbezogen werden, um
zumindest eine Nahe der finalen Iterierten zum zuldssigen Bereich sicherzustellen.

Sind primales und duales Problem also gegeben durch

p(x) = o(x) + dcr(x) und  P(y) = to(y) — ca(y) (2.38)

mit dom ¢y = R"”, dom vy = R"™ und Fehlermalen £P(x) ~ dist(x, C?) beziehungswei-
se £4(y) ~ dist(y, C?), so beschreibt die Bedingung

max {J(w, y),Ep(:L‘),Ed(y)} <~ (2.39)

das gemeinsame Abbruchkriterium. Aquivalent zum oben beschriebenen Vorgehen wer-
den zur Berechnung von J(:c,y) dabei ¢y und g anstelle von ¢ und @ verwendet.
Géangige Werte fiir den Schwellwert v bewegen sich in der Bildverarbeitung im Bereich
von = 107 [Lell3, S. 56].
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Kapitel 3: Ein low-rank- und sparsity-basiertes
Registrierungsmodell

Dieses Kapitel bildet das Kernstiick dieser Arbeit, indem es das gruppenweise Regis-
trierungsmodell, das bereits kurz in Abschnitt 1.2 erwéhnt wurde, ausfihrlich motiviert
und vorstellt. Abschnitt 3.1 widmet sich zunéchst der Robust Principal Component
Analysis, die als Ausgangspunkt fiir die Definition eines gruppenweisen Distanzmafes
in Abschnitt 3.2 dient. Anschliefend diskutiert Abschnitt 3.3 die Totale Variation als
zugehorigen Regularisierer. Eine Zusammenfassung des resultierenden Modells wird in
Abschnitt 3.4 prisentiert.

3.1 Motivation mittels RPCA

Im Anschluss an die Diskussion der nétigen Grundlagen behandelt dieser Abschnitt die
Robust Principal Component Analysis (RPCA), deren folgende Darstellung in erster
Linie auf den Veréffentlichungen [CLMW11] und [HP14] beruht.

3.1.1 Grundlagen: PCA, SVD & Schatten-¢g-Normen

Wie bereits in Abschnitt 1.2 erldutert, soll fiir die Zwecke dieser Arbeit die Ahnlichkeit ei-
ner Reihe von Bildern tiber ihre lineare Abhéngigkeitsstruktur bemessen werden. Anders
ausgedriickt sind Bilder sich somit &hnlich, wenn sie sich in einen niedrigdimensionalen
linearen Unterraum einbetten lassen.

Fine der gingigsten Methoden zur Suche nach niedrigdimensionalen linearen Unter-
rdumen in hochdimensionalen Datensétzen ist die klassische Hauptkomponentenanaly-
se (PCA). Mit ihrer Hilfe lassen sich Probleme wie das folgende lésen: Angenommen
es seien fehlerbehaftete Datenpunkte {Z1,...,Zx} C RP mit p < N gegeben, die sich
aus Z; = x; + €; zusammensetzen. Uber die fehlerfreien Daten x; sei einzig bekannt, dass
es sich bei ihnen um Punkte aus einem linearen Unterraum der Dimension r < p han-

delt. Die Fehler ¢; seien zufillig, weshalb die Matrix X = [#1]...|Zx]' € RN*P mit hoher
Wahrscheinlichkeit vollen Rang p hat. Folgen die Fehler ¢; weiterhin gewissen Normalver-
teilungseigenschaften, so lassen sich die fehlerfreien Daten X = [z1]...|zn]" als Losung

des Optimierungsproblems
minycpvxp || X — X||F u. d. Nb.  rang(X) <r (3.1)

mittels der PCA rekonstruieren [HP14]. Dabei bezeichnet ||Al|r := (327 3274 afj)l/2
die Frobeniusnorm einer Matrix A € R™*".

Fin numerisch stabiles sowie effizientes Verfahren zur Berechnung der PCA und ins-
besondere zur Losung des Problems (3.1) stellt die Singuldrwertzerlegung (engl. singular
value decomposition, kurz SVD) dar.
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Satz 3.1 (Singuldrwertzerlegung [GVL96, Thm. 2.5.2 € Kap. 2.5.4])

Fiir jede Matrix A € R™*™ existiert eine Zerlegung in Faktoren

A=UxVT, (3.2)

sodass U = [u1]...|uy] € R™™ und V = [v1]...|vy] € R™™ orthonormal sind.

Dabei ist ¥ = diag(oy,...,0,) € R™*™ mit k = min{m,n} und o1 > ... > o1 > 0.

Eine Faktorisierung der Form (3.2) wird Singuldrwertzerlegung genannt. Die Diago-

nalelemente o1, ...,0, von X heiflen Singuldrwerte und sind eindeutig bestimmt.
Fiir den Fall m > n existiert zudem eine reduzierte Darstellung von A durch

A=0sVT (3.3)

mit U = [u1]...|u,] € R™" und 3 = diag(oy,...,0,) € R Diese wird iibli-
cherweise bezeichnet als die 6konomische Variante der Singularwertzerlegung von A.

Beweis: Siehe [GVL96, Thm. 2.5.2]. |

Die Singularwertzerlegung aus Satz 3.1 erméglicht nun eine explizite Losung von (3.1):
Ist X = Udiag(oy,... ,0p)V'T eine SVD der fehlerbehafteten Daten, dann ist der Mi-
nimierer des Problems gegeben durch X = °7_; oyuv; [GVL96, Thm. 2.5.3]. Dieses
Resultat illustriert bereits den Zusammenhang zwischen der Singuldrwertzerlegung und
dem Rang einer Matrix. Genauer gilt [GVL96, S. 71]: Ist o : R™*™ — R {1} diejenige
Abbildung, die einer Matrix den Vektor ihrer Singuldrwerte in absteigender Sortierung
zuordnet, so ist

rang(A) = [{1 < i <min{m,n}|(c(A4)); # 0}. (3.4)

Weiterhin lassen sich verschiedene bekannte Matrixnormen mittels der Singulérwerte
ausdriicken. Es gelten beispielsweise [GVL96, S. 71]:

1. ||Al|2 = max(o(A)) fir die Spektralnorm aus Abschnitt 2.4 oder

2. ||Al|F = (0(A),o(A))Y/? fiir die oben erwithnte Frobeniusnorm.

Tatséchlich erlaubt die Singuldrwertzerlegung die Definition einer ganzen Klasse von
Matrixnormen, die bekannt sind als Schatten-q-Normen.

Definition 3.2 (Schatten-g-Normen [HJ12, S. }65])

Die Schatten-g-Norm, kurz SgN, auf R™*" ist fiir ¢ € [1, o0] definiert als die Kom-
position || - [|s,q :== || - [l¢, © o

Einen Beweis dafiir, dass es sich bei den Schatten-g-Normen tatsdchlich um Normen auf
dem Raum R"™*™ handelt, findet man beispielsweise in [HJ12, Thm. 7.4.7.2].

Im Lichte von Definition 3.2 erscheinen die obigen Beispiele nun als Spezialfille, denn
offensichtlich ergibt sich fiir ¢ = oo die Spektralnorm || - []2 = (|| - |lee. © 0) = || - ||5,00
und fiir ¢ = 2 die Frobeniusnorm || - ||r = (|| - |[e, © o) =] - [|s,2-
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3.1 Motivation mittels RPCA

Wie sich zeigt, weisen Schatten-g-Normen auch beziiglich ihrer Konjugation und ihrer
Proximalabbildung eine weitreichende Verwandtschaft zu den gewohnlichen ¢,-Normen
auf, die in Kapitel 2 als Beispiel betrachtet wurden. Aufgrund der Bedeutung der ent-
sprechenden Resultate fiir den Rest dieser Arbeit seien diese hier wiedergegeben.

Satz 3.3 (Konjugierte € Proximalabbildung einer SqN [Lew95] € [PB14])
Fir || - [|s,q auf R™*™ mit ¢ € [1, 00] und dualem Exponenten p € [1, oo] gilt:

1 llsq = (Il - lle, 0 0) == (g1, <1y ©0) = 815, <1) (3-5)

Weiter gilt fiir 7 > 0, A € R™*" mit Singulirwertzerlegung A = U diag (oc(A))V ':

-1

(id+7‘9(\|‘|S,q))_1(A)ZUdiag(OdJrTa(H‘HQ)) (a(A)))vT. (3.6)

Beweis: Fiir (3.5) siehe [Lew95]. Fiir (3.6) sieche Abschnitt A.1 im Anhang. |

Abschlielend sei erwdhnt, dass verschiedene Algorithmen zur numerischen Berech-
nung der SVD einer Matrix existieren, die beispielsweise in [GVL96] nachgelesen werden
konnen. In der Regel wird dabei aus Griinden der Speicher- und Zeiteffizienz die kono-
mische Variante (3.3) ausgewertet. Die Zeitkomplexitat géngiger Verfahren hierfiir lasst
sich angeben als O(mn?) [GVLI6, S. 254], wobei von m > n ausgegangen wird.

3.1.2 Robust Principal Component Analysis

Zwar existiert mit der PCA beziehungsweise der SVD eine explizite Losung fiir das
low-rank-Approximationsproblem (3.1), doch ist die Giite dieser Losung in praktischen
Anwendungen stark davon abhéngig, inwieweit die Fehler in den vorliegenden Daten
die geforderten Normalverteilungseigenschaften erfiillen. Besonders sensibel reagiert die
PCA dabei auf den Fall, in dem die niedrigdimensionale Struktur eines Datensatzes
nicht mehr durch ein geringfiigiges und gleichméfiges Rauschen, sondern durch starke
und lokal beschriankte Abweichungen gestort ist [CLMW11]. In der Bildverarbeitung
ist eine solche Situation beispielsweise aufgrund von Sensorfehlern oder aufgrund von
zeitweisen Verdeckungen in Videosequenzen denkbar.

Um dem beschriebenen Problem beizukommen, wurden verschiedene Versionen einer
robusten PCA vorgeschlagen — eine vergleichende Analyse einiger Ansétzen findet sich
beispielsweise in [GBZ12]. In dieser Arbeit ist mit dem Begriff RPCA allerdings durchweg
der Ansatz aus [CLMW11] gemeint. Dieser geht von der Existenz einer Zerlegung der
Datenmatrix M € R™*™ in einen niedrigdimensionalen Strukturanteil L € R"*"™ und
einen diinn besetzten Fehleranteil E € R™*™ aus. Diese Anforderungen werden fiir L
tiber die Rangfunktion und fir E iiber die ,,0-Norm* || - ||o modelliert, wobei letztere die
Anzahl der nicht-verschwindenden Eintrage einer Matrix angibt. Wohlgemerkt handelt
es sich bei || - ||o nicht wirklich um eine Norm, da ||AE||op = |A| || E||o nur im Falle \E' = 0
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richtig ist — folglich bestraft der Term auch nur die Anzahl der fehlerhaften Eintrage und
nicht ihre absolute Abweichung.
Zunéchst ergibt sich nun das Optimierungsproblem [HP14]

ming, pegmxn rang(L) + pl|Ello u. d. Nb. M =L+ FE, (3.7)

in dem der Faktor p > 0 die beiden Terme gegeneinander gewichtet. Dieses Problem
hat einen kombinatorischen Anteil und ist deshalb nicht effizient 16sbar. In [CLMW11]
wird daher vorgeschlagen, (3.7) durch eine konvexe Relaxierung zu ersetzen, in der die
Rangfunktion durch die Summe der Singuldrwerte von L ausgetauscht wird, was im
Sinne von Definition 3.2 der Schatten-1-Norm entspricht. Diese ist auch bekannt als

nuclear norm oder trace norm und wird im Folgenden mit || - ||« bezeichnet. Weiterhin

wird die ,,0-Norm® von F durch die summierten Betrége aller Eintrdge von FE ersetzt,

notiert als ||E||; := || vec(E)||¢, . Aufgrund der Konvexitat von Normen im Allgemeinen
ist das resultierende Ersatzproblem

ming, gegmxn  ||Ll|x + p||E|i uw.d.Nb. M =L+FE (3.8)

& mingepmxn  [[Ll[ + pl[M = L1, (3.9)

genannt Principal Component Pursuit (PCP) [CLMW11], ebenfalls konvex.
Theoretisch gerechtfertigt sind diese Ersetzungen im Sinne der konvexen Hiille aus
Definition 2.9. Konkret gelten zwischen (3.7) und (3.8) die Zusammenhénge

1. con (rang—l—(S{H.Hﬁcl}) (X) = %||X||* fir ¢; > 0, X € R™"™ sowie

2. con (H “[lo+ 5{\\.”@003@}) (x) = g ll2lle, fir e >0, x € R™,

die beide mittels Satz 2.15 gezeigt werden konnen. Ersteren Beweis findet man in [FHBO1],
letzteren beispielsweise in [JSK11].

Es sei noch erwihnt, dass in [CLMW11] die Optimalitéit der Wahl z = max{m,n} /2
fiir den Gewichtungsparameter in (3.8) beziehungsweise (3.9) gezeigt werden konnte.

3.1.3 Anwendungsbeispiel

Zur Illustration der Funktionsweise der RPCA beziehungsweise der PCP wird in die-
sem Unterabschnitt ein Beispiel gegeben. Hierzu dient ein Ausschnitt von N = 200
Standbildern 7%, ..., TN € R™*™2 aus der ,,subway-Sequenz* aus [LHGTO04]. Dieser ist
aufgelést mit my X me = 130 x 160 Bildpunkten und wurde auf einen Grauwertkanal
reduziert. Die Aufnahme stammt von einer stationiren Uberwachungskamera, die auf
eine Halle mit drei bewegten Rolltreppen gerichtet ist, iiber die sich mehrfach Grup-
pen von Menschen bewegen. Abbildung 6 zeigt in der linken Spalte beispielhaft die drei
Standbilder 7%, T8 und T'2° aus diesem Ausschnitt.

Fiir die Datenmatrix M = [vec(T)|...|vec(TN)] € R™M™2)*N kann (3.9) als kon-
vexes Optimierungsproblem mit dem Algorithmus 1 gelost werden. Mit den Zuordnun-
gen F(L):= p||M — L||1, G(L) := ||L||+ und K := id bedarf es dazu der Konjugier-
ten F*(Y), G*(Y) sowie der Proximalabbildungen (id +ndF*)~%(Y), (id +70G)~(L).
Y e Rmm2)xN hegeichnet die dualen Variablen.
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(h) L120 (i) E120

Abbildung 6: Anwendungsbeispiel der RPCA. Linke Spalte: (6a), (6d) und (6g) zeigen drei
Standbilder aus der ,subway-Sequenz® aus [LHGTO04]. Mittlere Spalte: (6b), (6e) und (6h) zeigen
die ermittelten zugehorigen low-rank-Komponenten. Rechte Spalte: (6¢), (6f) und (6i) zeigen
die entsprechenden Differenzbilder E¥ = T* — L*. Zu erkennen ist, dass die RPCA erfolgreich
den niedrigdimensionalen Anteil der Sequenz, den fixierten Blick auf die Rolltreppen, von den
»Storungen® durch die verschiedenen Menschengruppen trennen konnte — diese tauchen nur noch
in den sparsity-Komponenten E* auf.

Die Konjugierten ergeben sich aus Beispiel 2.17, Satz 3.3 und Lemma 2.16 zu

F*(Y) = 6{\|'||ZOOSM}(V€C(Y)) + (Vec(Y),vec(M)), (3.10)
G*(Y) = 5 <1y (0(Y)). (3.11)

Fiir die Proximalabbildungen mit den Schrittweiten n,7 > 0 gilt aufgrund von Bei-
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spiel 2.19, Satz 3.3 und Lemma 2.13:

(id +ndF*) YY) = vec ™ (ullgs_ (vec(Y — nM) /), (3.12)
(id+70G)" (L) = Udiag(o(L) — rTlg_(o(L)/7)V . (3.13)

Dabei ist L = U diag(o(L))V' T eine Singuldrwertzerlegung von L und vec™! die Umkehr
der Vektorisierung, also das ,,Zuriickschreiben“ der einzelnen Spaltenvektoren in eine
Matrix. Fiir einen expliziten Ausdruck fiir die Projektion Ilg__, wie er in (3.12) und (3.13)
bendtigt wird, siehe Anhang A.2.

Wegen K = id gilt ||K||2 = 1, woraus sich beispielsweise = 7 = 1 — 107° als
giiltige Schrittweiten ergeben. Der Gewichtungsparameter wird entsprechend der obigen
Anmerkung als p = (mimg)~"/? gewibhlt.

Das Ergebnis fiir die ausgewéhlten Standbilder 790, T8 und 71?0 zeigt Abbildung 6:
In der mittleren Spalte sind die korrespondierenden low-rank-Komponenten L%, L8 und
L'?Y dargestellt. Weiterhin zeigt die rechte Spalte die zugehorigen Differenzbilder E6,
E® und E'?°, Es ist zu erkennen, dass die RPCA die niedrigdimensionale Struktur der
Bildsequenz, ndmlich die fixierte Sicht auf die Halle mit den Rolltreppen, erfolgreich von
den ,,Storungen” in Form der durch das Bild laufenden Menschengruppen getrennt hat:
Letztere sind deutlich (und ausschlieflich) in den Differenzbildern zu erkennen. Insbe-
sondere nennenswert ist, dass die periodische Bewegung der Rolltreppen als strukturelles
Element der Sequenz ,erkannt“ und im low-rank-Anteil L erhalten wurde.

Weiteren Aufschluss iiber das Ergebnis fiir die Gesamtsequenz gibt Abbildung 7.
In (7a) wird die Singularwertstruktur der Eingangsdaten M und die des ermittelten
low-rank-Anteils L in logarithmischer Ordinatenskalierung verglichen. Klar zu erkennen
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L\ ........ o;(L) =003
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©
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Abbildung 7: Auswertung der RPCA der ,subway-Sequenz* aus Abb. 6. Links: Singularwerte
der Eingabedaten M und des errechneten low-rank-Anteils L in logarithmischer Ordinatenska-
lierung. Anhand der zahlreichen vernachléssigbaren Singuldrwerte von L zeigt sich der deutlich
verringerte Rang (im Vergleich zu M). Rechts: Relativer Anteil der Bildpunkte mit absoluter
Grauwertdifferenz |Mi’fj — Lf" ;| < p fir verschiedene Schwellwerte p. Die Abszisse gibt den In-
dex k des betrachteten Einzelbildes an. Der Anteil der Bildpunkte mit nennenswerten Differenzen
ist durchweg klein und die Komponenten E* sind in ebendiesem Sinne diinn besetzt.
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ist, dass ein iiberwiegender Anteil der N = 200 Singuldrwerte von L sich in Gréflen-
ordnungen nahe der Maschinengenauigkeit bewegt und daher als vernachléssigbar klein
anzusehen ist. Im Sinne von (3.4) ist es also gerechtfertigt, von einem verringerten Rang
von L zu sprechen.

In (7b) wird zusétzlich die ,sparsity“ der Differenzbilder in F = M — L untersucht.
Fiir jedes Einzelbild k = 1,..., N wurde dazu der relative Anteil der Bildpunkte (i, j)
mit 1 <i<mj und 1 < j <mgy bestimmt, fiir die der Grauwertabstand |Ml-lfj - Lﬁj
unterhalb eines Schwellwertes p lag. Wenngleich nur ein geringer Teil dieser Werte als
verschwindend anzusehen ist, ist dennoch zu erkennen, dass umgekehrt nur an wenigen
Bildpunkten nennenswerte Differenzen \ij - Lﬁ ;| > p auftreten. Folglich kann E in
dem Sinne als diinn besetzt angesehen werden, als dass vielen Bildpunkten mit kleinen
Werten von ]Ef]| nur wenige Bildpunkte mit groflen Unterschieden gegeniiberstehen.

3.1.4 Motivation einer RPCA-basierten Bilddistanz

Wie das Beispiel aus dem vorangegangenen Unterabschnitt zeigt, eignen sich RPCA-
basierte Methoden besonders gut fiir Bildsequenzen, denen eine klare niedrigdimensio-
nale Struktur innewohnt. In Abbildung 6 war diese durch den fixierten Blickwinkel der
Kamera und die periodische Bewegung der Rolltreppe gegeben. Folglich diirften sich
Distanzmafe, die auf der RPCA basieren, insbesondere zur Registrierung von Bildse-
quenzen mit ebendieser Eigenschaft eignen.

In der Medizin findet sich ein prototypische Beispiel von Bildsequenzen mit periodisch
wiederholten Bewegungen in der kardialen Bildgebung. Eine gruppenweise Registrie-
rung kann dabei etwa zur Korrektur der atmungsbedingten Bewegung verschiedener
Organe in einer zeitlichen MRT-Aufnahme dienen. Dementsprechende Experimente sind
Gegenstand von Abhschnitt 5.2 und stellen die Motivation fiir das nun folgende Regis-
trierungsmodell dar.

3.2 Definition eines gruppenweisen Distanzmafles

In diesem Abschnitt soll ausgehend von der vorangegangenen Diskussion der RPCA
das gruppenweise Distanzmaf} hergeleitet und untersucht werden, das bereits eingangs
in (1.10) erwédhnt wurde. Fiir letztere Zwecke sollen im Folgenden insbesondere die vier
Experimente dienen, die in Abbildung 8 schematisch veranschaulicht werden. Allgemein
besteht die Idee darin, den Wert D(%, T2 00) eines gegebenen Distanzmafes D fiir zwei
sich #hnelnde Beispielbilder T, T5 : R* — R an vorgegebenen Stellen v!, ..., 0% : Q — R?
iiber dem Bildgebiet €2 auszuwerten und den Verlauf der resultierenden Kurve zu ana-
lysieren, beispielsweise in Hinblick auf lokale und globale Minimierer. Die Transforma-
tionen v', ..., vF beschreiben dabei die verschiedenen Fille von Translation, Rotation,
Skalierung und Scherung. Es sei darauf hingewiesen, dass hierbei mit den Feldern v’
im Unterschied zu Abschnitt 1.1 tatsdchliche Transformationen anstelle von reinen Ver-
schiebungen 1/ (mit u/ = v/ — id) gemeint sind.

Fine Verallgemeinerung dieses Prinzips auf mehr als zwei Beispielbilder ist zwar denk-
bar, scheitert aber an der Schwierigkeit, einen Plot in Abhéngigkeit von mehr als zwei
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Abbildung 8: Schematische Darstellung vierer Experimente zur Untersuchung eines Distanz-
mafBes D. Das Bild ¥, ist fixiert, wihrend T, mittels v!,..., 0" transformiert wird. Fiir je-
des j =1,...,k wird der Wert D(T;,T500’) ermittelt, um anschlieBend die resultierende Kurve
fiir D (in Abhéngigkeit von j) auf Minima zu untersuchen oder um D mit anderen Distanzmafen
in einen Vergleich setzen zu koénnen.

Eingabegrofien geeignet darzustellen. Aus diesem Grund wird in diesem Abschnitt auch
fiir gruppenweise Distanzmafle D mit der Methode fiir zwei Eingabebilder gearbeitet. Als
Beispielbilder dienen zwei Einzelbilder aus einer kardialen MRT-Aufnahme, dargestellt
in Abbildung 9.

3.2.1 RCPA-Bilddistanz

Der naheliegendste Ansatz zur Definition einer Bilddistanz fir T;,..., Ty : R - R in
Anlehnung an die RPCA aus Abschnitt 3.1 besteht offensichtlich darin, ihre Auswertun-
gen Gx(F;) € R™>™2 auf einem édquidistanten Q-Gitter X zu betrachten. Diese werden
dann wie zuvor vektorisiert und in den Spalten einer Datenmatrix M zusammengefasst,
sodass ihre Ahnlichkeit direkt iiber (3.9) bemessen werden kann.
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3

N

(@) Th (b) T2
Abbildung 9: Diskrete Beispielbilder 77 und 75 fiir die in Abb. 8 beschriebenen Experimente.

Ty, To € R™1>™2 gind mit my = mg = 220 aufgelost. Bilder mit freundlicher Genehmigung von
Allen D. Elster, MRIquestions.com.

Aus dieser Idee ergibt sich das Distanzmaf

1
D(%1,...,Sn) =  min Ll + —
(%1 N) O I L] s

mit der gidngigen Wahl p = (mlmg)*l/ 2 fiir den Gewichtungsparameter.

|[[vec(Gx (T1))]. .. [ vec(Gx (Tn))] — L1
(3.14)

Wie sich jedoch zeigt, weist (3.14) einige fiir die Bildregistrierung ungiinstige Eigen-
schaften auf. Hierzu sei auf Abbildung 10 verwiesen, in der das Ergebnis von (3.14)
fir das in (8a) dargestellte Translationsexperiment und die Beispielbilder aus Abbil-
dung 9 zu sehen ist. Um die diskreten Bilder 77 und T5 kontinuierlich zu approximieren
und folglich an Nichtgitterstellen auswerten zu kénnen, wurden diese linear interpoliert.
Wie auch im Rest der Arbeit wird dies gekennzeichnet durch die Notation 4" bezie-

1[—G@) + F(L)
........ F(L*) = p||M — L*||,
1 -=-G(L*) = ||L7||+

Abbildung 10: Plot von (3.14) fir das in (8a) dargestellte Translationsexperiment mit inter-
polierten Beispielbildern T} und T5™ aus Abb. 9. Wihrend T} fixiert ist, wird T4 durch v
schrittweise verschoben. Der Index j = 0 entspricht dem Fall, in dem sich T5¥™ komplett im Bild-
bereich 2 befindet. Dargestellt sind die Gesamtenergie sowie die beiden Summanden, aus denen
sie sich zusammensetzt. L* bezeichnet jeweils den Minimierer von (3.14).
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hungsweise T4". Hintergriinde finden sich in [Mod09, Kap. 3.3]. Zur numerischen Lésung
von (3.14) fiir die Daten M = [vec(Gx (T{™))| vec(Gx (TH™ o v7))] diente schlieflich die-
selbe Implementierung wie in Abschnitt 3.1.

Problematisch an dem Plot in Abbildung 10 sind zweierlei Aspekte. Zum einen weist
die Kurve der Gesamtenergie in j = 0, also der Position, in der sich TY" komplett im Bild-
bereich €2 befindet, ein Maximum anstelle des erwarteten Minimums auf. Genauer noch
ist zu erkennen, dass dies auf den || - ||.-Term zuriickzufiihren ist, denn der || - ||;-Term
besitzt an dieser Stelle sehr wohl ein lokales Minimum — dieses wird in der Summe
allerdings vom || - ||«-Ausdruck ,iiberdeckt®.

Zum anderen ist iiber alle drei Kurven hinweg diejenige Situation global am giinstigs-
ten, in der ‘IlQi” durch v komplett aus dem Bildbereich €2 ,hinausgeschoben* wird. Eine
solche Losung ist in der Bildregistrierung keinesfalls wiinschenswert.

3.2.2 Modifikationen

Aus den aufgefiihrten Griinden wird das Distanzmaf} (3.14) nun wie folgt modifiziert: Der
Ausdruck ||L||«, interpretiert als relaxierte Nebenbedingung an die nuclear norm von L,
wird fiir einen geeigneten Schwellwert v > 0 ersetzt durch eine strikte Nebenbedingung
in Form eines Indikators dy|.|,<,}. Weiterhin erfolgt nicht linger eine Beschrinkung
der nuclear norm ||L||, selbst, sondern in Anlehnung an die PCA eine Beschréinkung
der Norm der vom spaltenweisen Mittelwert befreiten Matrix L = L — L. Die Matrix L
enthélt dazu in jeder Spalte das arithmetische Mittel I der Spalten von L. Dies hat zur
Folge, dass Nullspalten in L, welche sich in Abb. 10 als besonders giinstig beziiglich der
|| - ||«-Norm erwiesen haben, nicht langer zu Gx(¥;) = 0 korrespondieren. Stattdessen

entspricht eine Nullspalte in L nun dem Fall Gx (%) = [.
Zusammengenommen ergibt sich aus diesen Modifikationen das Distanzmafl

D(Z1,...,%N)
= min H[VGC(G)((Tﬁ)’...’VGC(G)((SN))] _LHI +6{||H*§V}(L_E> (

LeR(m1ma) XN

3.15)

Wohlgemerkt ist fur (3.15) kein Gewichtungsparameter g mehr notig — der Tradeoff zwi-
schen den beiden Termen wird iiber den Schwellwert v geregelt. Insbesondere sei noch
darauf hingewiesen, dass (3.15) fiir M = [vec(Gx(%1))].. .| vec(Gx(Tn))] als Datenma-
trix exakt dem Ausdruck (1.10) aus der Einleitung entspricht.

Um (3.15) dhnlich wie (3.14) numerisch mit dem Algorithmus 1 zu l6sen, werden die
Zuordnungen F'(L) := 6y, <py(L) und G(L) := |[M — L[|y verwendet. Die Zentrierung
von L wird iiber einen linearen Operator K bewerkstelligt, sodass F'(vec™! (K vec(L)))
dem Indikatorterm in (3.15) entspricht. Fiir den low-rank-Anteil L in vektorisierter
Form vec(L) € RN™™2 jst | € RWmim2)x(Nmim2) dazy von der Gestalt

Imlmg Im1m2 Im1m2

1
K= g - 1
. ~ (3.16)

Lonyms Lmime - Imyime
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Wie in Anhang A.3 gezeigt wird, gilt || K'||2 = 1, sodass die Schrittweiten n = 7 = 1—-1075
gultig bleiben.

Die Konjugierte von G(L) = ||M — L||; ist bereits aus Abschnitt 3.1 bekannt und F*
lasst sich aus Satz 3.3 und den Rechenregeln 2.16 berechnen. Insgesamt gelten:

F*(Y) = vl|Y|ls,00 = V[|Y]]2, (3.17)
G*(Y) = 0g))j,.. <1y (vec(Y)) + (vec(Y'), vec(M)). (3.18)

Fiir die benétigten Proximalabbildungen gilt nach Beispiel 2.19, den Sétzen 3.3 und 2.18
sowie den Rechenregeln aus Lemma 2.13 (mit 7,7 > 0):

(id +n0F*)~(Y) = U diag(a(Y) — ()L, (o (Y) / (q) )V T, (3.19)
(id4+70G) (L) = vec™! (vec(L) — 71y (vec(L — M)/T)). (3.20)

Y = Udiag(c(Y))V" ist dabei eine Singulirwertzerlegung der dualen Variablen. Ein
effizienter Algorithmus fiir die Projektion Ilg, in (3.19) wird in Anhang A.4 beschrieben.

Bei der Auswertung aller in Abbildung 8 dargestellten Experimente fiir das modifi-
zierte Distanzmaf (3.15) werden fur den Schwellwert v verschiedene Anteile des Wer-
tes ||[M — M||. der Eingabedaten M im Bereich von 0 bis 1 verwendet. In Analogie
zu L und L enthilt M in jeder Spalte das Spaltenmittel von M. Das Ergebnis der vier
Experimente zeigt Abbildung 11.

Im Vergleich zum urspriinglichen Distanzmafl (3.14) und der Abbildung 10 ist gut
zu erkennen, dass das modifizierte Distanzmafl (3.15) ein wesentlich gilinstigeres Ver-
halten aufweist: In allen vier Experimenten nehmen sdmtliche Kurven mit Schwellwer-
ten v < ||M — M]||, deutliche globale Minima an den erwarteten Stellen an.

Gilt dagegen v = ||M — M|, so liegt M selbst in dem fiir L zulissigen Bereich und das
Distanzmaf} entartet zur Nullabbildung, wie es auch in Abbildung 11 in den cyanfarbenen
Kurven zu erkennen ist. Im umgekehrten Fall von v = 0 lédsst sich der Wert von (3.15)
ebenfalls analytisch bestimmen: Es gilt dann ndmlich L = L, was genau dann der Fall ist,
wenn alle Spalten von L miteinander iibereinstimmen. Damit entspricht die Bestimmung
von L in (3.15) nunmehr dem Problem einer bildpunktweisen ¢;-Distanzminimierung,
deren Losung bekanntermafien durch den Median gegeben ist [BV04, S. 433].

Zusammenfassend bestimmt der Parameter v also den Detailgrad der Approximation
von M durch L: Je dichter v an ||M — M||, liegt, desto mehr Details der Spalten von M
werden in L sichtbar. Je dichter v an 0 liegt, desto eher entsprechen die Spalten von L
dem punktweisen Median der Bilddaten in M. In Bezug auf den Wert des Distanzma-
Bes (3.15) resultiert eine Variation von v im diskutierten Bereich augenscheinlich in einer
linearen Skalierung, wie es Abbildung 11 zeigt.

3.2.3 Eigenschaften des Distanzmafles

Ahnlich wie die beispielsweise die SSD (1.3) vergleicht das Distanzmaf (3.15) direkt die
Intensitdtswerte der Bilder ¥q,...,%y. Anders als informationstheoretisch motivierte
Distanzmafle wie die Mutual Information (1.4) ist es daher ungeeignet fiir multimodale
Bilddaten, das heifit fiir Aufnahmen aus verschiedenen Bildquellen.
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Abbildung 11: Ergebnisse der vier Experimente aus Abb. 8 fiir das modifizierte Distanz-
maf} (3.15) mit interpolierten Testbildern T4 und T4H" aus Abb. 9. In (11a), (11c) und (11d)
entspricht der Index j = 0 stets dem Fall, in dem sich T¥" komplett in  befindet. In (11b)
korrespondiert j = 0 zu einem Rotationswinkel von 0°. Zusitzlich wurden T{" und (T4 o v)
fiir die Rotation kreisférmig maskiert, um fiir jeden Rotationswinkel tibereinstimmende Bild-
bereiche zu gewahrleisten. Die verschiedenfarbigen Plots korrespondieren zu unterschiedlichen
Schwellwerten v in (3.15), gewéhlt als Anteile des Wertes ||[M — M||, fiir die Eingabedaten M.
Im Unterschied zum urspriinglichen Distanzmaf (3.14) in Abb. 10 zeigt der modifizierte Term
in (11a) fiir alle Schwellwerte v < ||M — M]||, ein klares globales Minimum bei korrekter Regis-
trierung — selbiges gilt auch fiir die tibrigen Versuche (11b), (11lc) und (11d).

Wie sich weiterhin zeigt, erfasst (3.15) keine raumlichen Zusammenhénge in den Ein-
gabebildern: Fiir A € R™*" ist ||A||; invariant unter Permutationen der Zeilen von A.
Ist ndmlich P € R™*™ eine entsprechende Permutationsmatrix, so folgt aus der Defini-
tion || - ||1 := (|| - ||¢, © vec) unmittelbar, dass ||A||1 = ||PA||1 gilt. Eine analoge Aussage
gilt auch fiir die nuclear norm ||A||,, denn ist A = U diag(c(A))V " eine Singuldrwert-
zerlegung von A, so ist (PU)diag(c(A))V " aufgrund von

(PO (PU)=U"PTPU=U'U=1 (3.21)

eine SVD von (PA) mit denselben Singuldrwerten o(A). Damit steht (3.15) im Ge-
gensatz zu kantenbasierten Distanzmafien wie der Normalized Gradient Fields (NGF)
aus [Mod09, Kap. 7.4] oder ihrer gruppenweisen Verallgemeinerung aus [BWM18].

Das besondere Alleinstellungsmerkmal von (3.15) besteht stattdessen in der modifi-
zierten Methodik der RPCA, die eine low-rank-/sparsity-Zerlegung der Eingabedaten
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mit einer gruppenweisen Registrierung paart. Fiir diesbeziigliche Experimente an syn-
thetischen sowie an realen medizinischen Bilddaten sei auf Kapitel 5 verwiesen.

3.3 Regularisierung mit Totaler Variation

Zur Regularisierung des auf dem Distanzmaf (3.15) basierenden Registrierungsmodells
dient in dieser Arbeit die Totale Variation (TV). Im Unterschied zu anderen géngigen
Regularisierern der Bildregistrierung wie dem linearisierten elastischen Potential (1.5)
oder dem diffusivem Regularisierer [Mod03, Kap. 11], die glatte Transformationen als Lo-
sungen bevorzugen, zeichnet sich die Regularisierung mittels Totaler Variation dadurch
aus, dass sie stiickweise konstante Losungen begiinstigt. Die resultierenden Transforma-
tionen kénnen also insbesondere Unstetigkeiten in Form von Sprungstellen aufweisen.

In der medizinischen Bildverarbeitung ist diese Eigenschaft insbesondere zur Modellie-
rung von Gleitbewegungen (engl. sliding motions) geeignet: Bewegen sich zwei benach-
barte anatomische Strukturen auf unterschiedliche Weise, so weist das zugehorige Bewe-
gungsfeld an der Grenzfliche zwischen den Strukturen Unstetigkeiten auf. Ein géngiges
Beispiel ist etwa die atembedingte Bewegung des Zwerchfells, das an den vergleichswei-
se starr gelegenen Brustkorb grenzt [PUZT07]. Ebenso kann eine TV-Regularisierung
zur Modellierung bewegter Objekte vor einheitlichem Hintergrund eingesetzt werden,
weswegen sie auch zur Bestimmung des Optischen Flusses in der Computer Vision ver-
wendet wird. Als dementsprechende Veroffentlichungen seien zum Beispiel [ZPB07] und
[PBB106] genannt. Anwendungen der Totalen Variation in der Bildregistrierung finden
sich dagegen in [VGST17] und [PUZT07].

3.3.1 Definition des TV-Regularisierers

Zunéchst sei die Definition der Totalen Variation aus [AFP00] wiedergegeben.
Definition 3.4 (Totale Variation [AFP00, Def. 3.4 € Prop. 3.6])

Es sei Q C R? ein offenes Gebiet mit stiickweise glattem Rand 0. Es sei zu-
dem w = (w1, ..., w;) € L*(Q, R¥). Dann ist die Totale Variation von w auf Q gege-
ben durch

TV(w) =

k
sup { - ; /Q wi(z) div(e;)(x) dx

¢ =[e1].. lox) € CLOLRP®), [glloo < 1}-
(3.22)

Dabei enthilt C} (92, R**) alle stetig differenzierbaren Funktionen ¢ : Q — R%* mit
kompaktem Triger in . Weiterhin ist ||¢||oo := sup,eq ||0(z)||F fiir ¢ € CL(Q, R*F).
Anschlieflend an (3.22) wird der Raum der Funktionen mit beschrénkter Variation

definiert als
BV(,R") := {w € L'(Q,RY) | TV(w) < oo} (3.23)
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Was es mit der etwas technischen Definition (3.22) auf sich hat, offenbart sich in
dem Fall, in dem w : R? — RF differenzierbar ist — wohlgemerkt ist dies keine Vor-
aussetzung, die in Definition 3.4 an w gestellt wurde. Wie sich ndmlich zeigt, entspricht
TV(w) in diesem Falle genau dem Ausdruck [, ||[Vw(x)||r dz, wobei als Konvention gilt,
dass Vw(x) = [Vw ()] ... |Vwg(x)] € R ist,

Da die Frobeniusnorm aufgrund ihrer Verwandschaft zur ¢2-Norm ||-||r = (||-]|¢, 0 vec)
zu sich selbst dual ist — siehe hierzu auch Abschnitt 2.3 —, gilt zunéichst einmal

| IVw@)rde
— | supyenons {(vec(p(a)),vee( V() |lp(@)] | < 1) da. (3.24)

Weiter ist es erlaubt, Supremum und Integration zu vertauschen und den Raum der
Testfunktionen ¢ auf C}(Q, R¥*) einzuschrinken [AFP00, S. 117f.], woraus man erhélt:

[ IVw@)rdo
:sup{/Q<V%(<p(x)),vec(Vw(:U))>d:n

k
= SUP{E/Q@PK%)’VW(%»M

Auf das Integral in (3.26) ldsst sich nun noch der Satz von Gaufl anwenden — siehe
beispielsweise [BL11, Satz 2.74] — und es folgt

| teu@). Funte)) o = [ wil@) pi@).m(a)) artHw) = [ divipn (@) wie) do
(3.27)

0 € CHOURY), llplloo < 1} (3.25)

o € CLO RPN, ||l < 1}. (3.26)

fiir n(x) als duBere Normale von Q in x € 9Q und H9! als (d — 1)-dimensionales
Hausdorff-Maf. Da alle ¢; in (3.26) einen in §2 kompakten Triager aufweisen, verschwindet
der Randterm in (3.27), sodass schlielich gilt:

[ IVe@]lrda
Q

k
= sup { Z — /Q div(e;)(z) wi(x)dx | ¢ € Cé(Q,Rka), ll]oo < 1} (3.28)
=1
=TV (w).

Als Regularisierer in der Bildregistrierung dient nun schlichtweg der Ausdruck TV (u),
angewendet auf ein Verschiebungsfeld u : @ — R% Im Sinne von Definition 3.4 gilt
dabei k = d und im Folgenden noch genauer k = d = 2. Ein geeigneter Ansatzraum fiir
das gruppenweise Registrierungsproblem (1.7) ist passenderweise durch BV (2, R%) gege-
ben. Fiir das weitere Vorgehen wird zudem von Neumann-Randbedingungen fiir alle u;
ausgegangen.
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3.3.2 Diskretisierung

Der Einfachheit halber wird fiir die Diskretisierung der Totalen Variation von hier an
der typlsche Fall eines rechteckigen Bildgebiet Q = (w!,w?) x (w?,w?) C R? mit w! < w?
und w3 < w?* betrachtet. Das Diskretisierungsgitter X von Distanzmaf und Regulari-
sierer sei dabei zellzentriert, es gelten also h; = (w? — w BDY/my und hy = (w? — w?)/mo
fiir die Gitterweiten sowie x;, ;, = (w' + (i1 — 0.5)h1, w?® + (ia — 0. 5)ho) " fiir die Gitter-
punktkoordinaten (mit 1 <i; < mj und 1 < iy < my).

Ausgangspunkt fiir die Diskretisierung von TV (u) ist der Ausdruck [, ||Vu(z)||r dz,
welcher im Folgenden mittels finiter Vorwartsdifferenzen approximiert wird durch

mi me h h
. Vi) s (Vi)
hih V"), it (Vhu)y, g, = |(oa )i (Vi) 3.29
1 2ilz_:1 iQZ_l H( )n,zzHF ( )11712 [(vgul)ilh (VQLUQ)il,iQ ( )
Unter Beachtung der Neumann-Randbedingungen gilt dabei
1 . . _ i1 a0 ) ) < ,
(v1w)zmz =T W(x“—"-LlZ) w(le,m) 2,1 m (3.30)
hl O, 11 =My
und analog
1 . _ i1 i) ) < ,
<v2w)11 12 — hf {w(xllle"rl) w(xllylZ) 22 m2 (3.31)
2 O, 192 = M2

flir w : Q — R auf einem zellzentrierten Gitter X der oben beschriebenen Bauart.
Es sei darauf hingewiesen, dass eine TV-Diskretisierung wie in (3.29) in der Litera-
tur tblicherweise als isotrop bezeichnet wird und damit im Gegensatz zu anisotropen

Diskretisierungen wie etwa
vluj 11,82
VZu] )21 2

steht, die die d Koordinatenachsen getrennt behandeln. Wie in [VGST17] festgestellt
wurde, neigt letztere jedoch dazu, Transformationen u entlang der Koordinatenachsen
zu begiinstigen und wird deswegen hier nicht verwendet.

Zum Abschluss des Abschnitts sei mittels der Diskretisierung noch ein Beispiel gege-
ben, das die anfingliche Behauptung illustriert, dass eine Regularisierung mittels Totaler
Variation Unstetigkeiten in Form von Sprungstellen in der Losung erlaube [LSKC13]. Es
werde dazu der einfache Fall einer eindimensionalen Funktion w : R — R und dreier
dquidistanter Gitterpunkte z;_1 < x; < x;4+1 mit der Gitterweite h = 1 betrachtet. Die
Ableitung von w werde analog zu (3.30) und (3.31) durch Vorwirtsdifferenzen (V"w)
diskretisiert. Weiterhin seien w(x;—1) = 0 und w(z;—1) = 1 bekannt. In Abhéngigkeit
von w(x;) werden nun die Kosten eines diskretisierten TV-Terms |(V"w);_1| + [(Vw);]
mit denen eines quadratischen Ausdrucks |(V*w);_1|? + |(Vw);|? verglichen. Das mehr-
dimensionalen Analogon des letzteren Ausdrucks entspréiche in der Bildregistrierung ei-
nem diffusiven Regularisierer. Veranschaulicht wird das Beispiel in Abbildung 12.

d mp ma

hahed > D

j=141=1142=1

(3.32)

41
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1 1 o,
2 } (V"w);
0 0 — o
Ti—1 1"1 $i‘+1 Ti—1 ﬂf‘z in‘+1
(a) (b)

Abbildung 12: Illustration eines ,,0-1-Ubergangs“. Links: fiir einen diskretisierten quadratischen
Regularisierer |(Vw); _1|? + [(V"w);|? ist ein glatter Ubergang optimal. Rechts: ein diskretisier-
ter TV-Regularisierer |(V"w);_1| + |(V*w);| erlaubt dagegen auch Sprungstellen.

Wie eine einfache Rechnung zeigt, ist w(z;) = 1/2 im quadratischen Fall die eindeutige
optimale Losung mit dem Wert (1/2)% + (1/2)? = 1/2. Dagegen zeigt sich im TV-Fall,
dass jeder Wert w(z;) € [0, 1] die optimale Lésung von |w(z;) —0|+|1—w(x;)| = 1 ergibt.
Ein analoges Resultat gilt ebenso auf iterativ verfeinerten Gittern mit zusétzlichen Stiitz-
stellen in den Intervallen (x;_1,x;) und (z;, x;+1). Der quadratische Ausdruck bevorzugt
also im Grenzfall eine glatte Losung in Form einer Geraden. Fiir den TV-Ausdruck hin-
gegen bleibt weiterhin jede Losung aus monoton aufsteigenden Funktionswerten optimal,
wobei insbesondere auch Spriinge erlaubt sind.

3.4 Zusammenfassung des Modells

Dieser Abschnitt enthélt eine kurze Zusammenfassung des Registrierungsmodells, das
durch das Distanzmafl aus Abschnitt 3.2 und den in Abschnitt 3.3 beschriebenen Regu-
larisierer gegeben ist. Zudem wird die Frage der Eindeutigkeit einer Losung diskutiert.

In der Standardform (1.7) eines gruppenweisen Registrierungsmodells ergibt sich fiir
die Bilder T1,..., %y : R?2 — R auf einem Bildgebiet Q = (w!,w?) x (w3, w?) mit zell-
zentriertem Diskretisierungsgitter X der Auflésung my X mo das Optimierungsproblem

. . 1 . N N %
ul,...,uNleanV(Q,W) D(Tio(id4u’),...,Tyo(id+u™)) + A Zi:l S(u')
_ N .
= inf Mt ... uN) = L[| + dq. L—L)+XY . TV,
oy I ) = LI+ 0y en (L= L)+ 2> TV(u)
LER(mlmQ)XN
(3.33)
wobei die Abhéngigkeit des Distanzmafies D von den Bildern ¥4, ..., Ty implizit durch
die folgendermaflen definierte Datenmatrix gegeben ist:

M@t . u) = [vec(Gx(T1 o (id+ub)))|...|vec(Gx(Ty o (id+u")))]. (3.34)

Als Modellparameter verbleiben der Gewichtungsfaktor A > 0 und der Schwellwert v > 0.
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Im Unterschied zum einfachen Fall eines Zwei-Bilder-Problems (1.2) mit fester Re-
ferenz R besteht in (3.33) noch die Problematik einer moglichen Uneindeutigkeit der
Losung (ul,...,u"). Zur Illustration werde von dem einfachen Beispiel ausgegangen,
dass die erfolgreich registrierten Bilder Tj o (id +u') = ... = Ty o (id +u") ein Recht-
eck = [¢1,€%] x [€3,¢1] € Q mit T; 0 (id+u')(x) =1 fiir z € Z zeigen. Auf dem Hin-
tergrund (2 \ Z) gelte einheitlich T; o (id + u)(x) = 0. Dann ergibt sich fiir jede Trans-
lation ¢ € R?, fiir die noch Z + ¢ C Q gilt, und fiir alle i = 1,..., N aus @i’ := u’ + ¢ eine
zu u’ gleichwertige Losung von (3.33).

Dies liegt zum einen daran, dass eine solche Verschiebung ¢ aufgrund der Randbedin-
gung fiir kontinuierliche Bilder (siehe Abschnitt 1.1) dquivalent zu einer Zeilenpermutati-
on der Datenmatrix (3.34) ist und dass das verwendete Distanzmaf laut Abschnitt 3.2.3
unter derartigen Permutationen invariant ist. Zum anderen sind ableitungsbasierte Re-
gularisierer wie die Totale Variation stets invariant gegeniiber Translationen.

Um also den verbleibenden Freiheitsgrad einer konstanten Verschiebung aus (3.33) zu
eliminieren, wird das Modell wie in [PKH'18] und [GHP*18] um die Nebenbedingung

i, ::/injilu;(x)dxzo fiir j € {1,2} (3.35)

ergénzt, sodass das finale Registrierungsmodell dem folgenden Ausdruck entspricht:

e 1

_ N .
inf M, . ™) =L+ 6 en(L—=L)+ XY TV
Y. S 1M ( ) = Lfl1 + 6g 1. <03 ( )+AY . TV

2
LeR(m1ma)xN + Zj:l 6{ﬁj=0}(ul’ R ,uN).

(3.36)

\ v
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Kapitel 4: Details der Implementierung

Dieses Kapitel befasst sich mit der numerischen Implementierung des in Kapitel 3 er-
arbeiteten Registrierungsmodells (3.36). Hierfiir wird zunéchst eine vollstdndige Diskre-
tisierung dieses Modells besprochen (Abschnitt 4.1), aus der sich nach einer linearen
Approximation des verwendeten Bildmodells (Abschnitt 4.2) ein endlichdimensionales
und konvexes Optimierungsproblem ergibt, das mit dem Optimierungsverfahren aus Ab-
schnitt 2.4 gelost werden kann. Details hierzu finden sich in Abschnitt 4.3. Der letzte
Abschnitt 4.4 dieses Kapitels diskutiert schliefflich eine Multilevelstrategie, wie sie aus
Effizienzgriinden hiufig in der Bildregistrierung eingesetzt wird.

4.1 Diskretisierung des Registrierungsmodells

Um aus (3.36) ein endlichdimensionales Optimierungsproblem zu erhalten, das sich nu-
merisch 16sen lésst, bedarf es offensichtlich noch einer Diskretisierung der Unbekann-
ten u',...,u" sowie der von ihnen abhingigen Ausdriicke. Sind die zu registrieren-
den Aufnahmen als diskrete Bilder 17,..., Ty € R™*™2 guf einem zellzentrierten Git-
ter X € (R?)™1>*™2 eines rechteckigen Bildbereiches Q gegeben, so sucht das diskretisier-
te Problem dementsprechend nach den optimalen Werten fiir die Verschiebungsfelder u?
an den Gitterpunkten x;, j,. Diese werden zusammengefasst in einem langen Spaltenvek-
tor u' = ((u})T, (ud) )" € R¥™™2 wobei fiir (j1,72) € {1,...,ma} x {1,...,ma} gelte,
dass (U])ji4+(o—1)m1 = W1 (T j2) Und (Uh) 5, 4 (jo—1ym, = U5(7j,,5,) sind. Analog zur Unter-
scheidung zwischen diskreten und kontinuierlichen Bildern werden derartig diskretisierte
Verschiebungsfelder im Unterschied zu fraktal notierten kontinuierlichen Feldern u’ mit-
tels kursiver Kleinbuchstaben u’ gekennzeichnet.

Hieran anschliefend werden fiir ¢ = 1,..., N die Hilfsfunktionen Ty : RZmamz _y Rrmamz
definiert, die ein diskretes Verschiebungsfeld u’ auf der linearen Interpolation eines dis-
kreten Bildes T; auswerten. Etwas genauer gilt also fiir 1 < j; < mj und 1 < jo < mao:

(F = 34 <x+(§3§’;>> mit k=4 G- Dm. (A1)

Der erste Summand von (3.36) wird damit diskretisiert zu YN, ||T5(u?) — Lil|e,, wo-
bei l; € R™™2 der i-ten Spalte der low-rank-Variable L entspricht.

Eine Diskretisierung der Totalen Variation wurde bereits in Unterabschnitt 3.3.2 dis-
kutiert. Mit den Ableitungsoperatoren

-1 1 -1 1
-1 1 -1 1
Dl::Im2®7 ’ D2::7 ®Im1

cR™1 XMy cR™M2XxXm2
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und
e Dl (4mima2) X (2mims2)
D=0Ih® [DQ] eR (4.3)
sowie der Definition
n
[v]l21 = Z H(vhvi+nvvi+2nyvi+3n)—r” fiir v € R (4.4)

=1

lisst sich (3.29) nun in Abhéingigkeit von u® ausdriicken als hyha||Dul||s 1.
SchlieBlich wird noch die Nebenbedingung u; = 0 aus (3.35) fiir j € {1, 2} diskretisiert:

1
1 u] mimz2 N )
(il D=2 Wwh=0. (4.5)
1 UN k=1 i=1
~—~— HJ/—/
=:1 =:uj

Zusammengenommen ist die diskrete Entsprechung zum Registrierungsmodell (3.36) also
gegeben durch

. N | a 1 N
it S ) = bl + 5z (1] i) = (5 0,8 17

ul,..ulV eR2Zmima
N i 2
+A Zi:l hiha|| Du'll2,1 + ijl O, )=0y (uz)-

I1,....ly ER™1M2

(4.6)

4.2 Definition einer konvexen Zielfunktion

Wie eingangs erwéihnt, soll zur Losung von (4.6) wieder der Algorithmus 1 dienen. Fiir
diesen bedarf es nach den Abschnitten 2.3 und 2.4 einer Zielfunktion G(z) + F'(Ax), in
der G und F eigentlich, unterhalbstetig und konvex sind. In (4.6) jedoch kann fiir den
Term ||T;(u?) — I;]|¢, keine Konvexitiit beziiglich u’ gewiihrleistet werden. Wie in den
bereits erwihnten Verdffentlichungen [HP14], [PGW™10], [PUZ"07] und [ZPB07] wird
das Bildmodell Tl(u’) daher im Folgenden durch eine lineare Approximation im Sinne
einer Taylorapproximation erster Ordnung ersetzt. Linear-affine Funktionen sowie die
Verkettung konvexer Funktionen mit linear-affinen Ausdriicken sind stets konvex — siehe
hierzu Abschnitt 2.2 —, sodass sich auf diese Weise eine konvexe Approximation von (4.6)
gewinnen lasst.

Ist nun @' € R?™™2 ein geeigneter Entwicklungspunkt, so gilt fiir nahegelegene Punk-
te u* € R?™™2 die Taylorapproximation

A

Ti(u') = Ti(@') + (VTi(a) " (u' - @), (4.7)
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wobei die Ableitung von 7} (im Punkt @*) von der folgenden Gestalt ist:

AT)1 (i AT)1 (i
2 (i) 200 (3)
c R(Tﬂl?ﬂQ)X(Q?TleQ)'

8(Ti)m1m2 ~1 6(Tz)m1m2 ~7
A(uf)mymy u A(ub)mymo (u )

(4.8)

Das resultierende konvexe Ersatzproblem fiir (4.6) ist daher

. N i &N T =i f i i
inf Yo M@ — (V@) at + (VT(ah) Tu —llle,

u17__.7uNeR2m1m2

l1,...,IyER™1™2 N ~ .
+ (|| l.<v} ([hl i) = <N > li> : 1T) +AD - hho||Dulfan

2
+ 2 Oaa=0y(w)-
(4.9)

Abkiirzend werden im Folgenden auch die Notationen b; := Tj(@') — (VT;(@')) " @ so-
wie b:= (b),...,by)" fiir den konstanten Teil des || - ||¢,-Terms verwendet.

4.3 Numerische Losung in der Standardform

Das Problem (4.9) in den Variablen z = ((u!) 7, ..., (u™)7,1],...,I})T € R3N™m2 |55t
sich nun in der Standardform G(x) + F'(Ax) eines konvexen Optimierungsproblems aus
Abschnitt 2.3 ausdriicken. Dazu enthélt F' all diejenigen Terme, die eine lineare Trans-
formation der primalen Variablen z einschlieen und G enthélt alle {ibrigen Terme.
Definiert man den linearen Operator A € RONm1m2)x@BNmim2) it dem Zentrierungs-
operator K € R(Nmim2)x(Nmim2) ays (3.16) durch

(VTy(ah)"

A= 0 K (4.10)
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und F(((0)7, (0?7, ()T := Fi(v!) + Fy(v?) + F3(v3) durch
o Fi:RY™M™ R Fi(vh) = [[o! + by,
o [ :RNmim2 4 R [h(0v?) = 5{||.H*§l,}(vec_1(v2)),
o Fy:RIWMIM R (%) = A hahol[(0 1) mima) 410+ Ustmyma)) | |I215

so deckt F'(Az) bereits die ersten drei Summanden von (4.9) ab.

Fiir G(x) verbleibt damit einzig der Ausdruck Z?:l d¢(1,9=0} (us). Dieser héingt wohl-

gemerkt nur von w',...,u" und nicht von ly,...,Iy ab, was explizit in die folgende

Definition eingeht: Es sei G(x) := G1((u{ ,ug)") + Go((l],...,I15)") mit
o Gy :RPNmm2 RO Gy((uf,ug)T) = Y51 8gq,y=o0p (1),
o Go :RNmmz RO Go((If,...,15)") :==0.

Sowohl F' als auch G sind separabel in ihren primalen Variablen, sodass nach den
Regeln aus Lemma 2.16 selbiges fiir ihre Konjugierten (in den dualen Variablen) gilt, das
heifit also F*(w) = Ff(w!) + Fy(w?) + F} (w3) und G*(y) = G (y') + G%(y?). Definiert
man noch analog zu (4.4)

[[v]]2,00 = max |[(vis Vigen,s Ui+2mvi+3n)T|| fiir v € R, (4.11)

=1,...

so erhélt man laut [CP11, Abs. 6.2.1] fiir Fi{ (neben den aus (3.17) und (3.18) bekannten
Ausdriicken fir F} und Fy):

o Fi(w') = dgp,_<1y(w') — (w',b),
o Fy(w?) = v||[W?||2 mit W2 := vec ! (w?),

hd Fg(w?)) = Zfil 5{H'|‘2,OOS>\}11}12}((w?ifl)(m1m2)+17 e 7w?(m1m2))—r)'

= 3t

Um die Konjugierten G7 und G5 zu bestimmen, bedarf es noch eines kurzen Lemmas.

Lemma 4.1 (Konjugation des Indikators eines linearen Unterraums)

Ist Z = spann{z!,..., 2*} C R" ein linearer Unterraum mit zugehdrigem Orthogo-
nalkomplement Z+ = {a € R"|{a,z) =0 Vz € Z}, so gilt 67 +— 6,..

Beweis: Zunichst einmal sind lineare Unterrdume stets nichtleer, abgeschlossen und konvex.
Da Indikatoren nichtleerer Mengen eigentliche Funktionen sind, ist f = 0z nach Lemma 2.6
eigentlich, unterhalbstetig und konvex. Weiter gilt:

f"(y) = sup.epn (v, 2) = f(2) = sup.cz(y, 2).
Unter der Annahme, dass ein j € {1,...,k} mit (y, 27) # 0 existiert, folgt

f*(y) > (y,t2%) = t{y, 27) Vt € R
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und damit f*(y) = co. Andernfalls gilt (y,27) = 0 fiir alle j = 1,...,%k und damit y € Z+.
Insbesondere ist in diesem Falle auch (y, z) = 0 fiir alle z € Z, woraus f*(y) = 0 folgt. Unter
Zuhilfenahme der obigen Uberlegungen folgt die Behauptung. |

Im Falle von Gy sind {(1,-) = 0} = spann{1} zueinander orthogonale lineare Unter-
riume. Fiir G gilt mit 0 = dgnm,m, der Grenzfall (RV™™m2)L = [0} Insgesamt folgen
damit aus Lemma 4.1:

° G*( ) ZJ 155pann{1}(yj)
° G;(y ) = 5{0}(1/ )-

Fiir j € {1,2} enthélt y]1 € RNV™m2 a]] diejenigen Eintrige von y', die zur j-ten Koor-
dinatenachse und damit zu den Indizes (2i + j — 3)(mime) + 1,...,(2i + j — 2)(mimz)
flir alle : = 1,..., N gehoren.

Analog zur Separabilitidt der Konjugierten F* und G* gilt nach Lemma 2.13 ein d4hn-
liches Resultat fiir die benotigten Proximalabbildungen (mit n,7 > 0):

(id +noFy) " (w!)
(id+noF*) " H(w) = | (id+ndoF3)~ (w?) |, (4.12)
(id +n0F;) " H(w?)
i T ui ,ug )"
(id+70G) " (z) = ((iéi—t@gf)l) (<(z( i 7213@)4)). (4.13)

Fiir (id +noF*)~! sind (id +70F;)~! und (id +ndFy)~! wiederum aus (3.12) bezie-
hungsweise aus (3.17) bekannt:

o (id+noFy)~H(w') =TIg, (w! +nb),
o (id+ndFs)~ ! (w?) = U diag (c(W?) — (qv)Ig, (c(W?2)/(qv))) VT

mit der Singulirwertzerlegung W2 = U diag (o(W?)) V'T. Die Proximalabbildung von Fj
kann dagegen in [CP11, Abs. 6.2.1] nachgelesen werden — in etwaiger Analogie zu An-
hang A.2 gilt dabei w? = (id +70F3) ™1 (@?) genau dann, wenn

34 3 3 3, )T

i Witmime Witomimse Wit3mims

(Mhihy) (@37, i}y > > )T (4.14)

Jtmimg’ j+2mime’ T j+3mime

T max{(Mhe), |y( 03 W DL gmims) I}

Witmima: Wit2mims» Wit3mims

(w

fir allei =1,..., N und alle j = 1,..., (mymg) richtig ist.
Bei den Proximalabbildungen von GG; und G2 handelt es sich nach Satz 2.12 um simple
Projektionen auf lineare Unterrdume:

o (id+70G1) H((uf ,ug)") = (g1, ymoy(ur) " Mggr oy (u2) ) T,
o (id+70Go) (1] ,...., 1)) = gnmymo (I, 1)) =5 )T
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Mittels der in diesem Abschnitt diskutierten Ausdriicke lasst sich das linearisierte Pro-
blem (4.9) aus dem vorangegangenen Abschnitt nun numerisch mit dem Algorithmus 1
16sen. Wie dabei die zur Schrittweitenbestimmung bendtigte Spektralnorm des Opera-
tors A aus (4.10) angenéhert werden kann, wird in Unterabschnitt 4.3.2 beschrieben.

4.3.1 AuBlere Iteration

Wohlgemerkt besteht aufgrund der linearen Approximation des Bildmodells noch ei-
ne andere zentrale Problematik in (4.9): Die Approximation (4.7) liefert nur auf einer
kleinen Umgebung um den Entwicklungspunkt @ verlissliche Werte und verliert mit
dem Abstand ||@’ — ‘|| zunehmend an Giite. Aus diesem Grund wird die numerische
Losung von (4.6) noch um eine dufere Iteration tiber den Entwicklungspunkt ergénzt,
wobei der jeweils neue Entwicklungspunkt @ fiir alle i = 1,..., N aus der Losung der
vorangegangenen aufleren Iteration gewonnen wird.

Wie sich in Experimenten gezeigt hat, konnten die besten Ergebnisse zudem durch eine

Algorithmus 2: AuBleres Iterationsschema

Eingabe Diskrete Bilder Ty, ..., Ty € Rm1Xm2
Ausgabe Diskrete Verschiebungsfelder u', ..., uN € R¥™™2 ynd
low-rank-Anteile 11, ..., Iy € R™™2 der registrierten Bilder

Initialisierung Waihle noyter € N (Anzahl duferer Iterationen),
A >0 (Gewichtung zwischen Bilddistanz und Regularisierung) und
Vfactor € (0,1) (Faktor zur Anpassung des Schwellwertes v)

Setze T «+ (XN, %(Tz)) 1T e RMm2)XN o | [vec(Th)] . . . | vee(Tn)] — T«
Setze i',...,u" «+ 0 € R*™™2 (Entwicklungspunkte fiir lineare Approximation)
Setze g < 0 € R3V™™2 (Startpunkt fiir primale Variablen) und
wp + 0 € RON™Mm2 (Startpunkt fiir duale Variablen)
Fiir £k =1,..., nouter
Aktualisiere v < vygepor V
Schiitze ||A||2 (fiir A aus (4.10)) und wihle n, 7 > 0 mit n7||A]|3 < 1
Lose mit Alg. 1 das zu (4.9) dquivalente Sattelpunktproblem

infxeRSlemQ SupweRGN””ImQ {G(x) + (Ax, w> — F* (UI)}

nach primalem Minimierer z* und dualem Maximierer w*. G und F seien
wie in Abs. 4.3, Startpunkte seien zy und wq, Schrittweiten seien 1 und 7.
Aktualisiere ry < z* und wy + w*
Aktualisiere @ + u; firi=1,...,N

mit u; = ($>(k2z'—2)(m1m2)+1’ e 7$>(k2i)(m1m2))

C y . o T . .
Setze u' = u}, l; = (x>(k2N+z‘—1)(m1m2)+17 . 7$2<2N+i)(m1m2)) firi=1,...,N

46



4.4 Multilevelstrategie

graduelle Verkleinerung des Schwellwertparameter v iiber den Verlauf der &ufleren Itera-
tion erzielt werden. Ist genauer vf;,q derjenige Schwellwert, fiir den das Problem (4.6)
letztlich gelést werden soll, so sind die Anzahl ngyter der duleren Iterationen und der
Anpassungsfaktor vf4ct0r 50 zu wihlen, dass in der letzten dufleren Iteration gilt:

[vec(TY)|. .. |vec(Tn)] — <Zj\;1 Ve(}\(fﬂ‘)) 1T *

— 4, Nouter
v= Vfactor

= Vfinal- (415)

Zusammengefasst wird das Vorgehen in Algorithmus 2. Insbesondere sei angemerkt,
dass die Entwicklungspunkte @', ..., @ direkt in die Matrix A und auch in die Funkti-
on F' eingehen, was die neuerliche Schitzung von ||A||2 und die neuerliche Losung des
Sattelpunktproblems in jeder Iteration bedingt.

4.3.2 Schitzung der Spektralnorm

Wie bereits mehrfach erwéhnt, wird in Algorithmus 2 die Spektralnorm || A||2 zur Schritt-
weitenbestimmung benétigt. Da A jedoch die Gradienten (V7}(@'))" enthalt, die ihrer-
seits von den empirischen Bilddaten 17, ..., TN abhingen, besteht keinerlei Moglichkeit,
den Wert ||A||2 analytisch zu bestimmen. Stattdessen wird hierzu ein einfaches nume-
risches Verfahren verwendet, das als Potenzmethode (engl. power method) bekannt ist.
Dessen folgende Darstellung basiert auf [GVL96, Kap. 7.3.1] und [HJ12, Prob. 1.4.P7].

Die klassische Potenzmethode dient zunéchst einmal dazu, den betragsméflig grofiten
Eigenwert einer quadratischen Matrix B € R™ ™ zu ermitteln — vorausgesetzt B ist
diagonalisierbar und besitzt genau einen Eigenwert von diesem Betrag. Ist v derjenige
Eigenvektor von B, der zum betragsméaflig grofiten Eigenwert A4 gehort, so konvergiert

die Folge
w_pl 2 (4.16)
ERRNIEA] '

fiir alle Startpunkte 20 mit (2%, v) # 0 gegen v. Wegen z* k2% v und By = Amazv gilt

dabei
Sk
|25t = ||B
|12%(]

Um nun die Spektralnorm einer nichtquadratischen Matrix C' € mit m > n
zu bestimmen, betrachtet man die Matrix CTC € R™*". Ist ndmlich C = UXV ' eine
Singularwertzerlegung von C' mit ¥ = diag(oy,...,0,), so ist

k—o00 v v
I R
H ol Toq || = Pmasl-— - (417)

Rm)(n

c'e=ve'U'Usv' = Vdiag(o?,...,c2)V ! (4.18)

aufgrund der Orthonormalitéit von U und V eine Diagonalisierung von C'T C' mit betrags-
miBig groBtem Eigenwert Ayq.(CTC) = of. Gilt zusitzlich o7 > 09, dann konvergiert
der Ausdruck ||z*+1|| aus (4.17) nach der obigen Diskussion fiir B = C'TC gegen den
Wert 02, dessen Quadratwurzel laut Unterabschnitt 3.1.1 genau der gesuchten Spektral-
norm ||C||2 entspricht.
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4.4 Multilevelstrategie

Dieser Abschnitt beschéaftigt sich zum Abschluss des Kapitels mit einer Multilevelstra-
tegie fiir das zuvor diskutierte Losungsverfahren fiir (4.6). Multilevelstrategien sind eine
gangige Technik in der Bildregistrierung — siehe beispielsweise [Mod09, Kap. 9.4] — und
ihre grobe Idee besteht darin, ein diskretes Registrierungsproblem zunéchst auf (mehr-
fach) verringerter Auflésung zu l6sen und die ermittelten Transformationen schrittweise
auf die ndchsthoheren Auflésungsstufen zu propagieren. Dort dienen diese dann als Start-
werte fiir die erneute Optimierung.

Derartige Schemata haben den Vorteil, dass auf den héheren Auflésungsstufen in der
Regel nur noch Feinanpassungen des Startwertes und damit wenige Iterationen des Opti-
mierungsverfahrens nétig sind. Weiterhin haben sich Multilevelstrategien als hilfreich bei
der Vermeidung lokaler Minima erwiesen — zur Illustration der Problematik sei an Abbil-
dung 1 erinnert, in der jede Situation, in der mindestens ein Finger in R und ¥ o (id 4 u)
iiberlappt, ein lokales Minimum darstellt.

Algorithmus 3: Multilevelstrategie

Initialisierung Wihle A > 0 und n’,,. € N, 1/5; € (0,1) firj=1,..., M

outer actor
— 1 _

Setze T « (YN, ¥y 1T ¢ ROMm)XN -y o ||[vec(T})] . .. | vec(TL)] — Tl
Setze u!,..., 0 < 0¢ R2mim;
Setze rg + 0 € R?’Nm%mé, wo — 0 € RO6Nmim;
FﬁI‘jI 1,...,77,167} '

o o j

Fir k=1,...,7 .,

Aktualisiere v + 1/} actor V
Schiitze ||A||2, wihle n, 7 > 0 mit n7||A|3 < 1
Lose mit Alg. 1 das Sattelpunktproblem (siehe Abs. 4.3 fir F' und G)

lnf 3Nm,{ m‘; sup

reR vy 1G(2) + (A, w) — F*(w)}

weR

flir le, T e R™ %™z nach z* und w*. Startpunkte seien zg und wg,
Schrittweiten seien 1 und 7.
Fiir das Ergebnis gilt % = ((u}) ", ..., (ui) ", @) 7, ..., (%) )T
Aktualisiere zg + x*, wy + w*
Aktualisiere @' < v} firi=1,...,N
™ o L e R firi=1,... N

j+1,_7+1
1 My

Prolongation u} — U; € R*™

Setze xg < (UlT,_. . ,_UJE, Li,...,L§)T € R3Nm
wo = 0 € RENm T Imy

Setze @' « U; ¢ R2™ ™ firi=1,...,N

L Aktualisiere v < 2v
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Im Falle des hiesigen Registrierungsmodells ergeben sich durch den Entwicklungspunkt
der linearen Approximation und durch die dualen Variablen zwei zusétzliche Faktoren,
die beim Entwurf einer Multilevelstrategie zu beachten sind. Eher als ein heuristischer,
denn als ein theoretisch begriindeter Ansatz diene in dieser Arbeit nun eine Modifikation
des Schemas aus Algorithmus 2, dargestellt in Algorithmus 3.

Firie=1,...,N, j=1,..., Ny, m{ = m1/2(”l€v*j) und mJQ = m2/2("l€v*j) bezeich-
net Tij € R™*™2 darin das j-fache Downsampling des diskreten Eingabebildes T;. Der
Einfachheit halber werde von dem Falle ausgegangen, in dem sowohl my als auch my
durch 2(ev=1) teilbar sind. Das Downsampling werde durch eine einfache Mittelung
iiber disjunkte Pixelblocke der Griofle 2 x 2 realisiert.

Die in Algorithmus 3 dargestellte Strategie besteht also darin, die Prolongation der
primalen Variablen, die die gesuchten Verschiebungsfelder und low-rank-Anteile beschrei-
ben, zur Definition eines primalen Startpunktes xy und zur Definition geeigneter Ent-
wicklungspunkte @' auf der nichsthoheren Auflosungsstufe zu nutzen. Aufgrund der
ungeklirten Interpretation der dualen Variablen wird der Startpunkt wg beim Ubergang
zwischen zwei Auslésungen schlichtweg mit 0 iiberschrieben.

4.4.1 Prolongation

Die Prolongation selbst erfolgt invers zur (2 x 2)-Blockmittelung des Downsamplings:
Der Wert einer Variable an der Koordinate (i1, i) € {1,...,mJ} x {1,...,m}} wird im
hoher aufgelosten Koordinatensystem {1, ... ,m{“} x {1,... ,mgH} fiir alle Variablen
iibernommen, die zu den Koordinaten (2i; — 1,2i9 — 1), (2i1,2i3 — 1), (2¢7 — 1, 2i3) und
(241, 2i9) gehoren, — siehe hierzu auch Abbildung 13.

Um trotz verdnderter Auflésung und prolongierter Variablen eine konsistente Diskre-
tisierung zu gewahrleisten, werden parallel zur oben beschriebenen Prolongation der

Variablen die Gitterweiten hy und hy angepasst. Damit fiir Q = (w',w?) x (w3, w?) so-

wohl w? — w! = m/h! als auch w* — w® = mhh) fiir alle j = 1,...,m, gelten, folgen
ﬁ
Q\
(ir,2), (21— 1,ip 1y | ® (21, 262—1)

2i171,2 3)' e (241, 262)

vé/

Abbildung 13: Tllustration der Prolongation. Der Wert einer Variable an der Stelle (i1,i2)
des grob aufgelosten Gitters {1,...,m1} x {1,...,ma} (links) wird auf dem feiner aufgelésten
Gitter {1,...,2m1} x {1,...,2mq} (rechts) fiir die Variablen an den Koordinaten (2i; —1, 2io—1),
(241,245 — 1), (241 — 1,2i2) und (2iy, 2i5) iibernommen.

49



DETAILS DER IMPLEMENTIERUNG

aus mitt = 2m? und mi™ = 2mJ die Zusammenhinge AT = A7 /2 und BT = bl /2

fiur die Gitterweiten.

4.4.2 Anpassung des Schwellwertes

Im Zuge des Ubergangs zur nichsthéheren Auflésungsstufe in Algorithmus 3 bedarf es
zudem einer konsistenten Normierung des Schwellwertes v. Im Folgenden soll kurz die
Wahl des Faktors 2 in der letzten Zeile des Algorithmus motiviert werden:

Angenommen eine Matrix M € R™*™ mit m > n besitze die 6konomische Singu-
lirwertzerlegung M = UXV T — es gelten also U € R™*" ¥ = diag(oy, ..., 0,) € R™™,
V e R™" sowie ||M||« = >_i—; 0; —, dann lasst sich unmittelbar folgern:

M U

M| |U| ot

vl =10V (4.19)
M U

N =0

Dabei ist U zwar noch orthogonal mit (UTU )i,j = 0 fiir 4 # j, aber nicht mehr ortho-
normal, denn als Resultat der Normierung der Spalten von U gilt nun (U U )i = 4 fiir
alle i =1,...,n. Eine Normierung von U ergibt daher M = (U/2)(22)V " als (&kono-
mische) Singulirwertzerlegung von M. Demzufolge gilt auch |[M ||, = 2||M]s.

Im Falle von Algorithmus 3 verhélt sich die Matrix [I]]...|l}] bis auf eine Zeilenper-
mutation ebenso zu der Matrix [Ly|...|Ly] wie sich M in (4.19) zu M verhilt. Da
Zeilenpermutationen wie in Unterabschnitt 3.2.3 dargestellt keinen Einfluss auf die Sin-
guldarwerte einer Matrix haben, gilt damit

Ll LN e = 20 ] 2] (4.20)

was den Faktor von 2 erklart.

4.4.3 Parameterwahl

Die in Algorithmus 3 dargestellte Multilevelstrategie bietet mit den Parametern n’

outer
und V}actor fir j = 1,...,nye augenscheinlich eine hohe Anzahl an Freiheitsgraden.
Um wie im dufleren Iterationsschema aus Algorithmus 2 einen vorgegebenen Schwell-
wert Vfinq beziiglich des Registrierungsproblems (4.6) fiir die Bilder 71, ... Ty einzuhal-
ten, ergeben sich daher verschiedene denkbare Strategien. In Anlehnung an (4.15) und
unter Beachtung des im vorigen Unterabschnitt 4.4.2 hergeleiteten Normierungsfaktors
sind die Parameter n?, .. und V} actor @150 s0 zu wiéhlen, dass in der letzten dufleren
Iteration (auf voller Auflésung) gilt:

Niev .
— ) J
vV = (2(nlev 1) | I (U;actor)nouteT)

j=1

vec(T}
[vec(T)|. .. | vec(Tx)] — (Zjvl ](VTZ)> T

*

= Vfinal-

(4.21)
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Da sich im Laufe dieser Arbeit keine Strategie zur Parameterwahl als eindeutig iiberle-
gen erwiesen hat, seien an dieser Stelle stattdessen beispielhaft zwei Strategien genannt,
die immerhin die Notwendigkeit eines kompletten &ufleren Iterationsschemas im Sinne
von Algorithmus 2 auf der vollen Auflésung my X mso eliminieren.

Die erste und naheliegendste der beiden besteht darin, das Registrierungsproblem

zunachst komplett auf der niedrigsten Auflésung zu losen, das heifit also V}acmr <1

1

outer SO zU wahlen, dass

und n

1 nl _
(Vfactor) outer = 2(niey—1)

gilt. Anschlieend wird fiir jede weitere Auflésungsstufe nur je eine dufere Iteration bei

(relativ gesehen) unverdndertem Schwellwert ausgefiihrt. Demzufolge gilt also n),,, = 1

und V} actor = 1 flir alle j > 2, womit (4.21) zum Ende von Algorithmus 3 erfiillt ist.

Die zweite Strategie wihlt dagegen V}actor = y]% actor = <0 = y%‘g o < 1 fiir alle Auflo-

sungsstufen und verkleinert den Schwellwert v damit auch auf den héheren Auflésungen.

Damit (4.21) eingehalten wird, sind die Anzahlen nl .., ..., noke  duBerer Iterationen
so zu wéahlen, dass letztlich
Niev . ny j v
j niu er — 1 _:e'u Nouter — flna“l
H(Vfactor) fer = (Vfactor) =t - 2(7”%_1)
i=1

gilt. Um teure Berechnungen auf den hohen Auflésungen einzusparen, empfiehlt es sich
dabei, den Grofiteil der bendtigten dufleren Iterationen der niedrigsten Auflésung nk

outer
J fiir j > 2 kleinzuhalten.

zuzuweisen und n,, .,

o1






Kapitel 5: Ergebnisse

Das folgende Kapitel behandelt zwei Beispiele gruppenweiser Bildregistrierungen mittels
des in Kapitel 3 beschriebenen Modells und der in Kapitel 4 diskutierten Implementie-
rung.

Das erste Beispiel behandelt rein synthetische Bilddaten und tiberpriift in erster Linie,
inwieweit das Modell in der Lage ist, ein plausibles und dabei moéglichst niedrigdimen-
sionales Registrierungsergebnis fiir eine geeignete Bildsequenz zu ermitteln. Weiterhin
dient das Beispiel zur Illustration der Regularisierung mittels Totaler Variation.

Das zweite Beispiel dagegen behandelt reale medizinische Bilddaten aus der kardialen
Magnetresonanztomographie und zeigt, wie das Modell fiir praktische Zwecke zur Bewe-
gungskorrektur in Cine-Sequenzen eingesetzt werden kann. Ebenso illustriert dieser Da-
tensatz die Zerlegung des Registrierungsergebnisses in low-rank- und sparsity-Anteile L
und FE.

Die im Rahmen dieser Arbeit entstandene Implementierung erfolgte in MATLAB und
ist frei zugénglich einsehbar unter

https://github.com/roland1993/MA.

Die angegebenen Laufzeiten aller Experimente beziehen sich auf eine Hardware mit den
folgenden Spezifikationen:

o Betriebssystem: Linux 64 Bit,
e CPU: Intel Core i7-4770 (4 Kerne x 3.40 GHz),
e Arbeitsspeicher: 8 GB,

e MATLAB-Version R2018b.

5.1 Synthetische Bilddaten

Der synthetische Datensatz besteht aus insgesamt zehn Bildern Ti,...,T1p € R™1*™2
der Auflésung mi1 = mgo = 200. Vor einheitlich schwarzem Hintergrund zeigt dieser zwei
starre Objekte in Form eines weiflen Rahmens und eines weilen Rechtecks sowie ein
bewegtes Objekt in Form einer Ellipse. Letztere beschreibt {iber den Verlauf der zehn
Bilder eine halbkreisférmige Bewegung, wobei im Inneren der Ellipse jeweils eines von
zwei Mustern zu sehen ist: Alle Bilder mit einem ungeradem Index zeigen ein Muster
aus zwei vertikalen Streifen, wihrend die {ibrigen Bilder zwei horizontale Streifen zeigen.
Représentativ sind in der obersten Zeile von Abbildung 14 die Einzelbilder T, Ty, 1%
und 77 abgebildet.

Intuitiv bestiinde ein optimales Registrierungsergebnis fiir diese Daten darin, dass
alle Ellipsen derart verschoben werden, dass sie in jedem Bild dieselbe Position inner-
halb des Bildbereiches einnehmen. Am besten wird dies durch eine stiickweise konstante
Verschiebung beschreiben, was die Verwendung eines TV-Regularisierers rechtfertigt.
Zudem sollte das Registrierungsergebnis, im Folgenden etwas nachlissig ausgedriickt
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als T; o (id +u?) fiir i = 1,...,10, aufgrund der synthetischen Natur der Eingabedaten
fehlerfrei durch die zugehorigen low-rank-Komponenten [; beschrieben werden kénnen.
Aufgrund der zwei verschiedenen Streifenmuster ist dabei ein Rang von zwei fiir die
Matrix L = [l1]... |l10] zu erwarten.

Auswertung der Registrierung

Gelost wurde das Registrierungsproblem mit der Multilevelstrategie aus Algorithmus 3,
wobei die unterste der drei verwendeten Auflosungsstufen einer Auflésung von 50 x 50
Bildpunkten entsprach. Die freien Parameter wurden in Anlehnung an Strategie 2 aus
Unterabschnitt 4.4.3 und nach manueller Optimierung wie folgt gewéhlt:

e )\ = 0.2 (Gewichtung zwischen Bilddistanz und Regularisierer),

=16, n2,40, = 13 4er = 2 (AuBere Tterationen pro Auflésungsstufe),

1
e n outer Nouter

outer

. V}actw = V?actm = V?actm = 0.9 (Verkleinerungsfaktor des Schwellwertes v/).

Weiterhin wurde eine Toleranz von v = 103 fiir das Abbruchkriterium (2.39) sowie eine
maximale Anzahl von 2000 inneren Iterationsschritten (pro duflerer Iteration) verwendet.
Primale und duale Schrittweiten n und 7 wurde nach Schitzung der Spektralnorm ||A||2
gewihlt als 7 = 7 = ||A||5 . Daraus resultierte auf dem oben angegebenen System eine
Rechenzeit von etwa 27 Minuten.

Das Ergebnis fiir die ausgewédhlten Einzelbilder mit den Indizes 1,4,7 und 10 ist in
den unteren zwei Abschnitten von Abbildung 14 zu sehen: (14e), (14f), (14g) und (14h)
zeigen nochmals die Eingabebilder, nun aber inklusive der ermittelten Verschiebungen v’
in Pfeildarstellung. Die hieraus resultierenden transformierten Bilder T o (id +u?) sind
in (14i), (14j), (14k) und (141) abgebildet.

Wie man gut erkennt, wurde sowohl die Forderung nach einer einheitlichen Position
der Ellipsen in den registrierten Aufnahmen als auch die Forderung nach stiickweise kon-
stanten Verschiebungsfeldern erfolgreich eingehalten. Insbesondere sei darauf hingewie-
sen, dass die Registrierung dabei die Streifenmuster intakt belassen hat, dass horizontale
und vertikale Streifen also nicht noch zusétzlich aneinander angeglichen wurden.

Weiteren Aufschluss tiber die lineare Abhéngigkeitsstruktur des berechneten low-rank-
Anteils L gibt Abbildung 15. In (15a) sind zunédchst die einzelnen Singuldrwerte der
Matrix L = L — L sowie ihre Summe (der Wert ||L||,) am Ende jeder duBeren Iteration
aufgetragen. Gut zu erkennen ist, dass in der letzten Iteration nahezu ||L||, = oy gilt.
Dies lasst sich derart interpretieren, dass sich die Matrix L anndhernd vollstindig aus
ihrem ersten Singuldrvektor rekonstruieren lasst. Als Singulérvektoren werden dabei die
Spalten von U in einer Singulirwertzerlegung L = U diag(o(L))V " bezeichnet. Die
ersten beiden Singulirvektoren von L sind in (15¢) und (15d) als Bilder dargestellt.

Zusammen mit dem Vektor I, der durch das Mittelwertbild (15b) von L gegeben ist,
bildet der erste Singuldrvektor von L nun eine Basis, in der sich die Spalten von L
weitestgehend fehlerfrei rekonstruieren lassen. Je nachdem, ob horizontale oder vertikale
Streifen rekonstruiert werden sollen, wird der Singulérvektor aus (15¢) zu I hinzuaddiert
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(e) Ty mit (id 4+ ") (f) Ty mit (id +u*)

(g) Tr mit (id+u") (h) Tio mit (id +u'°)
(i) T1 o (id +u') () Tuo (id +u*) (k) Tr o (id +u") (1) Tio o (id +u'?)

Abbildung 14: Registrierung des synthetischen Datensatzes fiir die ausgewéahlten Einzelbilder
T1, Ty, T7 und Ti9. Die Darstellung ist dreigeteilt: Im oberen Drittel sind die Eingabebilder
abgebildet. Im mittleren Drittel wurden diese um die ermittelten Verschiebungsfelder 1’ in Pfeil-
darstellung ergédnzt. Im unteren Drittel folgen die Auswertungen der Verschiebungsfelder auf
den jeweiligen Eingabebildern, also die eigentlichen Registrierungsergebnisse. Zu erkennen ist,
dass erfolgreich stiickweise konstante Transformationen ermittelt wurden, die die verschiedenen
Positionen der Ellipse in den Einzelbildern vereinheitlichen.
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oder von [ abgezogen. Offenbar hat diese Basis auch den erwarteten Rang von zwei.

Im zweiten Singulirvektor (15d) sind dagegen nur Uberreste von Bewegungsartefakten
und keine strukturellen Bildinformationen mehr zu erkennen, die fiir die Beschreibung
von L tatséchlich relevant wéren. Aufgrund des vergleichsweise verschwindend kleinen
Singuldrwertes ist der Einfluss dieses Singulédrvektors sowie der aller weiteren als ver-
nachléssigbar anzusehen.
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*—010

outer iterate

(a) Entwicklung der Singuldrwerte von L — L
iiber Verlauf der dufleren Iterationen

(b) Mittelwert [ = ZN (c) 1. Singulérvektor von I, — L (d) 2. Singulérvektor von L— L

L
i=1 N

Abbildung 15: Singuldrwertstruktur des low-rank-Anteils L. Oben: Verlauf der Singuldrwerte
von L — L iiber alle &uBeren Iterationen der Multilevelstrategie. Fiir eine einheitliche Skalierung
trotz verdnderter Auflésungen wurden die Singuldrwerte fiir die Iterierten 17 und 18 um den Fak-
tor 0.5 und fiir die Iterierten 19 und 20 um den Faktor 0.25 korrigiert (siche Unterabschnitt 4.4.2).
Unten: In (15b) ist das Mittelwertbild  aus den Spalten von L abgebildet. (15¢) und (15d) zeigen
die ersten beiden Singulirvektoren von L — L aus der finalen Iteration. Wie an der zugehérigen
Singuldrwertstruktur in (15a) zu erkennen ist, bildet [ zusammen mit dem ersten Singulirvektor
aus (15c¢) eine Basis, in der sich die Spalten von L nahezu fehlerfrei beschreiben lassen.
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Abbildung 16: Innerer Iterationsverlauf fiir die erste (links) und fir die letzte (rechts) &dufle-
re Iteration der verwendeten Multilevelstrategie. In (16a) und (16b) dargestellt sind jeweils ein
gemeinsamer Kurvenverlauf von primaler und dualer Energie. In (16¢) und (16d) folgen die zuge-
horigen Diagramme der absoluten normalisierten Dualititsliicke (2.37). (16e) und (16f) zeigen die
Fehlermafie der Nebenbedingungen. (16g) und (16h) schliisseln zusétzlich die Zusammensetzung
der primalen Energie auf.
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Auswertung der Optimierungsmethode

Neben dem eigentlichen Registrierungsergebnis soll im Folgenden auch das verwendete
Optimierungsverfahren hinsichtlich seiner Konvergenz analysiert werden. Hierzu sei auf
Abbildung 16 verwiesen, in der fiir zwei ausgewéhlte duflere Iteration, ndmlich die ers-
te auf unterster und die letzte auf hochster Auflosung, verschiedene Gréfien {iber den
Verlauf der inneren Iteration dargestellt sind. Im Einzelnen sind dies die primale und
die duale Energie sowie die absolute normalisierte Dualitétsliicke aus (2.37). Weiterhin
werden die Fehlermafle der verschiedenen Nebenbedingungen sowie eine Aufschliisselung
der primalen Energie in Datenanteil und Regularisierer gezeigt.

Beziiglich letzterer sei zunéchst angemerkt, dass die Zielfunktion in beiden betrach-
teten Iterationen im Wesentlichen dem Regularisierungsterm entspricht und dass die
Differenzen zwischen registrierten Aufnahmen Tj o (id +u*) und zugehorigen low-rank-
Komponenten [; durchweg vernachlassigbar sind. Aus diesem Grund wurde fiir die syn-
thetischen Daten auch auf eine Darstellung der Differenzen T} o (id + u’) — I; verzichtet.

Hinsichtlich der Konvergenz ist festzustellen, dass sich primale und duale Energie in
beiden betrachteten Iterationen deutlich einander annéhern, was auch gut in den Kurven
der Dualitéatsliicken zu erkennen ist. In (16b) besteht dabei die Besonderheit, dass die
nicht eingehaltenen Nebenbedinungen aus (16f) wie in Abschnitt 2.4 angemerkt zu einer
Verletzung der Dualitdtsungleichung gefiihrt haben: Die duale Energie verlauft teilweise
oberhalb der primalen Energie.

Als hauptséchlichen Unterschied zwischen den beiden betrachteten Iterationen zeigt
Abbildung 16, dass die Konvergenz in der ersteren deutlich schneller verlauft. Sowohl die
Kurve der Dualitétsliicke (16¢) als auch die der nennenswert verletzten Nebenbedingun-
gen Ep und &g+ in (16e) weisen einen stiarkeren Abfall auf als ihre Gegenstiicke in (16d)
und (16f). Dies diirfte in erster Linie auf die grofiere Anzahl von Variablen in der letzten
Iteration zuriickzufiihren sein — im Vergleich zur niedrigsten Auflésung ist diese um den
Faktor 2* = 16 erhoht.

Trotz alledem ist es als Erfolg der heuristisch motivierten Multilevelstrategie zu wer-
ten, dass eine finale Genauigkeit unterhalb von 1072 fiir die normalisierte Dualitétsliicke
in einem System mit 3Nm;mo = 1.2 x 10% primalen und 6 Nm;ms = 3.6 x 10° dua-
len Variablen erreicht werden konnte. Als eine mogliche Verbesserung der verwendeten
Methodik, die ohne eine Erhohung des inneren Iterationslimits und damit einer nen-
nenswerten Verlangerung der Laufzeit auskommt, ist noch eine Parameteroptimierung
fiir die Schrittweiten 77 und 7 denkbar, die hier der Einfachheit halber als n = 7 = || A|;*
gewahlt wurden.

5.2 Reale Bilddaten: Kardiale MRT

Der zweite Testdatensatz besteht aus realen medizinischen Bilddaten in Form einer kar-
dialen MRT-Sequenz, die Uiber den Verlauf von N = 236 Einzelbildern T; € R™*™2 mit
einer Auflésung von m; = mg = 220 und einer Bildrate von 30 Hz insgesamt sieben Herz-
schlage im Zweikammerblick zeigt. In diesem sind das linke Atrium (dt. Vorhof), der
linke Ventrikel (dt. Kammer), die Aorta (dt. Hauptschlagader) und die Pulmonalvene
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5.2 Reale Bilddaten: Kardiale MRT

Abbildung 17: Grobe Segmentierung des Zweikammerblicks im verwendeten Datensatz. Ge-
kennzeichnet sind die Aorta (Ao), die Pulmonalvene (PV), das linke Atrium (LA), der linke
Ventrikel (LV) sowie das Zwerchfell (ZF).

(dt. Lungenvene) dargestellt. Voneinander abgegrenzt werden linkes Atrium und linker
Ventrikel durch die Mitralklappe. Unterhalb des Herzens ist weiterhin das Diaphragma
(dt. Zwerchfell) zu erkennen, das durch seine periodische Verschiebung urséchlich fiir
Ein- und Ausatmung ist.

Zur besseren Orientierung ist in Abbildung 17 eine grobe Segmentierung eines aus-
gewahlten Standbildes gegeben — weitere Hintergriinde zum Zweikammerblick kénnen
beispielsweise in [MFW 03] nachgelesen werden. Die Bilddaten wurden mit freundlicher
Genehmigung zur Verfiigung gestellt von Allen D. Elster, MRIquestions.com.

Fiir die Registrierung ausgewéhlt wurden 12 Bilder mit den in Tabelle 1 aufgefiihrten
Indizes, die sich in drei Gruppen entsprechend den verschiedenen Phasen des Herzzyklus
einteilen. Pro Phase wurde je ein Bild aus den ersten vier Herzschlagen der Sequenz
betrachtet. Etwas genauer handelt es sich dabei um die folgenden Phasen [SLO5, S. 178f.]:

1. Kontraktion der linken Kammer mit Ausstromen des Blutes in die Aorta (Systole),

2. Entspannung der linken Kammer, Verschiebung der Mitralklappe zur Herzspitze
und Einstrémen des Blutes aus der Pulmonalvene in den linken Vorhof (Diastole),

3. Offnung der Mitralklappe mit Stromung des Blutes aus dem linken Vorhof in die
linke Kammer (Diastole).

Auswertung der Registrierung

Registriert wurden die zwolf Bilder analog zum vorangegangenen Beispiel in drei Auf-
lésungsstufen mit einer untersten Auflésung von 55 x 55 Bildpunkten. Wie zuvor galt
dabei v = 1073 fiir die Toleranz des Abbruchkriteriums, n = 7 = || A||3* fiir die Schritt-
weiten sowie eine maximale Anzahl von 2000 inneren Iterationen.
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| | Schlag 1 | Schlag 2 | Schlag 3 | Schlag 4

Systole (Kontraktion) 3 32 60 90
Diastole (Entspannung) 10 39 66 96
Diastole (Fiillung) 17 45 73 104

Tabelle 1: Zur Registrierung ausgewéhlte Standbilder. Die Reihenfolge der Spalten korrespon-
diert zum zeitlichen Verlauf der Bildsequenz, die Zeilen zu den Phasen des Herzzyklus. Fette
Indizes kennzeichnen die in den Abbildungen 18, 19 und 20 abgedruckten Bilder.

Die manuelle Optimierung der verbleibenden Parameter ergab die Werte
o \=0.125,

1 _ 2 3 —
® Nouter = 167 Nouter = Mouter — 27

1 _ 1,2 — 4,3 —
b Vfactor - Vfactor - Vfactor - 0957

aus denen eine Gesamtrechenzeit von 53 Minuten fiir das Beispiel resultierte.

In den Abbildungen 18, 19 und 20 sind die Registrierungsergebnisse fiir die zwei zeit-
lich am weitesten auseinander gelegenen Standbilder jeder Phase (beziiglich der zwolf
verwendeten Bilder) abgedruckt. Jede der drei Abbildungen gliedert sich in einen oberen
Teil mit zwei Eingabebildern sowie ihrer Differenz, in einen Mittelteil, in dem die berech-
neten Transformationsgitter mit einem Einheitsgitter verglichen werden sowie in einen
unteren Teil, in dem die transformierten Aufnahmen inklusive ihrer Differenz dargestellt
sind.

Im Vergleich zwischen Ein- und Ausgabe zeigt sich fiir alle Differenzbilder, dass die
Registrierung tatséchlich eine erfolgreiche Bewegungskorrektur bewirkt hat: Wahrend in
den initialen Differenzbildern durchweg deutliche ,,Bewegungsschatten* im Bereich von
Brustkorb, Aorta, Lungenvene, Zwerchfell und Herzrand zu erkennen sind, sind diese in
den registrierten Differenzen weitestgehend verschwunden. Einzig auf der in Richtung
Riicken gewandten Seite des Zwerchfells und an der Herzspitze verbleiben noch kleinere
Bewegungsschatten, die im Vergleich zu den Eingaben aber deutlich reduziert sind.

Beziiglich der Regularisierung zeigt sich, dass die Totale Variation in der Tat die Gleit-
bewegung im Ubergang zwischen Zwerchfell und Brustkorb registrieren konnte. Dies ist
besonders deutlich zu erkennen in den Abbildungen (18e), (19¢) und (20d), in denen
an dieser Stelle Unstetigkeiten in den Bewegungsfeldern auftreten: Uber dem Zwerch-
fell heben sich die schwarzen Gitterlinien entweder nach oben oder nach unten von den
magentafarbenen Linien des Einheitsgitters ab, wihrend sie im angrenzenden Brustkorb-
bereich nahezu deckungsgleich mit diesen sind.

Fiir die Auswertung der Zerlegung der registrierten Aufnahmen T; o (id +u?) in die
parallel ermittelten low-rank-Anteile I; und sparsity-Anteile e; = T; o (id +u’) — I; sei
auf die Abbildungen 21 und 22 verwiesen. In ersterer findet sich eine zu Abbildung 15
analoge Darstellung der Singulirwerte und Singuldrvektoren von L — L sowie des Mit-
telwertbildes [ aus den Spalten von L. In Bezug auf diese Singulirwertzerlegung sind die
folgenden Aspekte erwidhnenswert:

60
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(a) Ts (b) Too

(d) T3 mit (id 4 u®) (e) Too mit (id + ")

(f) T3 o (id + u®)

(g) Tgo o (ld -+ ugo) (h) T3 o (ld -+ u3) — Tgo [¢] (ld =+ ugo)

Abbildung 18: Ausgewahlte Standbilder aus der Systole. Oben: T3 und Tgy vor der Regis-
trierung inklusive Differenzbild. Mitte: Berechnete Gitter (id 4+ u?) und (id + %) (schwarz) im

Vergleich zur Identitét (magenta). Unten: Transformierte Bilder T30 (id +u3) und Ty o (id 4 u?)
inklusive Differenz nach der Registrierung.
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(a) Two (b) Toe (c) Tio — Tos

(d) To mit (id + ') (e) To mit (id +u°®)

(f) T10 ¢} (ld + Ulo) (g) Tg@ o (ld + u%) (h) Tl()O(id + ulo)—Tgso(id + UQG)

Abbildung 19: Ausgewéhlte Standbilder aus der Diastole (Entspannung). Oben: Tjg und Tog
vor der Registrierung inklusive Differenzbild. Mitte: Berechnete Gitter (id 4 u'?) und (id 4 u°®)
(schwarz) im Vergleich zur Identitit (magenta). Unten: Transformierte Bilder Tg o (id + u!?)
und Tyg o (id + %) inklusive Differenz nach der Registrierung.
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(a) Thr (b) T1oa (c) Ti7 — Tioa

(d) Ti7 mit (id—l—u”) (e) T1o4 mit (id—l—u104)

(f) T17 o (ld —I—u”) (g) T104 o (1d+ u104) (h) T17o(id+u17)—T104o(id+u104)

Abbildung 20: Ausgewéhlte Standbilder aus der Diastole (Fiillung). Oben: Ty7 und Tjp4 vor
der Registrierung inklusive Differenzbild. Mitte: Berechnete Gitter (id 4 u'7) und (id + u!%4)
(schwarz) im Vergleich zur Identitéit (magenta). Unten: Transformierte Bilder Ti7 o (id +u'7)
und Tyo4 o (id + u'%?) inklusive Differenz nach der Registrierung.
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Abbildung 21: Singulirwertstruktur des low-rank-Anteils L in der zu Abbildung 15 analo-
gen Darstellung. Oben: Verlauf der Singuldrwerte von L — L {iber alle &ufleren Iterationen der
Multilevelstrategie in normierter Skalierung. Unten: Mittelwertbild (21b) der Spalten des finalen

low-rank-Anteils L inklusive der ersten drei Singuldrvektoren (21c), (21d) und (21e) von L — L.
Offensichtlich besteht in (21a) eine Tendenz zur Annéherung der Singuldrwerte iiber den Verlauf
der dufleren Iteration. Die drei dominierenden Singularvektoren zeigen zwar eine vage Korrespon-
denz zu den in den Abbildungen 18, 19 und 20 betrachteten Herzschlagphasen, weisen jedoch
auch erkennbare Bewegungsartefakte im Bereich des Zwerchfells auf.

In (21a) zu erkennen, dass sich anhand der Singuldrwerte keine klare Trennung der
Singuldrvektoren in relevante und irrelevante Basisvektoren ergibt wie es im synthe-
tischen Beispiel in Abbildung 15 der Fall war. Zwar heben sich die gréfiten drei von
ihnen durchweg von den iibrigen ab, trotzdem besteht aber eindeutig die Tendenz der
Angleichung der Singuldrwerte iiber den Verlauf der d&ufleren Iteration.

Die zu den erwédhnten drei grofiten Singuldrwerten gehorigen Singuldrvektoren sind
in (21c), (21d) und (21e) dargestellt. Diese zeigen immerhin eine grobe Korrespondenz
zu den drei betrachteten Herzschlagphasen aus Tabelle 1: In (21d) tritt beispielsweise
deutlich die verschobene Mitralklappe aus der diastolischen Entspannungsphase hervor
(vergleiche hierzu Abbildung 19). In (21c) und (21le) wird zudem eine Aufhellung be-
ziehungsweise eine Abdunklung der Aorta und der Pulmonalvene sichtbar, die mit der
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5.2 Reale Bilddaten: Kardiale MRT

(a) les| (b) lewol (c) lexr|

(d) legol (e) leos| () leioal

Abbildung 22: Darstellung der absoluten sparsity-Komponenten |e;| = |T; o (id +u?) — ;| fiir
die Beispielbilder aus den Abbildungen 18, 19 und 20. Links: |e3| und |ego| aus der Systole.
Mitte: |e1g] und |egg| aus der Entspannungsphase der Diastole. Rechts: |e17| und |ejoq| aus der
Fillungsphase der Diastole.

Systole beziehungsweise der diastolischen Fiillungsphase einhergeht.

Weiterhin sind jedoch auch in allen drei abgebildeten Singulérvektoren dieselben Be-
wegungsschatten des Zwechfells zu erkennen, die sich bereits in den Differenzbildern
(18h), (19h) und (20h) gezeigt haben — offensichtlich wurden diese von der Registrie-
rungsprozedur falschlicherweise als strukturelles Element der Bildsequenz und nicht als
Bewegungsartefakt ausgemacht.

In Bezug auf den Blutfluss, der die hauptsichliche Dynamik in den registrierten Aus-
gabebilder T; o (id 4 u') darstellt, zeigt sich, dass dieser in erster Linie durch die sparsity-
Komponenten e; beschrieben wird. Hierzu sei auf Abbildung 22 verwiesen, in der deren
Betrége fiir dieselben Einzelbilder wie in den Abbildungen 18, 19 und 20 abgedruckt
sind. Diese zeigen (je nach Phase) den Fluss des Blutes durch Vorhof, Kammer, Aorta
und Lungenvene.

Die naheliegendste Erklarung dafiir, dass diese Bildinformation nicht durch die Sin-
gulirvektoren von L — L rekonstruiert wurde, besteht darin, dass Blut in der Regel
turbulent durch die Hohlrdume des Herzens stromt. Dies resultiert in einer hohen Irre-
gularitit der Bildintensitiiten in diesen Bereichen, sodass die Einzelbilder T; o (id + u?)
mitnichten in einem niedrigdimensionalen Unterraum beschrieben werden koénnen.
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Auswertung der Optimierungsmethode

Wie schon fiir das synthetische Beispiel soll an dieser Stelle zusétzlich der Verlauf des Op-
timierungsverfahrens fiir das reale Datenbeispiel ausgewertet werden. Zu diesem Zweck
sind in Abbildung 23 dieselben Groflien dargestellt wie in Abbildung 16. Im Wesentli-
chen zeigt sich zunéchst ein dhnliches Bild wie fiir das vorangegangene Beispiel: Primale
und duale Energien ndhern sich iiber den Verlauf der inneren Iteration fortlaufend an
und die Dualitétsliicken verkleinern sich ebenso wie die Fehlermafle der Nebenbedingun-
gen. Wiederum sind £ und Eg+ diejenigen Fehler, die signifikante Werte jenseits der
Maschinengenauigkeit annehmen.

Im Detail jedoch bestehen zwei nennenswerte Unterschiede zwischen den Abbildun-
gen 16 und 23: Einerseits oszillieren primale und duale Energie in der letzten &ufieren
Iteration (rechts in Abbildung 23) deutlich weniger und weisen trotz gleichermaflen ver-
letzter Nebenbedingungen keine Kreuzungen der beiden Kurven auf. Dieser Umstand
resultiert auch in einem deutlich glatteren Kurvenverlauf der Dualitétsliicke in (23d),
die zum Ende der Iteration unterhalb von 1073 liegt. Erstaunlich ist dieses Ergebnis des-
halb, weil sowohl die realen MRT-Bilddaten als auch die zugehorigen Transformationen
eine viel hohere Irregularitdt aufweisen als die synthetischen Bilddaten, die naturgeméf
nicht von Bildrauschen oder dhnlichen Artefakten gestort sind.

Andererseits ist zu erkennen, dass die primale Energie in (23h) zum Grofteil durch
den Datenterm 3, ||T; o (id + u®) — l;||¢, beeinflusst wird, der im synthetischen Daten-
beispiel vernachlassigbar klein war. Diese Differenzen entsprechen wohlgemerkt den in
Abbildung 22 (teilweise) dargestellten sparsity-Komponenten e;.

Abschlieflend l&sst sich vermerken, dass die Kurven in Abbildung 23 den erwarteten
Konvergenzverlauf aufweisen und dass die gewdhlte Optimierungsmethode in Verbindung
mit der Multilevelstrategie aus Algorithmus 3 augenscheinlich in der Lage ist, das in
Kapitel 4 beschriebene Registrierungsproblem auch fiir reale Bilddaten zufriedenstellend
zu 16sen.
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Abbildung 23: Iterationsverlauf fiir die erste (links) und fir die letzte (rechts) duBere Iteration
in der aus Abbildung 16 bekannten Darstellung. (23a) und (23b) zeigen primale und duale
Energien in gemeinsamen Diagrammen, (23c) und (23d) die zugehorigen Dualitétsliicken sowie
(23e) und (23f) die FehlermaBe der verschiedenen Nebenbedingungen. Die Zusammensetzung der
primalen Energie aus Datenterm und Regularisierer ist in (23g) und (23h) dargestellt.






Kapitel 6: Fazit & Ausblick

Dieses Kapitel zieht ein kurzes Restimee der vorliegenden Arbeit und gibt einen Aus-
blick auf mogliche Fortentwicklungen des vorgestellten Registrierungsmodells und der
zur Optimierung verwendeten Methoden.

Fazit

In dieser Arbeit wurde in Anlehnung an [HP14] ein gruppenweises Distanzmaf fiir die
Bildregistrierung formuliert, das auf Methoden der robusten Hauptkomponentenanalyse
basiert. In Verbindung mit einem nichtglatten Registrierungsterm, der Totalen Variation,
wurde dartiber hinaus ein vollsténdiges Registrierungsmodell (3.36) fiir monomodale
Bildsequenzen aufgestellt und getestet. Als Besonderheit dieses Modells wird neben dem
eigentlichen Registrierungsergebnis als Teil des Verfahrens eine Zerlegung des selbigen
in einen low-rank-Anteil, der sich in einem niedrigdimensionalen linearen Unterraum
beschreiben ldsst, sowie einen diinn besetzten Rest berechnet.

Zur Loésung des resultierenden Optimierungsproblems wurden erfolgreich konvexe Op-
timierungsmethoden erster Ordnung eingesetzt, also solche Methoden, die nur mit Infor-
mationen iiber die lokale Veranderung der Zielfunktion (in Form des Subdifferentials aus
Definition 2.10) arbeiten. Diese wurden gepaart mit einer heuristischen Multilevelstra-
tegie, die wie iiblich zur Beschleunigung der Optimierung dient und deren praktischer
Nutzen anhand der Beispiele aus Kapitel 5 nachgewiesen werden konnte.

Fiir den rein synthetischen Datensatz aus Abschnitt 5.1 entsprachen die registrier-
ten Aufnahmen, die Verschiebungsfelder sowie die berechneten low-rank-Anteile ohne
Einschrankung den Erwartungen.

Im realen Datenbeispiel einer kardialen MRT-Sequenz war das Modell weiterhin er-
folgreich in der Lage, eine Bewegungskorrektur der atmungsbedingt verschobenen Or-
gane zu ermitteln, in der auch Unstetigkeiten der Bewegungsfelder an Organgrenzen
Beriicksichtigung fanden. Einzig die fiir diesen Datensatz berechnete Zerlegung der re-
gistrierten Aufnahmen war insofern nicht zufriedenstellend, als dass die dominierenden
Singularvektoren des low-rank-Anteils nur etwaige Korrespondenzen zu den einzelnen
Herschlagphasen aufwiesen und dass diese dariiber hinaus kleinere Bewegungsartefak-
te enthielten. Hierzu sei nochmals an die Abbildung 21 erinnert, in der genau dies zu
erkennen ist.

Ausblick

Eine denkbare Losung fiir die zuletzt genannte Problematik wéren die folgende: Soll-
ten die Ergebnisse auf die relativ kleine Anzahl von zwolf verwendeten Eingabebildern
zuriickzufithren sein, konnte ein neuerliches Experiment mit mehr Bildern (pro Herz-
schlagphase) eine bessere Einbettung mit aussagekriftigeren Singuldrvektoren zur Folge
haben. Zum Vergleich wurden auch fiir das einfache Problem einer alleinigen RPCA in
Unterabschnitt 3.1.3 ganze 200 Standbilder verwendet.
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Ein weiteres interessantes Experiment bestiinde darin, die Regularisierung mittels To-
taler Variation durch andere Terme zu ersetzen, die glatte (anstelle von stiickweise kon-
stanten) Transformationen als Losungen bevorzugen — hierzu wiirde sich beispielsweise
das linearisierte elastische Potential (1.5) anbieten. Da die Unstetigkeiten in den Be-
wegungsfeldern der MRT-Sequenz aus Abschnitt 5.2 auf die relativ kleine Grenzflache
zwischen Brustkorb und Zwerchfell begrenzt sind, konnte eine derartige Regularisierung
sogar eine global gesehen bessere Bewegungskorrektur bewirken.

Letztlich besteht auch noch weitreichendes Potential zur Verfeinerung der Optimie-
rungsmethode: Zunéchst einmal kénnte eine néhere Untersuchung der Terme FY, F3
und Fj aus Abschnitt 4.3 zu einer Interpretation der dualen Variablen w!, w? und w3
fiihren, die Aufschluss dariiber gibt, wie diese beim Ubergang zwischen zwei Auflosungs-
stufen in der Multilevelstrategie zu prolongieren sind. Die Hoffnung hierbei ist diejenige,
dass ein geeigneter Startwert fiir die dualen Variablen die besonders teuren Berechnungen
auf den hohen Auflésungsstufen verkiirzen kann.

Hierzu sei jedoch angemerkt, dass sich iiber den Verlauf der dufleren Iteration auf einer
Auflésungsstufe in den bisherigen Experimenten gezeigt hat, dass die jeweils bendtigte
Anzahl innerer Iterationen trotz geeigneter Startwerte fiir primale und duale Variablen
(in Form der Ausgaben der vorherigen dufieren Iteration) nicht wirklich verkiirzt werden
konnte. Da der Ubergang zwischen zwei duferen Iterationen in allen durchgefiihrten
Experimenten aber auch gleichzeitig mit einer Modifikation der Zielfunktion in Bezug
auf den Schwellwert v und die Entwicklungspunkte @' einherging, ist unklar, inwieweit
hier Verbesserungspotential besteht.

Um letzteren Faktor weitestgehend zu eliminieren, wiirde es sich beispielsweise an-
bieten, die bisher verwendete Parameterstrategie 2 aus Unterabschnitt 4.4.3, die den
Schwellwert v auch auf den hoheren Auflsungsstufen noch (relativ gesehen) absenkt,
durch die Strategie 1 zu ersetzen, die dies nicht tut.

Vielversprechender und naheliegender wire dariiber hinaus noch eine Verbesserung
des eigentlichen Optimierungsalgorithmus. Ein entsprechender Ansatz mittels diagona-
ler Prékonditionierung, der unter anderem auch in [HP14] zur Anwendung kommt, wurde
bereits in [PC11] verdffentlicht. Insbesondere bestimmt diese Modifikation des Optimie-
rungsverfahrens die Schrittweiten n und 7 auf eine vordefinierte Art und Weise, sodass
keine Parameteroptimierung fiir deren Verhéltnis mehr nétig ist.

Schlussendlich sei angemerkt, dass die im Rahmen dieser Arbeit entstandene Imple-
mentierung ohne GPU-Unterstiitzung arbeitet und dass in dieser Hinsicht ebenfalls Po-
tential zur Beschleunigung des Verfahrens besteht.

70









Kapitel A: Anhang

A.1 Teilbeweis von Satz 3.3

In Satz 3.3 offen blieb der Beweis der Teilaussage
—1
(id+70(]| - [ls4) " (4) = U diag ((id+fa<|| le,)) <a<A>>) v’ (A1)

fiir A € R™*™ mit der Singuldrwertzerlegung A = U diag (¢(A))V . In [Lew95] wird
eine analoge Aussage fiir das Subdifferential gezeigt, also

1| - Ils.g)(4) = U diag (9] - [le,)(o(4)) V. (A.2)

Diese stellt nun den Ausgangspunkt fiir den folgenden Beweis von (A.1) dar.
Beweis : Es sei zunichst A € R™*™ mit Singuldrwertzerlegung U diag (O’(A)) VT gegeben.
Die Singulérwertabbildung o : R™*" — anin{m’"} aus Abschnitt 3.1 ist dann fir alle
Matrizen B € R™*", die ebenfalls von U und VT diagonalisiert werden, von der Form
o(B) = diag™" (U'BV),
wobei diag ™! die zu diag inverse Operation ist, die eine Diagonalmatrix auf den Vektor ihrer
Diagonalelemente abbildet.

Nun gilt aufgrund von (A.2) fir 7 > 0:

- A3
(@A) VT )
)

)vr

Ist nun A € (id+79(]| - ||s,)) (A), dann wird A wegen (A.3) ebenfalls von U und V'
diagonalisiert und es folgt:

|- llsq)(A) = Udiag (d(| - [le,)o(A)) VT
< TO(|| - lls)(A) = Udiag (79(| - |l¢,)o(A)) VT
& A+70(]| - ||5.4)(A) Udiag(a )+ 70| - |
& (id+70(]] - []5,4)) (A) Udiag((ld+73|| lle,)) (o(A

UTAV € diag((ld—l-Ta )) )
= diag™! (UTAV):a(A) € (id+7o( - e, ))E ({12) (A4)
= (id+70(] - Ile,)"H(0(A)) = o(A) =diag™" (UTAV)
= Udiag ((id+70(|| - [le,)) Ho(A) VT = A

Die Gleichheit in (A.4) ist aufgrund der Eindeutigkeit der Proximalabbildung gewahrleis-
tet, siche Satz 2.12. Offensichtlich gilt gleichermafien A = (id +79(|| - || S,q))fl (A), woraus
zusammen mit (A.4) die Behauptung folgt. ]
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A.2 Projektion auf B,

Zur Auswertung von (3.12) und (3.13) wird die Projektion eines Vektors z € R"™ auf
die /o-Einheitskugel benotigt. Diese lasst sich ausdriicken als

=llg (v) & yy=——>F—7 firallei=1,...,n. A5
Yy Boo( ) Yi maX{1’|xz|} ) ’ ( )
Beweis: Es sei y =IIg_ (x). Dann ist das Problem
y = argmin, |, < ||z — 2|
(A.6)

= argmin, |, < ||z — 2||? = (argminmgl(azi - Zi)2)i—1 .
Ly

in den Komponenten von y entkoppelt.

Im Falle |z;] < 1 minimiert z; = x; offensichtlich das i-te Teilproblem. Fur |z;| > 1
dagegen liegt der Minimierer x; nicht im zulédssigen Bereich. Da die Zielfunktion allerdings
eine nach oben gebffnete Parabel ist, entspricht der Minimierer auf dem zuléssigen Bereich
dem z; am nichsten gelegen Punkt z;. Im hiesigen Fall ist dies z; = —1 fiir z; < —1 und
z; = 1 fiir x; > 1. Zusammen ergibt sich daraus (A.5). u
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A.3 Spektralnorm der Zentrierungsmatrix K

A.3 Spektralnorm der Zentrierungsmatrix K

In Unterabschnitt 3.2.2 wurde zur Schrittweitenbestimmung die Spektralnorm der Zen-
trierungsmatrix K aus (3.16) benétigt. Fiir diese soll nun ||K||2 = 1 gezeigt werden.

Beweis: Zunéchst einmal lasst sich K mittels des Kroneckerprodukts darstellen als

1
K= (IN - Nl . 1T> ®Im1m2'

In dieser Darstellung soll nun die Idempotenz von K gezeigt werden — es ist also zu zeigen,
dass K? = K gilt. Unter Verwendung der Rechenregel (A ® B)(C ® D) = (AC) ® (BD)

ergibt sich:
1 T 1 -
IN_N].]. ®Im1m2 IN_N].l ®Im1m2

(
<<IN - %1 : 1T) <IN - %1 : 1T>> @ (ImymayTmyms,)

K2

2 1
IN_1'1T+1'1T'1'1T> ®Im1m2

N N2

1
= <IN -5l 1T> @ Ionym, = K.

Fiir alle idempotenten Matrizen gilt, dass ihre Eigenwerte ausschliefSlich die Werte 0 oder 1
annehmen [HJ12, Prob. 1.1.P5] und weil offensichtlich K # 0 ist, folgt Ajnar(K) = 1. Aus
derselben Eigenschaft folgt zudem, dass K positiv semidefinit ist. Da K ebenfalls symme-
trisch ist, lisst sie sich orthonormal diagonalisieren in K = U diag(\y, - .., ANm,m,)U | mit
orthonormaler Eigenbasis U und A; > 0 fiir alle 4 € {1,..., Nmims}. Ordnet man die Ei-
genwerte \; (ohne Beschriankung der Allgemeinheit) absteigend an, so ist diese Darstellung
aquivalent zu einer Singuldrwertzerlegung von K, woraus ||K||2 = 0maz = Admaz = 1 folgt. W
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A.4 Algorithmus zur Projektion auf B;

Analog zur Projektion Il in Anhang A.2 wird fiir die Auswertung der Proximalab-
bildung der Spektralnorm || - ||2 = || - ||s,0c die Projektion eines Vektors x € R™ auf
die ¢1-Einheitskugel bendtigt. Gesucht ist also

y=1lp,(z) = argminHZH[lgl ||z — z]|. (A.7)

Fiir dieses Problem existiert zwar keine geschlossene Losung wie etwa (A.5) fiir die
Projektion auf Bs, in [DSSSCO08] wurde aber dennoch ein exakter Algorithmus zur
Losung dieses Problems mit linearer Zeitkomplexitdt O(n) in der Dimension n von x
entwickelt. Dieser dient fiir die Zwecke dieser Arbeit zur Loésung aller Probleme der
Form (A.7) und soll im Folgenden wiedergegeben werden.

Zunichst einmal werde fiir (A.7) davon ausgegangen, dass ||z||s, > 1 gelte, denn
andernfalls ist die gesuchte Losung trivialerweise durch y = z gegeben. Ausgehend von
der Beobachtung, dass fiir die Losung y stets sgn(y;) = sgn(z;) fir alle i = 1,...,n
gilt [DSSSCO08, Lem. 3], lasst sich (A.7) in folgender Art und Weise vereinfachen:

Fiir beliebiges # € R™ betrachte man & = (|z;|)i=1,..., und lése das Problem

g =argmin,cga ||Z — 2| u.d.Nb. ||zl <1 A >0Vi=1,...,n. (A.8)

Die Losung von (A.7) ist dann gegeben durch y = (sgn(z;) 9;)i=1,....n.- Das Problem (A.8)
der Projektion von Z € [0,00)" auf das Einheitssimplex

Spi={z€R"|||2ll, <1 A %>0Vi=1,... n}

behandelt dabei der eigentliche Algorithmus 4. Fiir Hintergriinde sei auf die urspriingli-
che Veroffentlichung [DSSSCO8] verwiesen.

Algorithmus 4: Projektion auf das Einheitssimplex S,, [DSSSCO8]

Eingabe Vektor x € [0,00)" mit ||x||s, > 1
Ausgabe Projektion y von x auf das Einheitssimplex Sy,

Initialisierung Setze U < {1,...,n}, s < 0 und p < 0.
Solange U # ()
Wihle k € U zufillig
Setze G« {jeU|z; >z} und L + {j € U|z; < x1}
Setze Ap < |G| und As < 37,6 T
Falls (s + As) — (p+ Ap)xp < 1

| Setze s« s+ As, p+—p+Apund U < L

Sonst
| Setze U + G\ {k}

Setze 0 (s —1)/pund y; + max{x; — 0,0} firi=1,...,n
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