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Notationen

Symbole und Kurzschreibweisen

Mengen
N

R
Cc"(D,B)

1, eR"?
zn € R™
er € R”
E, € Rnxn7
Zy € RV,

neN
neN

Operatoren

©

®

O = Oy, = 7
V= (81, ce ,6n)T

Jf c Rmxn

d
Af = E_:l diif

Normen u.a.
[olly == /200, vF

2
|A]lF = Zzg |ag;]
diag(v)

diag(A)

Natiirliche Zahlen (ohne Null)

Reelle Zahlen

Raum, der alle n-mal stetig differenzierbaren Funktionen

f: D — B enthilt

Einsvektor

Nullvektor

Einheitsvektor: Nullvektor mit genau einer Eins an der Stelle k£
Einheitsmatrix

Nullmatrix

Punktweise Multiplikation

Kroneckerprodukt

Partielle Differentiation nach der k-ten Komponente von x
Nabla-Operator zur Bestimmung des Gradienten einer Funktion
iR 5 R™ V= (J;)T e R

Jacobimatrix von f: R™ — R™:

0, 2]
i) ... i)
Ji(a) = : : € R™7", g ¢ R"
a m 8 m
On(a) ... Yn(a)

Laplace Operator, f: RY — R

Euklidische Norm fiir Vektoren, v € R"

Frobenius Norm fiir Matrizen, A € R™**"

erzeugt eine quadratische Null-Matrix mit dem Vektor v auf der
Hauptdiagonalen

extrahiert die Diagonalelemente der Matrix A




1 Motivation

Die medizinische Bildgebung motiviert verschiedenste Problemstellungen der Bildregistrierung.
Allgemein besteht das Ziel darin zwei strukturell vergleichbare Bilder in einer Abbildung sinn-
voll miteinander zu kombinieren. Dabei soll ein Bild geometrisch so deformiert werden, dass
korrespondierende Strukturen in beiden Bildern iiberlappen. Die zwei Abbildungen erscheinen
dann ,ahnlich”.

Beispielsweise kdnnen pra- und postoperative Rontgenbilder besser verglichen werden, indem
eine Aufnahme unter Verwendung einer affin-linearen Abbildung so deformiert wird, dass
Lageunterschiede eliminiert werden. In der Abbildung 1.1 sind die Rontgenaufnahmen von zwei
Handen dargestellt, die durch eine derartige Funktion ineinander iiberfiihrt werden kdnnen.

Abbildung 1.1: Veranschaulichung einer Problemstellung der Registrierung, mit Beispielbildern aus [4].

Bei Aufnahmen mit dem Verfahren des Phase Contrast Magnetic Resonance Imaging (pcM-
RI) entstehenden dreidimensionale Vektorfelder. Es handelt sich dabei um Flussmessungen,
die insbesondere den Blutfluss darstellen und so u.a. die Visualisierung der Herzfunktion er-
moglichen. Das Ziel ist langfristig diese Messungen zu verwenden, um GefdRkrankheiten wie
z.B. Arteriosklerose und Aneurysmen zu diagnostizieren, indem z.B. Verwirbelungen gefunden
werden.

Motiviert durch diese Daten, stellt die vorliegende Arbeit eine Herangehensweise zur Regis-
trierung von zwei- und dreidimensionalen Vektorfeldern vor. Die vorgestellten Ansétze sind
vergleichbar mit der variationellen Herangehensweise aus [1], die zur Registrierung von tensor-
wertigen Bildern beschrieben werden, wie sie beim Diffusion Tensor Imaging (DTI) entstehen.
Hier wird ein variationeller Ansatz zur Lésung des Bildregistrierungsproblems vorgestellt, der
sich fiir skalarwertige Bilder bereits bewdhrt hat. Dafiir wird ein Funktional, bestehend aus
einem Distanz- und einem Regularisierungsterm, mit numerischen Optimierungsverfahren mi-
nimiert. Es zeigt sich, dass bei der Betrachtung von Flussdaten insbesondere das zu Grunde
liegende Deformationsmodell und das Distanzmal angepasst werden miissen. Fiir eine erfolg-
reiche Registrierung beinhaltet das vor allem eine Reorientierung der Flussvektoren bei der
Deformation.




2 Bildregistrierung

Die medizinische Bildgebung bietet heute eine Vielzahl von Mdglichkeiten den menschlichen
Korper und die in ihm ablaufenden Prozesse zu visualisieren. Diese bilden oft die Grundlage
einer guten Diagnostik. Das Ziel der Bildregistrierung ist es, mehrere Bilder in einer Darstellung
zu vereinen, um die verfiigbare Information vollstindig in einer gemeinsamen Bildfusion zu
biindeln.

Das Zusammenfiihren von zwei Bildern in einer Uberlagerung ist nicht trivial, da korrespon-
dierende Srukturen ggf. nicht zur Deckung kommen, selbst wenn die Einschrankung getroffen
wird, dass die betrachteten Bilder mit demselben Aufnahmeverfahren erzeugt worden sind.
Das eine Bild kann eine translatierte oder rotierte Version des anderen sein. Beriicksichtigt
man auBerdem die zahlreichen nicht zu beeinflussenden Kérperfunktionen, so wird es zu vielen
weiteren Deformationen kommen, so verursacht beispielsweise die Atmung eine Ausdehnung
des Brustkorbes.

Fiihrt man sich das vor Augen, wird klar, dass beim Vergleich von zwei Bildern kiinstlich
Unterschiede durch Lageunterschiede vorhanden sein kdnnen, obwohl sie grundsatzlich das
Gleiche zeigen. Dadurch werden echte Abweichungen in den verschiedenen Darstellungen
nicht erfasst und ein direkter Vergleich von zwei Bildern ist nicht mdglich.

Daher soll ein Bild an ein zweites Bild so angeglichen werden, dass kiinstliche Unterschiede
eliminiert werden und der echte Informationsgehalt erhalten bleibt. Dabei erfolgt eine geome-
trische Deformation, die zueinandergehorige Teile in beiden Bildern in Korrespondenz bringt.

Das Ziel der Bildregistrierung ist es, eine solche Deformation ¢ zu finden, die ein Templa-
tebild T so deformiert, dass korrespondierende Strukturen in T und einem Referenzbild R
aufeinander abgebildet werden.

Zur Losung dieses Bildregistrierungsproblems wird im folgenden Kapitel ein variationeller
Ansatz vorgestellt, der durch die Minimierung einer Zielfunktion die gesuchte Deformation
berechnet. Dazu wird definiert, was ein Bild ist, wie es deformiert werden kann und wie Bilder
durch ein Distanzmall miteinander verglichen werden kdnnen. Ergdnzend wird ein weiterer
Strafterm motiviert.

Zu Beginn wird das Bildregistrierungsproblem fiir skalarwertige Bilder modelliert und spater
fir die Anwendung an Flussbildern erweitert.

2.1 Definitionen

Die gesamte Problemstellung befasst sich mit der Betrachtung von Bildern. Als solides Fun-
dament ist entsprechend eine problemangepasste Modellierung von Bildern notwendig.

Definition 2.1
Ein d-dimensionales Bild B ist definiert als eine stetige, differenzierbare Abbildung, die jedem
Ort x € RY einen Grauwert B(x) zuweist.

B:RY >R, z+— B(z), BeC'RLR), deN (2.1)




2 Bildregistrierung

Es wird angenommen, dass Bilder einen endlichen Grauwertbereich besitzen, so dass gilt:

Jemin, Cmaz € R, so dass
— 00 < Cin < B(z) < gz < 00,Vx € Q

Weiterhin gelte, dass Bilder eine endliche Energie besitzen, so dass

/]Rd |B(z)| dz < oo

Mit T, wird die Menge bezeichnet, die alle d-dimensionalen Bilder umfasst:
Zy:={B:RY = R | B ist ein d-dimensionales Bild}.

Der Bildbereich Q C RY eines Bildes B, ist definiert als ein rechteckiges Gebiet (offene,
zusammenhingende Menge)

0= (wl,WQ) X (W3,W4) X ... C Rd,

und beschreibt einen endlichen Ausschnitt der Realitdt auf dem Bilder betrachtet werden.

Anschaunlich sind zwei Bilder R und T",,dhnlich”, wenn sie sich wenig unterscheiden und somit
deren ,Distanz” gering ist. Um den Unterschied zwischen Bildern zu quantifizieren wird eine
Funktion bendtigt, die zwei Bilder auf eine sinnvolle MaRzahl abbildet. Ein Distanzmak D ist

ein Funktional, das zwei Bilder auf einen reellen Wert abbildet.
D T;xT;—R (2.2)
Typische Eigenschaften von DistanzmaRen sind:

e Symmetrie D(T, R) = D(R,T)
e Minimale Distanz VR gilt D(R, R) = rr%Fin D(T, R)

Die Wahl des Distanzmales richtet sich insbesondere danach, welche Modalitat die zu verglei-
chenden Bilder R und T besitzen, wobei die Modalitit (Bildmodalitdt) das Aufnahmeverfah-
ren bezeichnet, mit dem ein Bild erzeugt worden ist (z.B. MRT, Rontgen etc.). Insbesondere
bei der multimodalen Registrierung, bei der Bilder mit unterschiedlicher Modalitdt verglichen
werden, ist es wichtig, dass die letzte Eigenschaft erfillt ist. Also, dass ein zu R korrespon-
dierendes T' in der jeweils anderen Modalitat existiert, so dass gilt: D(R,T) = D(R, R).
Werden Bilder derselben Modalitat verglichen, bietet sich das SSD-MakR an.

Definition 2.2 Das SSD-Mal (sum of squared differences) ist wie folgt definiert

2

SSD(T, R) = % / (T(2) - R(x))® da (2.3)

Q




2 Bildregistrierung

Fiir die multimodale Registrierung sind andere DistanzmaRe notwendig, wie z.B. Cross-Cor-
relation, Mutual Information und Normalized Gradient Fields. Da hier eine monomodale An-
wendung vorliegt, werden diese nicht weiter betrachtet. Eine detaillierte Beschreibung ist zu
finden in [4] und [5].

Das Ziel der Bildregistrierung ist es, eine Funktion zu finden, die T' so verdndert, dass das
Distanzmall von R und dem deformierten Templatebild moglichst klein wird. Die gesuchte
Funktion ¢ wird als Deformation bezeichnet. Eine Deformation ¢ ist ein Vektorfeld, dass
jedem Ort = € R? einen neuen Ort ¢(z) zuweist:

¢ :RT =R 2z p(z), deN (2.4)

Ein durch ¢ deformierte Bild 7" wird mit 7' o ¢ = T'(¢(-)) bezeichnet. Das Referenzbild R
bleibt unverdndert.

Im spateren Verlauf wird es sich als sinnvoll erweisen, die Deformation ¢ getrennt von der
Identitit id: RY — R?, z +—+id(x = ) zu betrachten.

Definition 2.3 Die Verriickung u ist definiert als

u:RT =R wu(z) = p(x) —2 (2.5)

Nachdem grundlegende Termini eingefiihrt wurden, kann das zu Beginn vorgestellte Bildre-
gistrierungsproblem in einer neuen Form dargestellt und wie folgt konkretisiert werden:

Das Ziel besteht darin eine Deformation ¢ zu finden, die das Distanzmal D zwischen dem
Referenzbild R und dem deformierten Templatebild (7" o ¢) minimiert. Es ergibt sich das
Optimierungsproblem:

min D(T o p, R) (2.6)
)

In dieser Form ist die Deformation ¢ beliebig, so dass es im Allgemeinen unendlich viele
Losungen ¢ gibt.

In AbhZngigkeit des Typs der Deformation wird zwischen parametrischer und nichtparametri-
sche Registrierung unterschieden.

2.2 Parametrische Registrierung

Allgemein ist eine parametrische Deformation o eine Funktion, die vollstindig durch einen
reellwertigen Parametervektor 6 beschrieben werden kann.
Eine davon ist die affine Deformation:

0o(x) = Agx + by, mit Ag € R det(A4g) #0, beRY, e RTT  (2.7)

Mit dieser Funktion kénnen Rotationen, Scherungen, Skalierungen und Translationen be-
schrieben werden.

Eine rigide Deformation ist ein Spezialfall einer affinen Deformation. Rigide Abbildungen sind
formerhaltend, also insbesondere langen- und winkelerhaltend und enthalten keine Spiege-
lungen.

Ay hat dann folgende Eigenschaften:




2 Bildregistrierung

° det(A) =1
e ATA=E,

Fiir den zweidimensionalen Fall (d = 2) ergibt sich als Abbildungsmatrix Ay, die Rotations-
matrix @ in(@)
cos(a) —sin(a
Ay = Ale) = ( sin(a)  cos(a) )

Eine Erweiterung auf den dreidimensionalen Fall ist unter Verwendung der entsprechenden
Rotationsmatrix € R3*3 méglich.

Als Spezialfall fiir parametrische Deformationen werden in dieser Arbeit affine Abbildungen
betrachtet. Diese Funktionen werden im Folgenden mit g bezeichnet.

Falls der Suchraum auf parametrische Deformationen wie in (2.7) beschrankt wird, kann die
Zielfunktion aus (2.6) unter Verwendung des zugehdrigen Parametervektors 6 € R¥+d pey
formuliert werden.

Das Optimierungsproblem aus (2.6) lautet fiir den parametrischen Fall somit
mein D (T o ¢y, R) (2.8)

Exemplarisch wird diese Zielfunktion fiir den zweidimensionalen Fall mit T, R € Zy und
Q = (w1, ws2) X (w3, wy) vollstandig beschrieben.

Mit z € R?, Ay := ( zl 22 ) € R?*2 by := < 23 ) € R?, folgt fiir die Deformation
4 Os 6

p(z) == p(z,0) = Agz + by = < 0121 + 0223 + 03 )

Oax1 + Os522 + 06

das deformierte Template kann dann angegeben werden als:

1(x1,22) 0121 + Oa2 + 03 >
(p(x)) < (pg(xl, mg) > < 0421 + O529 + Og

Die Zielfunktion lautet entsprechend

D(T © ¥, R)

[ @eta) - r@)? @

Q
w4 w2 2
AL () a(2)) e oo

ws Jun 41 + 0522 + Og x2
Die Wahl einer affinen Abbildung als Deformation ist plausibel, da anschauliche Deformatio-
nen wie Translationen ermdglicht werden, so dass z.B. ermdglicht wird die verdnderte Lage
eines Patienten zu registrieren. Die Festlegung auf parametrische Deformationen schrinkt
den Suchraum stark ein. Im Folgenden sollen auch solche Deformationen beriicksichtigt wer-
den, die nicht vollstindig durch einen Parametervektor beschrieben werden kdnnen. Diese
Erweiterung ist insofern vielversprechend, da angenommen werden kann, dass weitere Defor-
mationen gefunden werden kdnnen, die beispielsweise die Dehnung der Lunge bei der Atmung
angemessen registrieren kénnen.




2 Bildregistrierung

2.3 Nichtparametrische Registrierung

Bei der Erweiterung von parametrischen auf nichtparametrische Deformationen, sollen auch
solche Funktionen beriicksichtigt werden, die nicht in der parametrischen Form darstellbar
sind.

Ohne Einschrankungen hat das vorgestellte Optimierungsproblem im Allgemeinen unendlich
viele Losungen, die zudem unerwiinschte Eigenschaften besitzen kdnnen. Eine Ldsung ¢ kdnn-
te beispielsweise nicht stetig oder differenzierbar sein. Angestrebt wird eine Umformulierung
des parametrischen Optimierungsproblems, so dass eine eindeutige, stetige Lésung existiert.
Um sich diesem Ziel zu nahern, wird der Zielfunktion ein Strafterm hinzugefiigt, der da-
fiir sorgen soll, dass die Losung ¢ die gewiinschten Kriterien erfiillt. Dieser Term wird als
Regularisierer bezeichnet.

Sei V C {gp | o:RY —>Rd} ein geeigneter Funktionenraum. Ein Regularisierer S ist ein
Funktional, dass einer Deformation ¢ eine Zahl zuordnet.

S: V=R, S:¢p—R (2.10)

Der Regularisierer wird auch als Glatter bezeichnet. Typischerweise wird die Verriickung be-
straft, statt der urspriinglichen Deformation .
Zwei iibliche Regularisierer sind:

Diffusiver Glatter  Sgyifr(u

l\DM—l

2
/Z:HVukH2 dx
k=1

Der diffusive Regularisierer bestraft groBe Werte der ersten partiellen Ableitungen. Somit
werden glatte Deformationen ¢ begiinstigt und Oszillationen und Spriinge in ¢ und der Ver-
rickung u bestraft. Handelt es sich bei ¢ oder u um eine Translation, folgt Sgifr(u) = 0, da
dann die ersten partiellen Ableitungen von u verschwinden.

d
Curvature Glatter  Scyry(u /z Auk dx
k=1

Der curvature Regularisierer bestraft zweite Ableitungen um Kriimmungen der Komponenten
der Verriickung u zu minimieren und fordert so einen hoheren Grad an Glattheit. Handelt
es sich bei ¢ oder u um eine affine Abbildung, wie sie fiir die parametrische Registrierung
vorausgesetzt wird, folgt Scurv(u) = 0, da in diesem Fall die zweiten partiellen Ableitungen
von u verschwinden.

Die hier vorgestellten Glatter sind gebrduchliche Beispiele aus einer Vielzahl von weiteren
Varianten. Sie wurden fiir diese Arbeit ausgewahlt, da sie einfach zu implementieren sind und
sich bereits mehrfach in verschiedenen Anwendungen bewahrt haben. Neben diesen gibt es
beispielsweise noch den elastischen Glitter, der invariant gegeniiber rigiden Transformationen
ist. Wie bereits beim diffusiven Glatter sind nur erste Ableitungen Bestandteil des elastischen
Regularisierers. Die drei erwdhnten Regularisierer werden beschrieben in [4, 5].




2 Bildregistrierung

Mit einem fest gewadhlten Regularisierer S und dem zugehdrigen Regularisierungsparameter «
lautet die neue Zielfunktion fiir den nichtparametrischen Fall, fiir gegebene Bilder R, T € Z;
und mit fest gewdhltem Distanzmall D somit:

D(Top,R)+aS(u), acRT
Das nichtparametrische Optimierungsproblem ergibt sich wie folgt

mgn D(Togp,R)+ a S(u) (2.11)

Im Vergleich zum parametrischen Fall (2.8), hat sich der Suchraum in (2.11) verandert. Statt
eines Parametervektors, wird jetzt eine Funktion gesucht.

Die bisher vorgestellten Zielfunktionen basieren auf der Annahme, dass die vorliegenden Bilder
skalarwertig sind, wie in Definition (2.1) angegeben. Typische Beispiele fiir skalarwertige Bilder
enstehen bei MRI- oder CT-Aufnahmen. In diesem Fall kann das Bildregistrierungsproblem
unter Verwendung der vorgestellten Komponenten geldst werden.

Daher liegt es nahe diese Ansdtze und Bestandteile zu verwenden um Erweiterungen fiir
Flussbilder zu erhalten, welche die Grundlage fiir diese Arbeit bilden.

Zu Beginn des nachsten Abschnitts wird zunéchst defininert, was ein vektorwertiges Bild ist,
um darauf aufbauende Funktionen entsprechend adaptieren zu kdnnen. Folglich ist es notwen-
dig die Definition eines Distanzmalles anzupassen. Tatsdchlich miissen aber nicht alle Terme
der Zielfunktion erweitert werden, da der Definitionsbereich von skalar- und vektorwertigen
Bildern derselbe ist. Entsprechend bleiben die Definitionen der darauf aufbauenden Funktionen
unverandert, dazu gehdren Deformation, Verriickung und Regularisierer.

2.4 Vektorwertiger Bilder

Zur Veranschaulichung der vorliegenden Daten, ist der Unterschied zwischen skalar- und vek-
torwertigen Bildern in der Abbildung 2.1 dargestellt, wobei die linke Spalte jeweils ein skalar-
wertiges und die rechte ein vektorwertiges Bild zeigt.

Definition 2.4 Ein d-dimensionales, vektorwertiges Bild B ist definiert als eine stetige, dif-
ferenzierbare Abbildung, die jedem Ort x € R? einen Vektor B(x) € R™ zuweist

B:RY - R", gz~ B(zx), BeCYR%R"), dneN (2.12)

Die n Komponenten des Bildes werden im Folgenden auch als Kanile bezeichnet.
Das Bild B kann durch seine n Kanéle als Vektor mit skalarwertigen Bildern wir folgt darge-
stellt werden:

B

Bo
B= ) eR", Bpely

By,
Entprechend ist Z,,, die Menge, die d-dimensionale, vektorwertige Bilder mit n Komponenten

enthalt. Diese lautet
Ty = {B :R! 5 R" | B=(By,...,B.)", B ezd}.
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Abbildung 2.1: Veranschaulichung des Unterschieds zwischen skalar- und vektorwertigen Bildern

Bei dieser Definition bleibt der zugehdrige Bildbereich € grundlegend erhalten, so dass eine
Anpassung der Definitionen von Deformation (2.4), Verriickung (2.5), und des Regularisierers
(2.10) nicht erforderlich ist, wohingegen der Begriff des DistanzmalBes aus (2.2) noch erweitert
werden muss.

Intuitiv kann (2.2) fiir vektorwertige Bilder wie folgt formuliert werden:

Ein DistanzmaPl D ist ein Funktional, das zwei d-dimensionale Bilder mit n Komponenten auf

einen reellen Wert abbildet.
D : Id,n X Id,n — R (2.13)

Bisher ist aber noch nicht geklart, wie Unterschiede zwischen vektorwertigen Bildern sinnvoll
in einer Zahl quantifiziert werden kénnen. Man kann sich ein vektorwertiges Bild, als eine
Menge von Vektoren veranschaulichen, die paarweise verglichen werden kdnnen. Beispiels-
weise konnte man die absoluten Differenzen der einzelnen Bildvektorelemente von R und T'
betrachten oder die Drehwinkel und Magnituden jedes Vektors berechnen, da so jeweils wieder
ein skalarer Wert fiir jeden Vektor entstehen wiirde. Die Funktion f, die jeweils den Drehwin-
kel oder die Magnitude fiir einen Bildvektor B(x) berechnet, kann dann aufgefasst werden
als ein skalarwertiges Bild, das einen Datenpunkt 2 € R auf einen reellen Wert f (B(x))
abbildet. Damit ware die Zielfunktion fiir skalarwertige Bilder wieder verwendbar, indem die
entsprechende Funktion f integriert wird. Es wiirden sich sogar mehrere Distanzfunktionen
aus dem SSD-MaR herleiten lassen, je nachdem welche Funktion f gewahlt wird, so dass
auch Kombinationen mehrerer DistanzmaRe mit unterschiedlichen Gewichtungen betrachtet
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werden konnen.

Bei diesen Ansdtzen wird die in den Daten enthaltene Information allerdings nicht beriick-
sichtigt. Da es sich dabei um Flussdaten handelt, wird einem Ort ein Flussvektor gleicher
Dimension zugewiesen, so dass n = d gilt. Ein solcher Flussvektor beschreibt fiir ein Teilchen,
das sich an dem betrachteten Ort befindet, in welcher Richtung der zukiinftige Ort liegt.
Die Bewegung eines Teilchens wird durch die Zuweisung einer Richtung und der durch die
Vektorlange kodierten Geschwindigkeit beschrieben.

Dementsprechend ist es sinnvoll anzunehmen, dass zwei Flussbilder identisch sind, wenn fir
alle Orte gilt, dass derselbe Ort zur Abbildung auf denselben Vektor fiihrt. Analog unterschei-
den sie sich umso mehr, je groRer der Unterschied zwischen deren Richtung und Lange ist.
Diese Interpretation sollte in das neue Distanzmal einflieBen.

Es soll erreicht werden, dass die Lange Flussvektoren der Bilder an jeweils einem Ort iiberein-
stimmt und, dass sie in dieselbe Richtung weisen, so dass die Distanz zwischen den Bildvekto-
ren eines Ortes gering wird. Allgemein lasst sich der Unterschied von zwei Vektoren durch die
Norm ihrer Differenz quantifizieren. Infolgedessen ist es zweckmaRig die Norm der Differenz
von zwei Bildvektoren fiir alle Orte des Definitionsbereichs zu betrachten und diese als MaR
zu verwenden.

Entsprechend kann das bisher verwendete SSD-MaR fiir skalarwertige Bilder aus (2.3) fiir
Bilder T, R € 7,4 angepasst werden, indem iiber die Elemente des Differenzenvektors der
Bildvektoren summiert wird, so dass sich ergibt:

SSOUT.R) = 5 [ 17(2) ~ Rl do (2.14)
Q
d
:% / S (Th(@) - Re(a))? da
o k=1
d
= SSD (T}, Ry)
k=1

Im weiteren Verlauf bezeichnet D das SSD-MaR fiir vektorwertige Bilder.
Zur Ldsung des bekannten Optimierungsproblems erhilt das Distanzmall das deformierte
Template als Argument. Fiir skalare T' € 7, ist dies bereits bekannt und lautet:

Toyp= T((,Dl(l'bl?)a P2 (21, $2))

Entsprechend gilt fiir vektorwertige Bilder 7" € 75 »

op(xy,x0) = T1((P1($1,x2),<p2(x1,;p2))
Top(z1,22) = ( Ty (1 (21, 29), a1, 22) ) (2.15)

Von dieser Erweiterung wird erwartet, dass eine Deformation des Bildbereichs zu einer passen-
den Deformation der Bildvektoren fiihrt. Die Vektoren sollen entsprechend der Verdnderung
des Bildbereichs translatiert, skaliert oder rotiert werden. Alle Deformationen des Flussbildes
konnen durch eine entsprechende Anpassung der Richtung und Lange erreicht werden.

Zu Beginn wird die Rotation eines Flussbildes betrachtet. Das mit dem Ansatz aus (2.15)
deformierte Bild wird in Abbildung 2.2 dargestellt.

Aus dieser lllustration geht hervor, dass das Quadrat als Bezugssystem erfolgreich gedreht
wird, wihrend die enthaltenen Vektoren in ihrer urspriinglichen Richtung verharren. Dies ist
vergleichbar mit dem Verhalten einer Kompassnadel, die immer nach Norden zeigt.

10



2 Bildregistrierung

s
IS A
IS S
IS S
S A
A s
(a) Original (b) gedrehtes Bild

Abbildung 2.2: vektorwertiges Bild (Vektorfeld) und mittels (2.15) deformiertes Bild

Da dies nicht dem gewiinschten Verhalten entspricht, wird eine Basistransformation beno-
tigt. Im Folgenden wird eine Abbildung hergeleitet, welche die notwendige Reorientierung der
Vektoren herbeifiihrt. Diese wird anschlieBend in die neue Zielfunktion integriert.

2.5 Basistransformation

Was erwartet man bei der Deformation eines vektorwertigen Bildes? Bei einer Translation
sollen die Vektoren ebenfalls verschoben werden, bei einer Skalierung wird erwartet, dass
sich die Vektoren entsprechend verkiirzen oder verlingern und bei einer Rotation wird die
Orientierung der Vektoren verdndert.

Jede dieser Vektormodifikationen basiert auf einer Verdanderung des Flussvektors.

Ein Flussbild bestehend aus Vektoren v(z) € RY, enthilt die Information dariiber, in welche
Richtung ein Teilchen flieRt, wenn es sich an dem Ort z befindet. Zusatzlich kodiert die Lange
des Vektors die Geschwindigkeit. Wird jeder Ort x als zeitabhidngig betrachtet © = z(t), dann
beschreibt v (x(t)) die Anderung des Aufenthaltsortes eines Teilchens fiir den Zeitpunkt t,
wenn das Teilchen am Ort x(0) gestartet ist. Der zu z(t) gehdrige Flussvektor v(x) beschreibt
die Anderung des Ortes = in Abhingigkeit von der Zeit wie folgt

v (a(t)) = ()

Wird ¢ als eine Ortstransformation aufgefasst, so ergibt sich der neue Ort nach der Trans-
formation als

Der auf dem neuen Ortssystem y definierte Fluss wird mit w bezeichnet und kann wie folgt
dargestellt werden

w(y(t) = Sy(t) = S0 (@)

Der Zusammenhang zwischen v und w ist in Abbildung 2.3 dargestellt.

11
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v =v(x) w = w(y)
*y(T)
sa(T) !
L / y ;
/// \\\qj(t) /, \/\ y/(‘t) ////

Abbildung 2.3: Veranschaulichung der Transformation eines Flussbildes.

Unter Verwendung der zugehdrigen Jacobimatrix von 1 ergibt sich

w(y(1))) = %w (x(t)) = Jy (x(t)) - (1)
——

Der Zusammenhang zwischen dem neuen Flussbild w auf den transformierten Orten und dem
alten Flussbild v kann demzufolge wie folgt beschrieben werden

w(y(®) =w(¥ (=(t)) = Jy (x(t)) - v (2(t))

Durch Vernachldssigung des Zeitindex ¢ kann dies dargestellt werden als

w(v (z)) = Jy () v (z)

Unter der Annahme, dass 1 invertierbar ist, folgt mit der Substitution x = 1~ (y)

w(y)=Jy (7 W) -v (W (y)

Bisher enthilt w sowohl 1, als auch die zugehdrige Umkehrabbildung v~!. Die Identitit von
y kann beschrieben werden als

y=v( ()

Durch Bildung der Ableitung folgt:

Eq=Jy(v ' () - Jy-1(y)
e Jy (W) = (Jyr (9) 7

Durch Einsetzen in w folgt

-1

w(y) = (Jp1(v) " v(@ ')

12
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Abbildung 2.4: Veranschaulichung der Motivation der Basistransformation anhand von Verschiebungen
des Start- und Endpunktes eines Vektors.

Wird 1 als die Deformation nach Lagrange-Koordinaten aufgefasst, dann ergibt sich die
Transformation nach Euler-Koordinaten unter Verwendung der Substitution ¢ = ¥~ wie
folgt:

w(y) = (Jo() ™" v (ey)) (2.16)

Die Matrix (JSD)_1 wird im Folgenden mit B(y) als Basistransformation bezeichnet.

B(p)(x) = (Jp(a) ™"

Eine alternative Herleitung dieser Basistransformation ergibt sich aus einer diskreten Sicht.

Alternative Herleitung der Basistransformation

Die Deformation eines Flussbildes, kann aufgefasst werden als eine Vektormodifikation, die
auf der Verdnderung des Start- und Endpunktes jedes Vektors basiert. Jeder neue Vektor im
deformierten Bild, entsteht durch die Verschiebung des urspriinglichen Start- und Endpunktes.
Das Ziel der Basistransformation ist es, das alte Bezugssystem wiederherzustellen.
Angenommen ein zweikomponentiges, vektorwertiges Bild T' = (77, T5) besteht nur aus einem
Vektor v = y — x € R? mit Startpunkt = und Endpunkt y der mittels der Deformation ¢ auf
¥ transformiert wird, dann kann man sich diesen Sachverhalt wie in Abbildung 2.4 dargestellt
veranschaulichen.

Fiir Vektoren beliebiger Dimension d, ergibt sich sofort:

urspriinglicher Vektor: v =y — =z e RY
transformierter Vektor: & = ¢(y) — p(z) € R?

Das Ziel besteht nun darin, eine Basistransformation zu erstellen, welche die urspriingliche
Orientierung durch die neue darstellt.

Mit der Jacobimatrix J, € R4 yon ¢ : R* — R? lautet die Taylorentwicklung von ¢ am
Punkt y mit Entwicklungspunkt x

o(y) = o(x) + Jo(x)(y — ) + O(h?), h=|y—z|

13
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& o) — p(x) = Jy(2) (y — ) +O(h?)
=0 =v

& o = Jy(z)v+ O(h?)

= v Jo(x)v

unter der Voraussetzung, dass die Matrix .J,, invertierbar ist, ergibt sich
1 ~
v (Jp(x) 0 (2.17)
Auch hier ergibt sich die Matrix (Jw)f1 als Basistransformationsmatrix:

B(p)(z) = (Jo(2)) ™ (2.18)

Da die Basistransformation sowohl von ¢, als auch von x abhingig ist, muss fiir jeden Daten-
punkt jeweils eine Basistransformationsmatrix in Abhangigkeit von der Deformation berechnet
werden. Da die Invertierung der Jacobimatrix von ¢ dazu notwendig ist, wird angenommen,
dass J, immer invertierbar ist. Je nach Form der Deformation ¢ ergeben sich verschiedene
Basistransformationen B(p). Im Folgenden werden diese exemplarisch fiir zweidimensionale,
vektorwertige Bilder T' € 75 9 mit zwei Komponenten T}, € Ty, T}, : RZ2 5 R vorgestellt. Die
Darstellung fiir hchere Dimensionen ist analog.

Fiir nichtparametrische Deformationen ¢, lautet die zugehdrige Basistransformation

-1
Ble)e) = ;@) = (g0 G ) eme

_ 82902 —82‘101 >
= (D11 - Dapa — Dap10 ! 2.19
(0101 - O2p2 — O20101p2) < e Doy (2.19)

Fiir parametrische Deformationen der Form pg(x) = Apx + by (wie in (2.7)) lautet die zuge-
horige Jacobimatrix J,, = Ay, so dass die zugehdrige Basistransformation sofort angegeben
werden kann als:

1
B =77 =45 = (4§

1 05—
_ _ 2.2
0,05 — 020, ( —0, 6 ) (2.20)

Da diese Matrix konstant in x ist, folgt, dass die Basistransformation fiir affine Deformationen
identisch fiir alle Datenpunkte x ist:

p(x) =po(r) = B(p)(x)=A4," Vz

Dies ist eine starke Vereinfachung zum nichtparametrischen Fall, da die Jacobimatrix nicht
fiir jeden Datenpunkt einzeln ausgewertet werden muss.

14
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Abbildung 2.5: Veranschaulichung der funktionierende Basistransformation

Wird eine der Basistransformationen angewandt auf ein zweidimensionales, deformiertes Bild
T(p) € Iz 2, lautet das transformierte Bild entsprechend wie folgt:

_ Bu(p) - Ti(p) + Bia(p) - Ta(p) .
B(QD) + (Top) = < Ba1(p) - Ti(p) + Baa(p) - Ta(p) > B R R

Die Abbildung 2.5 illustriert die Rotation eines quadratischen Vektorfeldes unter Verwendung
des alten Ansatzes aus (2.15) ohne Basistransformation in der zweiten Spalte und mit Basi-
stransformation aus (2.18) in der letzten Spalte. Diese Darstellung belegt, dass die Vektoren
des Vektorfeldes mit der Erweiterung sinnvoll transformiert werden. Im Folgenden werden die
Zielfunktionen, die bereits fiir skalarwertige Bilder definiert wurden, auf vektorwertige erwei-
tert, indem die in diesem Abschnitt hergeleitete Basistransformation sinnvoll erganzt wird.

2.6 Registrierung von Flussdaten

Die Zielfunktionen aus (2.8) und (2.11) fiir skalarwertige Bilder kénnen mittels der im letzten
Abschnitt hergeleiteten Basistransformation fiir vektorwertige Bilder T', R € Z; 4 entsprechend
erweitert werden.

Die Zielfunktion 7, : R@+d) 5 R fiir die parametrische Registrierung von Flussdaten kann
wie folgt dargestellt werden:

Jo(0) =D (451 - (T 0 vp) , R) (2.21)
=5 [ 14" o) - R@I; do
Q

mit:
T,RE€Zy4 wp:RI =R AS! € RIX

Hier ist die Basistransformation fiir alle Punkte = € R identisch, so dass sie in einer Matrix
A@_1 zusammengefasst werden kann.

15
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Eine Darstellung durch Parameter 0 ist bei der nichtparametrischen Deformation nicht mog-
lich. Durch wenige Verdnderungen an der parametrischen Darstellung (2.21), kann die Ziel-
funktion fiir die nichtparametrische Registrierung J,, : V' — R wie folgt beschrieben werden:

i) = ()01, ) + 500 o)
:% / (o) (@) - (T o p(@)) = R(@)|, do + o S(u)
Q

mit einem geeigneten Funktionenraum V' C {ap | o: R4 — Rd}

a€RY, TRy ¢:RI=RE (J,) 1 RY — RIX

Unter Verwendung dieser Zielfunktion, muss die Inverse der Jacobimatrix von ¢ in jedem lIte-
rationsschritt bestimmt und zudem an jedem Datenpunkt ausgewertet werden. Bisher ist nicht
garantiert, dass J,, invertierbar ist, obwohl das die Bedingung fiir eine erfolgreiche Reorien-
tierung ist. Um diesen Problemen zu begegnen, kann die Basistransformation als zusatzlicher
Optimierungsparameter aufgefasst werden. Die Zielfunktion hangt dann von der Deformation
¢ und der Basistransformationsmatrix B gleichermaRen ab, so dass eine erste Erweiterung
der nichtparametrischen Zielfunktion lautet:

D(B-(Toy),R)+aS(u), B:RY— R

Allerdings ist diese Darstellung unzureichend, da die Basistransformation B(z) in dieser Form
ohne weitere Einschrankungen beliebig sein kann. Es ist insbesondere moglich, dass sie stark
von (J,)~! abweicht, was zur Folge hat, dass die Reorientierung der Vektoren nicht korrekt
ausgefiihrt wird. Daher wird ein weiterer Strafterm P eingefiihrt, der dafiir sorgen soll, dass
sich B(x) und (J,) () geeignet shnlich sind.

Gesucht ist eine Funktion P, die einer Basistransformation B einen reellen, positiven Wert
zuweist, so dass solche Basistransformationsmatrizen B bestraft werden, die sich von der in-
versen Jacobimatrix der Deformation ¢ hinreichend unterscheiden. Entsprechend sollen solche
B einen méglichst groBen Wert erhalten, deren Abweichung von (.J,,) ™! besonders groB sind.
Das Ziel besteht entsprechend darin, die Differenz zwischen B(x) und (Jw)_l (x) zu verrin-
gern. Dazu miissen Matrizen miteinander verglichen werden und deren Unterschied auf einen
skalaren Wert abgebildet werden. Wie bereits bei dem SSD-Distanzmal und den vorgestellten
Regularisierern, wird dazu eine Norm verwendet.

Die erste Ndherung des neuen Strafterms P bildet die Forderung ab, die Differenz zwischen
B und (Jcp)f1 zu verringern

-

Der Vergleich der beiden Matrizen ist auch moglich ohne die Inverse der Matrix J, explizit zu
berechnen: Wird B als Representant von (.J,,) ! aufgefasst, so sollte die Matrixmultiplikation
dieser beiden Matrizen die Einheitsmatrix ergeben oder dieser zumindest mdglichst dhnlich
sein, was zu der Forderung fiihrt, dass die Differenz der beiden Terme mdglichst gering sein
sollte.

F

1B - Jy— Eqll%
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Die Basistransformation B und die Jacobimatrix J, werden beide weiterhin an jedem Ort
x ausgwertet. Um die Anforderungen an jede Basistransformation zu formulieren, muss die
vorgestellte Norm fiir jeden Ort des Bildbereichs 2 ausgewertet werden, so dass sich der
endgiiltige Strafterm wie folgt formulieren l3sst:

PwiﬂzlﬂB@%%@)lM@dx (2.23)
B,Jy : R 5 R By e R

Mit der Funktion P und einem dazugehdrigen positiven Gewichtungsfaktor 3 ldsst sich die
erweiterte nichtparametrische Zielfunktion wie folgt darstellen:

Tnpb(p, B) =D (B (T o ¢), R) +a S(u) + 3 P(e, B) (2.24)
dabei steht npb fiir , nicht parametrisch mit Basistransformation”
Jnpb 2 V' X R4 5 R, Inpb : (95 B) = Jnpb (0, B),
mit:
vefele: RIS RY, BiRY 5 R
a,BERY, T,Re€TIyy
Offensichtlich gilt:

jnpb (90, (Jgp)il) = jnp(gp) + 5 P(907 (Jw)il)

da sich die nichtparametrische Zielfunktionen 7y, aus (2.22) und deren Erweiterung Jypb aus
(2.24) nur durch den Strafterm P unterscheiden.

Exemplarisch fiir d = 2 ergibt sich aus (2.23) mit der neuen Parametermatrix B

_( Bu() Bu@) ) _
B = (5 pa) ) B

folgender Strafterm:

2
B Bi1 B o1 Doy 10
Ple,B) = H< By1 B ) ( O1p2  Oaipo 01/
2
_ < Bi1-01p1 + Bia - O1p2 — 1 Bip - 021 + Bia - 022 )
Boi - 0191+ Baa - 012 Ba1 - 0201+ Bag - Oapa — 1 ) || 1
= (B11- 011 + Biz - 012 — 1) + (Bi1 - Oap1 + Bz - Oap2)°

+ (Bo1 - 0191 + Baz - 9192)° + (Bay - 0201 + Bao - Dagpa — 1)°

Bisher sind drei verschiedene Zielfunktionen motiviert worden. Da die schrittweisen Erweite-
rungen aus den kompakten Schreibweisen der Funktionen besonders klar hervorgehen, werden
diese im Folgenden nacheinander aufgelistet, um die Gemeinsamkeiten und Unterschiede der
entsprechenden Zielfunktionen iibersichtlich darzustellen.
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2.7 Ubersicht der Zielfunktionen

Im Folgenden gilt:
a,BERT, o T,R:R*—RY, At (J,)7!, B e R

Fiir parametrische Deformationen gibt es nur eine Basistransformationsmatrix, die fiir alle
Datenpunkte identisch ist. Die zugehdrige Zielfunktion lautet:

Jp(0) = D(45" (T o ) , R)

Bei einer Erweiterung auf nichtparametrische Deformationen, ist eine Basistransformation
fiir jeden Datenpunkt notwendig. Zusatzlich werden glatte Deformationen ¢ begiinstigt um
zufriedenstellende Ergebnisse zu erhalten.

Tnp(p) = D((Jw)_l (T o) 7R) +a S(u)

Um die Invertierung der Jacobimatrix der Deformation ¢ zu vermeiden, wird die Basistransfor-
mation als zusdtzlicher Optimierungsparameter aufgefasst. Zusétzlich werden mit dem Straf-
term P Basistransformation bestraft, die der inversen Jacobimatrix von ¢ nicht geeignet
dhnlich sind, um die Reorientierungseigenschaft der Basistransformation ndherungsweise zu
erhalten.

jnpb(§0> B) = D(B ) (TO SD> 7R) +a S(U) + B ’P(Spo)

Die Minimima der vorgestellten Zielfunktionen kdnnen nicht analytisch berechnet werden,
da insbesondere bei den zwei nichtparametrischen Varianten die nichtlinearen Funktionen
wie Regularisierer S und Strafterm P groRfe Probleme bereiten. Es ist iiblich den Ansatz
Jfirst-discretize-then-optimize” zu verwenden, der vorsieht, dass die Zielfunktion eines Opti-
mierungsproblems erst diskretisiert und dann mit einem numerischen Optimierungsverfahren
minimiert wird. Diese Herangehensweise hat sich bereits in verschiedenen Anwendungen mit
sehr guten Resultaten bewahrt, siehe z.B. [4].

Im ndchsten Kapitel werden die vorgestellten Zielfunktionen diskretisiert. Zusatzlich werden
die zugehdrigen Ableitungen hergeleitet, da diese fiir die numerischen Optimierungsverfahren
notwendig sind.
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Das im Kapitel 2 vorgestellte Registrierungsproblem ist nicht direkt mit analytischen Methoden
[6sbar, d.h. das Minimum der Zielfunktionen muss numerisch berechnet werden.

Das Ziel dieses Kapitels ist die Diskretisierung der im Kapitel 2 vorgestellten drei Zielfunktio-
nen. Diese ist notwendig, um die numerischen Optimierungsverfahren zur Lésung des Bildre-
gistrierungsproblems anwenden zu kdnnen.

Da die nichtparametrischen Kostenfunktionen Erweiterungen der parametrischen sind, wird
zu Beginn die Diskretisierung von J,, vorgestellt. Aufbauend darauf werden die verbleibenden
zwei nichtparametrischen Zielfunktionen diskretisiert.

Da zur Anwendung der numerischen Optimerungsverfahren ausKapitel 4 die Ableitungen der
Funktionen ben&tigt werden, werden diese an der jeweiligen Stelle in diesem Kapitel angege-
ben.

Bestandteil aller Zielfunktionen ist das SSD-MaB, welches ein Integral enthalt. Zur Approxima-
tion der Integrale des DistanzmaRes und der Strafterme wird die Mittelpunktregel verwendet.
Zur Diskretisierung der Basistransformation und der Regularisierer ist auBerdem die Approxi-
mation von partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung notwendig, die im Folgenden
durch finite Differenzen berechnet werden.

Zu Gunsten der Ubersichtlichkeit, werden die Diskretisierungen fiir 2D beschrieben, eine Er-
weiterung fir 3D ist analog mdglich. Weiterhin bezeichnet = (wj,w2) X (w3, ws) den
Bildbereich, und m = (m1,m2) die Anzahl der Bildpunkte in der jeweiligen Dimension.

3.1 Parametrische Zielfunktion

Die parametrische Zielfunktion fiir Flussbilder 7', R € T3 o lautet bisher:

Tp(0) = D(Ae_l (T o pg) ,R)

1 —
=3 / 147" (T 0 po(x)) — R(x)||; dx
Q
1 wqg W2
P // 45" (T 0 po(2)) — R(a:)Hg dx1des
w3 wi

Der wesentliche Bestandteil dieser Funktion ist das enthaltene Integral, daher wird es zuerst
diskretisiert. Zur numerische Integration soll die Mittelpunktregel (Rechteckregel) verwendet
werden.

Dafiir wird der Bildbereich Q2 gleichmiRig in Rechtecke unterteilt, um den Integranden jeweils
an den Punkten auszuwerten, die in der Mitte jedes Teilintervalls liegen.

Die an den Stiitzstellen ausgewertete Funktion bildet dann die diskretisierte Reprisentation
ihrer kontinuierlichen Abbildung.
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3 Diskretisierung

3.1.1 Gitter

Um die vorliegenden kontinuierlichen Funktionen in ihre diskretisierten Entsprechungen zu
iberfiihren, wird ein gleichmaBiges Gitter mit mims Punkten definiert, an dem spater alle
Funktionen ausgewertet werden.

Beim Cell-Centered Gitter (CC-Gitter) liegen die Datenpunkte zentriert in jeder Zelle vor, so

(m1,mz)
dass sich die Gitterpunkte (xi,y])(‘ Al) (21 N auf dem Gebiet Q) mit den Schrittweiten hy, ho
Z?] - b
wie folgt darstellen lassen:
h _
xi:wl——1+ih1, 1=1,...mq, h1:w2 |
2 my
h ) ) Wy — W
yj:W3*?2+]h2a J=1,...mq, hy = 3 (3.1)
ma

Der Bildbereich 2 kann daher auch wie folgt dargestellt werden:

h h h h
Q= (w1,w2) X (w3, ws) = <$1 — ?laxml + 21> X <Z/1 — 327@/7112 + ;) (3.2)

Ein Beispiel fiir ein CC-Gitter mit 16 Punkten ist in Abbildung 3.1 dargestellt.

J

wl‘w3)
(5U1‘y1)(1‘1, y2)(71,y3) (71, Y4)

($2‘y1 ) (932‘?/2)@2,.2/3) (5627.y4)

(333‘3/1)($3‘y2)($37.y3)(353».y4)

(334‘y1 ) (904‘.@2)(9047.%) («7047.114)_

Abbildung 3.1: Veranschaulichung eines CC-Gitters mit (m1, m2) = (4,4) auf dem Bildbereich
Q = (w1,w2) X (w3, ws)

Numerische Integration mit der Mittelpunktregel (2D)

Angenommen der Integrationsbereich 2 einer zweifach stetig differenzierbaren Funktion

f : R? — R wird durch ein gleichmiRBiges zweidimensionales CC-Gitter mit Gitterpunkten
(xi,y;) und der Aufldsung (hi, ho) abgedeckt.

Dann kann das Integral der Funktion f iiber den Bereich 2 wie folgt dargestellt werden:

mi1 ma2

/Q Fey) dedy = hahn 3 flany) + O(h2 +13) (33)

i=1 j=1
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3 Diskretisierung

Da bei dieser Approximation jeweils nur die Funktionswerte verwendet werden, die zentriert
in der Mitte einer Zelle vorliegen, wird sie als Mittelpunktregel bezeichnet [3].

Im Folgenden wird diese angewendet um das Integral des SSD-Males zu approximieren. Die
in der Zielfunktion J, zusatzlich enthaltene Deformation und die Basistransformation werden
im Anschluss ergénzt.

3.1.2 Distanzmal}
Das SSD-Ma€ fiir vektorwertige Bilder T, R € 75 5 lautet

/ IT(@) — R@)|2 da

2
- 2/ / Z Tiu(x1,22) — Ryp(21,22))° day day
w1

k=1

Unter der Voraussetzung, dass die Bilder R und T zweifach stetig differenzierbare Funktionen
sind und der Bildbereich Q durch ein gleichmiRiges zweidimensionales CC-Gitter wie in (3.1)
abgedeckt wird, kann das Integral mit der Mittelpunktregel approximiert werden.

Angewandt auf das SSD-Maf fiir vektorwertige Bilder T', R € 75 5 ergibt sich mit Aufldsungen
h = (h1, hy) demzufolge:

mi1 m2

h h
D(T, . QZZZ (Ti(zi,y;) — Ri(zi,y;))° + O(B3 + h3)

i=1 j=1 k=1

Wird der Fehlerterm vernachlassigt, ergibt sich folgende Diskretisierung:

mi ma

Dh( h1h2 ZZZ Ty (i, y5) Rk(muyj))

i=1 j=1 k=1

Die Summenschreibweise kann durch Verwendung einer Vektorschreibweise fiir die diskreti-
sierten Bilder vereinfacht werden.

3.1.3 Vektorschreibweise

Im Folgenden werden die diskretisierten Bilder, welche sich durch punktweise Auswertungen
ergeben, unter Verwendung des CC-Gitters jeweils in einem Vektor zusammengefasst.

Mit
= (T1,...,Tm) €R™

Yy = (y17 <o 7y77l2)T € R™
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3 Diskretisierung

kann das CC-Gitter in einem Vektor T zusammengefasst werden

xTr =
L, ®y

ma-mq mi-ma T

m2 m2 m2

— 2mima
= Ty L Ty s Ty | Y1y Y25 e s Umngy v o s YLy Y2+ + s Yy eR

Die Gitterpunkte (x;,7;) kdnnen mit dem Gittervektor Z wie folgt in Verbindung gebracht
werden

(xlayj> = (i'i—‘r(j—l)ml?ji-{-(j—l)ml—i-mlmg) ’ 1= 1> -..my, ] = 17 -..Mm2

In T sind die ersten mymo Eintrage die x-Werte, die mims danach entsprechen den y-Werten.

1 5 9 13
® ® o )
2 6 10 14
° ° ) °
3 7 11 15
® ) ) )
4 8 12 16
° ° 0] )

Abbildung 3.2: Veranschaulichung eines CC-Gitters mit (m1, m2) = (4,4) auf dem Bildbereich
Q = (w1,w2) X (w3,ws) mit der korrespondierenden Nummerierung fiir Z. Die zwei
Komponenten des Datenpunkts mit Nummer k ergeben sich aus dem Gittervektor T als
(Ek7§k+m1m2)-

Die Bilder T, R € Z5 5 kdnnen punktweise an den Gitterpunkten ausgewertet werden, so dass
jedem der mymo Gitterpunkte jeweils zwei Werte zugewiesen werden. Das diskretisierte, an
allen Gitterpunkten ausgewertete Bild 7" wird ab jetzt mit 1" bezeichnet.

T :RZmm2 _y RZmm2 - 7 (),
T:=T(z) = ( T1§$§ ) e R2mmz | Ty g R (3.4)
Tk(jlafm1m2+l)
Tk(EQafmlmz-i-Q)

Ty = Tk(.’f) = : e R™™ T, €1y

Tk (jmﬂng ) j2m1m2)

Die diskretisierte, auf dem CC-Gitter = ausgewertete Deformation @ kann auf dieselbe Art
dargestellt werden.

PRI REMM2 g (7)),
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3 Diskretisierung

_ — @1(j) ) 2mime - mima
pi=px) = )" eR , PrER
@ ( 7:(0) ¢
Pp s RIMIM2 5 R T gy (T),
Ok(Z1, Trnymot1)
(T2, T +2)
Br = 73(T) = o e R™™
Pk (f’mﬂng ) E2’rn17712)

Da die parametrische Deformation vollstindig durch den Parametervektor 6 beschrieben wird,
wird die vorgestellte Diskretisierung fiir die affin-linearen Deformationen konkretisiert.

Die kontinuierliche Darstellung der parametrischen Deformation (g : R? — R?, € RS lautet:

‘PG(IL‘):Agx—Fbg:(91$1+92x2+93>:<x1 2 1 0 0 0>‘9

041 + 0529 + b6 0 0 0 z1 =z 1
so dass die diskretisierte Deformation wie folgt dargestellt werden kann:
P (T) = Q-0 e R¥™M™2 (3.5)
mit
P = (Bpymy Zmyms)s Po= Zimymy Emimy) € RMM2X2mams

Qo=(P1-T, Po-T, Lyym,) €ER™M*3 Q= ( %0 5 ) € R2mim2x6
0

Das diskretisierte deformierte Template ergibt sich folglich zu

T (@) bzw. T (%)

Das diskretisierte SSD-MaB zum Vergleich zweier Bilder kann jetzt, unter Verwendung der
Vektorschreibweise fiir die Bilder R und T" wie folgt dargestellt werden:

DNT, ) = "2 T - R

Zur vollstindigen Diskretisierung der parametrischen Zielfunktion muss nun noch die Basi-
stransformation diskretisert werden.

3.1.4 Basistransformation

Die bisherigen Ansdtze motivieren dazu die Basistransformation als eine Matrixmultiplikation
der Form B - T, mit B (p) € R¥mimz2x2mimz darzystellen.

Aus dem Abschnitt 2.5 geht hervor, dass die Basistransformationsmatrix die Inverse der Jaco-
bimatrix von ¢ ist. Im parametrischen Fall kann die Jacobimatrix von ¢ aus den iibergebenen
Parametern 6 direkt angegeben werden. In diesem Fall muss nur noch die Inverse der Matrix
Ay, als Bestandteil der affinen Transformation, berechnet werden.
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3 Diskretisierung

Im zweidimensionalen Fall ergeben sich sechs Parameter # € R®. Wie aus der kontinuierli-
chen Darstellung von (J,)~! in Gleichung (2.20) hervorgeht, sind vier davon Bestandteil der
Basistransformationsmatrix.

Liegt eine parametrische Deformation g der folgenden Form vor

o R2 =R g x> py()

wo(z) = Agx + by, Ap = ( zl 22 ) e R¥2 by =(03,05)T, 2R 6;eR
4 5

folgt fiir die Basistransformationsmatrix

-1
_ —1(220) (6 b _ 1 05 —0o
B (909) - (‘]LP) - AO - < 94 05 > - 0105 _ 9294 _04 01 (36)

Da diese Matrix offensichtlich unabhéngig von =z ist, folgt dass diese Basistransformationsma-
trix fiir alle Datenpunkte identisch ist. Das heiflt fiir den diskreten Fall, dass jeder der mimo
Gitterpunkte genau diese Basistransformationsmatrix B besitzt, so dass diese Matrix verwen-
det werden kann um die Basistransformationsmatrix B € R?™172X2m1m2 7,y Reorientierung
von vektorwertigen, diskretisierten Bildern T € R?™™m2 7, konstruieren.

Wird die Basistransformation auf ein zweidmensionales Flussbild 7' = (T, 7%)7 € 75 2 ange-
wandt, ergibt sich:

1 0T — 0,T
R S 511 — 621 2
B ()T AG T 0105 — 020, < —04T + 61715 ) €k

Die Erweiterung auf diskretisierte Flussbilder T' kann analog beschrieben werden als

==\ = 1 0571 — 02T 2mim
B = - - R2mama2
(o) 0105 — 026, < —0,T + 0, T > <

T - < o ) e REmime Ty T, ¢ Rmme
2

Die diskrete Basistransformation B € R?"™1™2 ergibt sich folglich als eine Blockdiagonalmatrix
der Form

=\ 1)

B (7)) = 1 O5P1 — 02,
P0) T 0 0: — 0,0, \ —0,P + 61 P

Pl = (Emlmg Zmlmg) E Rm1m2><2m1m2

Py := (Zmymy Emym,) € Rz X2mams

mit

> c R2m1m2><2mlm2 (37)
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3 Diskretisierung

Das basistransformierte, deformierte Template fiir parametrische Deformationen kann somit
wie folgt dargestellt werden:

B(g) - T(py) € R¥™M ™2 (3.8)

Als Ableitung der Basistransformation B wiirde sich an dieser Stelle ein Tensor ergeben. Die
vorliegende Matrix-Vektor-Multiplikation kann als eine einfache Vektormultiplikation darge-
stellt werden, so dass sich als Ableitung der Basistransformation eine Matrix ergibt.

Wird eine Hilfsfunktion b zur Invertierung der affinen Parameter 6 verwendet, kann die bishe-
rige Matrix-Vektormultiplikation zur Berechnung des basistransformierten, deformierten Tem-
plates wie folgt umformuliert werden:

_ [ b11(0) - T1(Py) + b12(0) - T2(Fp)
B(wy) - T(%y) = ( bo1(0) -Tl(¢2)+bz2(9) -TZ(gz) > (3.9)

mit b;; : RS - R, 4,7 € {1,2}, als Teilfunktionen von b : RS — R*

b11(9) 6(9) . 95
| owme) | | —c0)-0
NO= o) | =| et | €
bos (6) c(0) - 0,
mit c: R 5 R
1
) = 5.6: 6.0,

Die Teilfunktionen b;; entsprechen den Elementen der Basistransformationsmatrix aus (3.6).
Die Bestandteile der parametrischen Zielfunktion 7, sind vollstandig diskretisiert worden und
konnen in der diskretisierten Zielfunktion Jph zusammgengefiihrt werden.

3.1.5 Die diskretisierte parametrische Zielfunktion und ihre Ableitung

Die parametrische Zielfunktion lautet
Jo(0) = D(45" (T o @g) . R)

Die diskretisierte Zielfunktion kann durch ihre diskretisierten Bestandteile wie folgt beschrie-
ben werden

T (0) = D" (B(wy) - T (%) . R)

Mit den Hilfsfunktionen aus (3.9) folgt

- 511(9) : Tl (@ ) + b12(9) : TQ (@ ) 5}
70 =2 (o) T o) o) Toty ) F) 310
s | (0T o) bat) T )~
2 521(9) : Tl (79) + 522(9) : T2 (@6‘) - RQ 2




3 Diskretisierung

Die zugehorige Ableitung wird im Folgenden bestimmt.
Um diesen Vorgang zu vereinfachen, wird eine Hilfsfunktion r definiert, welche die Differenz
des basistransformierten, deformierten Templates und des Referenzbildes beschreibt:

o b11(8) - T1(@g) + b12(0) - T2(pg) — Ra myms
r()= ( b21(8) - T1(79) + baa(6) - Taly) — R ) R’

Die parametrische diskretisierte Zielfunktion kann durch das Residuum r wie folgt beschrieben
werden

hihg

M (0)Tr(6)

Jp(0) =
Zur Herleitung der Ableitung der parametrischen Zielfunktion wird zundchst die innere Funk-

tion r differenziert. Dazu ist wiederum die Bestimmung der Ableitung der enthaltenen Teil-
funktionen notwendig.

Die Ableitung von r lautet

0) = (i:v(blk( - Tr(Pg ) ZV(ka Tk(@&))) € RO*2mams
k=1

Die zugehorige Ableitung der einzelnen Komponenten nach 6 lautet:

v(bij(e) ‘Tk(%)) = Vbi;(0) - T(@g)" + bij(0) - VPy - VoT(g) € RE™M™2

VT ()

Die Ableitung des Templates VT, ergibt sich aus der Ableitung der gewihlten Bildfunktion
aus 7, (siehe 3.4).

Mit der diskretisierten parametrischen Deformation 3, (Z) = Q - 0 € R?™™2 ays (3.5) folgt
die zugehdrige Ableitung

Vg, = QT € ROx2mm:
Die Ableitungen der Teilfunktionen der Basistransformation lauten wie folgt:
Ve(d) = c¢()? - (—-1,1,0,1,-1,0) € RS
Vbi1(0) = 05 - Ve(0) +¢(0) - (0,0,0,0,1,0)" € R
Vbo1(0) = —04 - V() + ¢(8) - (0,0,0,—1,0,0)"
Vbi2(0) = —05 - Ve(0) + ¢(6) - (0, -1,0,0,0,0)"
Vbaa(0) = 0; - Ve() + ¢(0) - (1,0,0,0,0,0)"
Die Ableitung der parametrischen Zielfunktion kann entsprechend wie folgt angegeben werden:
VJO) = hihaVr(0) - 7(0) € R

Im Folgenden werden die verbleibenden zwei nichtparametrischen Zielfunktionen diskretisiert.
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3 Diskretisierung

3.2 Nichtparametrische Zielfunktion
Die nichtparametrische Zielfunktion fiir Flussbilder 7', R € Z > lautet

Jnp(#) = D((Jp) " (T o 9),R) +a S(u)

Die Zielfunktionen [J,, und J, enthalten jeweils das SSD-MaR, das bereits diskretisiert wurde.
Allerdings unterscheiden sie sich hinsichtlich der Basistransformation, die in dem Argument
des DistanzmaRes enthalten ist.

Im Folgenden wird die Diskretisierung der Basistransformation fiir nichtparametrische Defor-
mationen vorgestellt.

3.2.1 Basistransformation

Fiir nichtparametrischen Deformationen kann die zugehorige Jacobimatrix nicht durch einen
Parametervektor angegeben werden. Da sie zudem nicht ortsinvariant ist, ist es notwendig,
die Jacobimatrix zu approximieren und anschlieBend an allen Gitterpunkten auszuwerten.

Im Folgenden wird erldutert wie die an den Gitterpunkten T ausgewertete Deformation
mit zentralen Differenzenquotienten numerisch differenziert werden kann und wie die daraus
entstehende Approximation der Jacobimatrix J, zur gesuchten Basistransformation fiihrt.
Numerische Differentiation mit finiten Differenzen

In diesem Abschnitt wird eine Schatzung der partiellen Ableitungen von ¢ vorgestellt.
Jede Komponente o), des Vektorfeldes ¢, bildet einen Vektor auf einen reellen Wert ab und
ist daher eine skalarwertige Funktion.

Unter der Annahme, dass ¢y, dreimal stetig differenzierbar ist, kann die Taylorentwicklung
zweiten Grades formuliert und ausgewertet werden. Fiir die Taylorentwicklung am Ort x in
Richtung +he;, wobei h € R und e; der j—te Einheitsvektor ist, gilt

h2
oz + hej) = pr(z) + h ejT Vr(x) + ?e]TV2<pk(x) ej + O(h?)

und
T h? roe
or(x — hej) = pr(x) —h ej Vop(r) + =6 Vipr(x) ej + O(h?)
Durch Addition der beiden Gleichungen folgt
or(z + hej) — o (z — hej) = 2h e?Vgok(x) +0(h?)
1
< € Veor(x) = g (ol + hej) = pr(x — hey)) + O(h?)

Dies entspricht der j-ten partiellen Ableitung von ¢, am Ort x, dass heifit

0j0k(x) = €] Vi (x)
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3 Diskretisierung

Als Approximation fiir die j-te partielle Ableitung von . ergibt sich entsprechend
h 1
0j pr(x) :== ﬁ(wk(fﬁ + hej) — pr(x — hej))

Der dabei enstehende Quotient wird als zentraler Differenzenquotient bezeichnet.
Ubertragen auf die CC-Gitterpunkte in Z ergibt sich als Approximation der partiellen Ablei-
tungen

1
A (i, y;) = O (i, yj) = Thl(@k(l’i—&—hyj) — or(ziz1,y5))

1

Oror(wi yj) = 052 (@i, yj) == %(wk(wi,yjﬂ) — or(@i, yj-1))

Die Jacobimatrix von ¢ ausgewertet an einen Gitterpunkt (z;,y;) kann somit wie folgt ap-
proximiert werden

ﬁhlgpl(m Y;) ahQWI(x‘ Y;) 2x2
Jo(zi yi) ~ JM @, y; :( 1 i Yj 2 e e R~ 3.11
w(@isy) = (i, yj) O oa(iy) O palwi,yj) .

Entsprechend lautet die zum Datenpunkt (x;,;) gehdrige approximierte Basistransformation

B (¢) (i) = (Thlaony)

_ o 2 po(xi,y;)  —0h2 (i)
= el (@i ui) (—3?1902(%%) M o1 (24, 5)
1

o) eius): O o1 (i yy) - 5% ea(winy) — O palwiyg) - 5% en(wiy yy)
Fiir jeden Gitterpunkt ergibt sich eine Basistransformation dieser Art, was demzufolge zu
mimg (2 x 2) Matrizen fiihrt. Deren Elemente werden im Folgenden aus © geschatzt und in
eine groRe Basistransformationsmatrix B() zusammengefasst, so dass die Reorienterierung
aller Flussvektoren T mit einer einzigen Matrixmultiplikation ausgefiihrt werden kann, d.h.
die reorientierten, deformierten Flussbilder lassen sich schreiben als B() - T(p).

Die Basistransformation fiir nichparametrische Deformationen ensteht durch die Berechnung
der Inversen der Jacobimatrix von . Zur Herleitung der Basistransformationsmatrix B bietet
es sich daher an diese zwei Vorginge in zwei unterschiedlichen Funktionen abzubilden, die
anschlieRend verbunden werden.

Fiir eine kompakte Schreibweise der Ableitungen von ¢ wird folgende Hilfsmatrix definiert

28



3 Diskretisierung

Die approximierte partielle Ableitung der ersten Dimension der Teilfunktion oy, ausgewertet
an allen Gitterpunkten, kann dann wie folgt dargestellt werden

8121%(3?1,2/1)
0y o (21,
D, @k(j) = aillak(f) - 1 (pk(. 1 y2) c lemQ’ k=12 (3_12)
8T1 (pk(xﬂu y ymg)
mit
1

D:E - (Emg ® Dml) c lemzxmlmg
2hy

Analog fiir die zweite Raumdimension
Dy -p(x) = 05%p(7)
mit folgender Matrix

1
2hy
Die Elemente der vier Vektoren D, -, (Z), Dy - 99(T), Dy - $1(Z) und D, - P,(T) enthalten
jeweils eines der vier Elemente der Basistransformation, die zu einem Gitterpunkt gehort.

Dy = = (Diy ® By, ) € RMM2Xmma

3.2.2 Approximation der Jacobimatrix

Die Schitzung der ersten partiellen Ableitung ausgewertet an allen Gitterpunkten, wurde
bereits in (3.12) vorgestellt. Die partielle Ableitung der Komponente ¢y, entlang einer Dimen-
sion kann mittels einer Matrix-Vektormultiplikation aus @ ndherungsweise bestimmt werden.
Die folgende Funktion J : R?™™m2 — R4mim2 mit Teilfunktionen J;; : R¥mimz — Rmim2
approximiert alle notwendigen Ableitungen:

J11(®) D¢,
_ J21(P) Do, — _ mdmim
J = T = s =D -pecR"™™M2 3.13
(@) J12(®) Dy, 14 (3.13)
J22(@) Dyp,
mit der Nullmatrix Z := Z,,,m, und
D, Z
Z D,
D= b, 7 (3.14)
Z D,

Die approximierte Jacobimatrix aus (3.11), ausgewertet an dem Gitterpunkt (T, Tk+myms)
ergibt sich durch Zusammenfiihren der k-ten Komponenten, bezeichnet mit (J;;(%)),, der
vier Hilfsfunktionen J;;

J£(§k7§k+m1m2) = < (Jll(a))k (J12(¢>)k > S RQX?

(J21(@))y,  (J22(D))y,

Diese Darstellung veranschaulicht, dass J() die Elemente der Jacobimatrizen fiir jeden der
(myms2) Datenpunkte enthilt. Die Funktion, die jede einzelne dieser Matrizen invertiert, wird
im Folgenden betrachtet.
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3 Diskretisierung

3.2.3 Invertierung der approximierten Jacobimatrix

Die Funktion b : R¥™m2 s R4m1m2 jnyertiert die geschitzen Jacobimatrizen in J kompo-
nentenweise unter Verwendung der Teilfunktionen b;; : R¥1m2 — Rmimz2,

bll(J) ?(J) ® Joo

b(J) = Z‘ig; = :28 O | e imme (3.15)
bQQ(J) 6(J) ® Ji1

o(J) = ! e Rmim2

(Ji1 ® Jag — J12 © J21)

wobei die Division hier elementweise gemeint ist.

Das basistransformierte, deformierte Template kann nun wie folgt dargestellt werden

( b1 (J(#)) © T1(P) + bi2 (J(#)) © T2(p) ) c R2mims
b1 (J(@)) © T1(P) + baz (J(7)) © T2(P)

Fiir eine kompakte Schreibweise der Form B(%) - T(p) wird die Basistransformationsmatrix
B wie folgt definiert

o ( diag(bi (V@) diag(b2 (T®)) ) - memmaxzmms
B) = < diag(bar (J(7)) ) diag(ban (J())) ) <R (3.16)

Die Basistransformation fiir nichtparametrische Deformationen wird im Folgenden in das dis-
kretisierte DistanzmaR D" integriert.

Das DistanzmaB mit dem basistransformierten, deformierten Template fiir nichtparametrische
Deformationen lautet

D((Jw)il (T'oyp) 7R)

Analog zu der Diskretisierung fiir parametrische Deformationen aus (3.10) kann mit den
Hilfsfunktionen b;; aus (3.15) das enthaltene basistransformierte, deformierte Template wie
folgt dargestellt werden

=N R By b (J(@) ©T1(®) + biz (J(@)) ©T2(9) \ -

P (B@) T B =2 (40 (0) S 1)+ oo o 7o ) )
_ hahy < bi1 (J(?)) © T1(P) + bi2 (J(?)) © T2(P) ) R ’
2 ba1 (J(P)) © T1(P) + baz (J(9)) © T2(@) )

Ebenfalls analog zum Fall fiir parametrische Deformationen kann das in der Norm enthaltene
Argument in einer Hilfsfunktion r zusammengefasst werden

(@) = ( bi1 (J(?)) © T1(P) + b1z (J(§)) © T2(P) — Ba ) £ R2mim>

bo1 (J(P)) © T1(P) + baa (J(P)) ® Ta2(p) — Ro
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3 Diskretisierung

so dass sich das Distanzmal wie folgt darstellen |asst:

D" (B@) T(7).R) = 22 1 (3)r () (317)

Zur vollstandigen Diskretisierung der Zielfunktion
Tnp(p) = D((Jw)_l (T o) ,R) +a S(u)

fehlt jetzt noch die Diskretisierung des Regularisierers S, die im Folgenden hergeleitet wird.

3.2.4 Regularisierer

Im Abschnitt 2.3 wurden zwei Regularisierer vorgestellt. In diesem Abschnitt werden die dis-
kretisierten Varianten erst fiir den eindimensionalen, dann als Erweiterung fiir den zweidimen-
sionalen Fall hergeleitet. Zur Vereinfachung der Schreibweise wird die Verriickung im ein- und
zweidmensionalen Fall als u(z) = ¢(z) — = bezeichnet. Die entsprechende Dimension ergibt
sich aus dem jeweiligen Kontext.

Diffusiver Glatter

Der eindimensionale diffusive Glatter lautet:

b
Sdiff(u) = ;/ (u/(g;))Q dx

u:R—-R, zeR, Q=(a,b), a<bd

mit partieller Integration kann dieser umgeschrieben werden als:

I / 2 I / / .
Sqiff(u) = 2/a (v'(2))" dz = 2/a u(z) - u(z) dx
b
= —;/ u’(z) - u(z) de + % [/ (z) - u(m)]z (3.18)
o

Dirichlet-RB:  w(a) = u(b) =0 oder , -
Neumann-RB:  4/(a) = u/(b) =0 = [u (z) - U(”J)h =0

Wenn mindestens eine dieser Randbedingungen erfiillt ist, verschwindet der letzte Term, so
dass sich Sg;sr schreiben ldsst als:

b
&mm:—ifu%wwmwm

Das Ziel besteht nun darin aus Sg;s den diskretisierten Regularisierer Séliff herzuleiten. Die Her-
angehensweise ist analog zu der bisher fiir andere Bestandteile der Zielfunktion prisentierten.
Der diskretisierte Regularisierer ergibt sich aus der kontinuierlichen Form durch Auswertung
auf dem CC-Gitter =. Daher wird an Stelle von ¢, @ betrachtet. Die Verriickung @ ergibt sich
entsprechend.

Im Folgenden wird erst das enthaltene Integral mit bekannten Methoden und dann die ent-
haltene zweifache partielle Ableitung approximiert.
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3 Diskretisierung

Numerische Integration mit der Mittelpunktregel

Unter der Voraussetzung, dass die Verriickung u mindestens zweifach stetig differenzierbar ist,
kann das enthaltene Integral iiber den Bildbereich {2 unter Verwendung der Mittelpunktregel
approximiert werden. Der diffusive Regularisierer kann mit & € R demzufolge beschrieben
werden als

M

San(u) = 2 S ular) -u(w:) + O(?)

=1

Numerische Differentiation
Wie bereits im Abschnitt 3.1.4 vorgestellt, werden auch hier finite Differenzen zur Appro-
ximation der Ableitung verwendet. Diesmal allerdings die zweite partielle Ableitung. Unter
der Voraussetzung, dass u mindestens dreimal stetig differenzierbar ist, kann der Wert der
Funktion u in einer Umgebung von x mit einer Taylorreihe zweiter Ordnung approximiert
werden

h2

w(z — h) = u(z) — hu'(z) + ?u"(m) + O(h?)

h2

u(x +h) = u(z) + h'(z) + ?u”(m) + O(h?)

& u(x—h) Fulz+ h) =2u(z) + h* (z) + O(h?)
u(x —h) +u(z + h) — 2u(zx)
2

& u(x) = + O(h?) (3.19)

Daraus kann eine Approximation der zweiten Ableitung gewonnen werden

% (u(x — h) +u(z + h) — 2u(z)) (3.20)

oM u(x) == -

so dass gilt:
u'(z) = du(z) + O(h?)
Angewandt auf die Gitterpunkte xz; folgt
1
u (z;) ~ O u(zy) = 72 (u(ziz1) + u(wip1) — 2u(x;)) (3.21)

Die Schitzung der zweiten partiellen Ableitung aller Gitterpunkte kann als Matrix-Vektormultiplikation
dargestellt werden:

W= (u(m) .., u(za)’, @ i= (W(@1) ..., (zy)) € RM

1

7”:ﬁA}Mﬂ

v -1

-1 2 -1

-1 . -
A}M: ERJ\JXM
. . 1
-1 2 -1
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3 Diskretisierung

" 3, Dirichlet Randbedingung
mi =
7 1 , Neumann Randbedingung

Wird dies in die bisherige Darstellung von Sgisr nach Anwendung der Mittelpunktregel einge-
setzt, folgt:

b
Sanlu) =~ [ ule) u'(z) ds
L
=3 Z u(x;) - u’ (x;) + O(hQ)
. z;\/ll
== (@) 5 (1) + ul@i) — 2u(z;)) + O(h?)
2 h
=1
= Shigr(u) + O(n?
LM
Shir(u) = 3 w(@i) - o5 (2u(z) — w(@io1) — u(wit1))

Unter Verwendung der Darstellung mit Matrixmultiplikation, ergibt sich fiir den diskretisierten
eindimensionalen Regularisierer:

Shigr (W) = 5 u’ Al

Mit wenigen Erweiterungen kann die Approximation des zweidimensionalen diffusiven Regu-
larisierers aus dem eindimensionalen Fall gewonnen werden.

Diskretisierung des zweidimensionalen Regularisierers
Im Folgenden bezeichnet v die zweidimensionale Verriickung, mit u : R? — R? und Kompo-
nenten uy aus u = (uy,uz)’ € R

Der zweidimensionale diffusive Glatter ist definiert als:

2 2
Saife(u) = ;/Z\Wukllgdaz: ;/ZZ(&W)Q dr  (3.22)
o k=1 Q '

k=1 i=1
1 2.2
k=11i=1 ¢
Wird nur das enthaltene Integral
w4 w2
/ (Byuy,)? dz = / / (Bsug)? dxy day (3.23)
Q w3 w1
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3 Diskretisierung

betrachtet, folgt fiir i = 1 mit partieller Integration, analog zum 1D Fall (3.18) fiir das innere
Integral:

w2
w2 T —=Ww:
/(81uk)2 dx, = —/ u, - (Onuk) dxq + [uk . (Gluk)} o
w1 T1=w1
w1

Wird die Funktion uy als eine Funktion in x1 aufgefasst, verschwindet das hintere Integral,
wenn die eindimensionalen Dirichlet- oder Neumann-Randbedingung fiir die Dimension in x
erfiillt ist. Gilt eine der beiden folgenden Randbedingungen

Dirichlet-RB: ug(wr, x2) = ug(we, z2) =0, Ve € (w3, wy]
Neumann-RB: Oyug (w1, x2) = O1ug(wa, x2) =0, Vg € [ws,ws)
dann folgt

w2

/(81uk)2 d:l:l = —/ ug - (anuk) d:l:l

1
w1

Analog folgt fiir das Integral mit i = 2

wq

/(32uk)2 dxs = _/ ug - (Ooour) dwo + [uk : (82uk)r27w4
w3 To=ws

w3

Falls wiederum eine der beiden Randbedingungen erfiillt ist

Dirichlet-RB: ug (1, ws) = ug(r1,ws) =0, Vi, € [wi,wo]

Neumann-RB: aguk(xl,W3) = 62uk(x1,w4) = 0, Vx1 € [wl,WQ]

dann folgt

w4

w4
/(82uk)2 dl‘Q = —/ ug - (agguk) dl‘Q

3
w3

Falls uy eine der zweidimensionalen Randbedingungen erfiillt

Dirichlet-RB: ug(wr, x2) = ug(we, z2) =0, Vg € w3, ws] A

. [ ]
= up(r1,ws) =0, Va1 € [wr,ws]
= Oyug(we,xe) =0, Vg € [ws,ws] A
[ ]

Oqup(x1,ws) = Ooup(x1,ws) =0, VYV € [wi,ws

ergibt sich zusammenfassend fiir die Summe der Integrale aus (3.23)
2

/(&uk)Q dr = —/uk . (811uk) dr — /uk . (822uk) dx
=1q

Q Q

=1
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3 Diskretisierung

ug - (alluk + 322uk) dx

uy, - (Auk) dx

I
P O

Damit kann der diffusive Glatter aus (3.22) analog zum eindimensionalen Fall formuliert
werden als:

Wie bereits im eindimensionalen Fall wird das in Sgif(u) enthaltene Integral, sowie der
Laplace-Operator approximiert, um den diskretisierten Glatter Sl (u) zu erhalten.

Unter der Voraussetzung, dass u mindestens dreimal stetig differenzierbar ist, folgt mit der
zweidimensionalen Mittelpunkteregel aus (3.3) fiir den zweidimensionalen Regularisierer:

2 myp mo

h h
Saifr (u ; QZZZW (i,y5) - Aug(2s,y5) + O (h] + h3)
k=1 1i=1 j=1

Analog zur eindimensionalen numerischen Differentiation, kann der Laplace-Operator A durch
eine diskretisierte Form A" approximiert werden.

Auy, = AMuy + O(h? + h3)

Unter Verwendung des diskretisierten Operators fiir die zweifache partielle Ableitung im ein-
dimensionalen Fall 9% aus (3.20) folgt fiir den diskretisierten Laplace-Operator, ausgewertete
an den CC-Gitterpunkten (z;,y;)

1

— (up(@ig1, y5) + wp(@iz1, y5) — 2up(@i, y;))+

My 1) =

1
72 (wp (i, Y1) + we(@i, yj—1) — 2uk(zi, yj))
Der auf alle Gitterpunkte angewandte Laplace Operator kann somit wie folgt formuliert werden
AMu = Agu

h12 (Em2 ®A£Ln1) +? (Ah ® En, )

h Ah 2 2
Adiff'_< Ah>€R e R

Ah

Beide Approximationen werden nun verwendet, um den diskretisierten, zweidimensionalen
Regularisierer zu erhalten:

mi ma

2
Skigr(u h1h2 D2 D wlwiy) - Alun(wi, yj)

k=1 i=1 j=1

hihs
_ T Ah —
= u Agigt
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3 Diskretisierung

Curvature Glaitter

Analog zum diffusiven Regularisierer kann der Curvature Regularisierer mit den bereits be-
kannten Methoden diskretisiert werden.

1
Scurv = 5 / Auk dx
k=19
2 2 mi1 me 9
2 2
5 ZZZ <A ” xl,yj)) + 02+ h2)
k=1i=1j
Daher definieren wir den diskretisierten Curvature Regularisierer als
_ hiha T _
Sty (@) := B u’ (Agiff> Agiffu
G —
= (}:LUI'V
hihy _
S(?urv( ) = 2 TA?urv

Wie gezeigt wurde, kdnnen beide Regularisierer in einer quadratischen Form wie folgt darge-
stellt werden:

S"(@) = %ﬂTAhﬂ (3.24)

Da die Matrix A" symmetrisch ist, ergibt sich die Ableitung des diskretisierten Regularisierers
yAv]

VSh(@) := hihy A (3.25)

Im Folgenden wird der diskretisierte Regularisierer immer mit S bezeichnet.

3.2.5 Die diskretisierte nichtparametrische Zielfunktion und ihre Ableitung
Die nichtparametrische Zielfunktion lautet
Jop(9) = D((Jo) " (T o 9),R) +a S(u)
Ihre diskretisierte Reprasentation ergibt sich aus den diskretisierten Bestandteilen wie folgt:
Top(®) =D" (B(®) - T (9).R) +a S"(m)

Mit der Darstellung des Distanzmales aus (3.17) und dem Regularisierer aus (3.24) kann die
Zielfunktion beschrieben werden als

hihy
T(@) = "2 1 @)1 () + o L

Die Ableitung dieser Funktion nach ihrem Optimierungsparameter ¢ ergibt sich aus den dif-
ferenzierten Teilfunktionen wie folgt:

Mhe r ghy
2

VIL(@) = VD" (B®)-T (9),R) +a VS"(u)
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3 Diskretisierung

Die Ableitung des diskretisierten Regularisierers
Sh(m) = %HTAIW
ist bereits aus (3.25) bekannt und lautet:
VSM@) = hyhy AMu

Die Ableitung der Distanzfunktion

-\ _ hihe

D" (B(@) T (@) R) ==~ r@" ()

lautet
VD" (B(®)- T (#), R) = hihaVr() - r(ip) € R¥™™
Die enthaltene Ableitung der Hilfsfunktion r

" ):(bn(J(SD))@Tl(SO)+b12(J(80))®T2( R >
v bor (J(@)) @ T1(B) + baa (J (@) © T2(@) — Ra

€l 6l

ergibt sich durch elementweise Differentiation entsprechend zu
2 B 2 B
Vr(p) = (Z V(b (J@) 0 Tr(®)) , D V(b (J()) © Tk(so))> € REmmaxamIm?
k=1 k=1

Die Ableitung der Summanden jeder Komponente ergibt sich durch Ableitung der enthaltenen
Funktionen b aus (3.15) und J aus (3.13) wie folgt:

V(bikz (J(@)) ® T}c(@)) = vap (bik (J(@)) ® Tk(ﬁ)) € R2mamexXmims
=VJ(@) - Vb, (J(@)) - diag (Tr(@)) + VTi(®) - diag(bir, (J(®)) )

Jjeweils mit Vb;; € R4m1imaxmyms

1
c(J) =
c(J) (J11 © J2g — J12 ® J21)
diag <—E(J)2 O] (J22)2)
Vb, = diag (¢(J)*® Ji2 ® Ja)
diag ( €(J)? ® Jo1 ® Ja2)
diag (—¢(J)? ® Ji1 +¢(J))
diag (2(J)? @ Joz © Jo1)
diag ( ¢(J)? ® Ji2 © Jo1 —€(J))
Vle = . —_ 2 2
diag (—C(J) © (J21)
diag (e(J)? ® J11 © Ja1)
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3 Diskretisierung

diag ( €(J)? ® Ja2 ® Ji2)

Vg — diag (—E(J) © (J12) )
diag (—¢(J)? ® Jo1 © J12 — ¢(J))
diag (¢(J)? ® Ji1 © Ji2)
diag (— C(J) ® Ja ® Ji1 +¢(J))
diag ( €(J)? ® J12 ® Ji1)

Vb2 = | diag (2(J)2 ® Jor @ J1)

diag <—E(J)2 ©) (J11)2>

wobei die Potenzen elementweise gemeint sind.

Die Ableitung der Funktion zur Approximation der Jacobimatrix aus (3.13)
J@)=D-p
lautet entsprechend

VJ(a) — DT c RlemQ X4dmimso

Wie bereits im letzten Kapitel erwdhnt, sind die Ableitungen der Komponenten des Flussbildes
VT bedingt durch die gewshlte Bildfunktion aus Z, 5 und miissen fiir den jeweiligen Fall
bestimmt werden.

3.3 Nichtparametrische Zielfunktion mit
Basistransformation als Parameter

Die nichtparametrische Zielfunktion mit Basistransformation als zusitzlichen Optimierungs-
parameter lautet

Jopp(, B) =D(B- (T o), R) + o S(u) + 8 P (B, )

In den vorangeganenen Kapiteln wurde bereits der Regularisierer S und das enthaltene Di-
stanzmaR D diskretisiert. Eine Anpassung ist noch hinsichtlich der im Argument enthaltenen
Basistransformation notwendig.

3.3.1 Basistransformation

Die Basistransformation als Optimierungsparameter wird als eine Funktion aufgefasst, die
jedem Datenpunkt eine Matrix zuordnet. Entsprechend weist die Abbildung B jedem Gitter-
punkt vier Werte zu, die zur Reorientierung im zweidimensionalen Fall notwendig sind.

8 &8 &8 &l

(@)
B(z) = E% e Rimm2 - B, RImm2 _y grume (3.26)
(7)
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Die Teilfunktionen B;; repréasentieren dabei jeweils eine Komponente der 2 x 2 Basistransfor-
mation B fiir einen Datenpunkt. Das basistransformierte, deformierte Template kann unter
Verwendung dieser Funktion als eine Vektormultiplikation dargestellt werden:

< Bi1 © T1(p) + Bi2 © Ta(p) )
B1 © T1(P) + Ba2a © T2(P)

Das diskretisierte Distanzmal mit dem passenden Argument ergibt sich zu

h B oTi(®)+BroT(p) \ -
b (( Bs1 ©T1(9) + Baa © T2() ) 7R>

Wie bereits bei den Zielfunktionen J, und Jnp, kann das diskretisierte Distanzmall unter
Verwendung einer Hilfsfunktion » formuliert werden

_ = B (@ ©T(@) + Bi2 (T) ©T2(p) — R1
r(®B) = ( Ba1 (%) 0 T1(p) + B (¥ )®T2(90)—R2>

Das in der Zielfunktion J,pp enthaltene diskretisierte SSD-MaR lautet entsprechend

BioTi(@) +B2oTa(p) \ 5\ _ Mhe o1 —
Dh(( BiQTi( )+BZQT§( )>’R>— 5 " (®.B) -r(®B) (3.27)

Diese Darstellung wird spater die Bildung der Ableitung erleichtern.

3.3.2 Strafterm

Der Strafterm aus (2.23) lautet

/ |B(x _ B de

Der Strafterm wird im Folgenden in drei Schritten diskretisiert:

Zu Beginn wird die in der Matrixdifferenz enthaltene Jacobimatrix der Deformation ¢ mit der
Funktion J aus (3.13) durch finite Differenzen approximiert.

AnschlieRend wird die Frobeniusnorm in eine Vektornorm Utberfiihrt und am Ende wird zur
Approximation des Integrals die Mittelpunktregel wie in den vorangegangenen Kapiteln ver-
wendet.

Approximation der Jacobimatrix

Die Basistransformationsmatrix fiir den Punkt z € R? lautet

_ ( Bu(z) Bia(z) X
B(z) = ( Boi(z) Boo(x) ) e R?x2

Die approximierte Jacobimatrix aus (3.11) ausgewertet an einem Datenpunkt lautet

oy, o1(x) O pr(x)
(@) = Jj(x) = <8h1<p;($) 8h2¢;<x>>
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Zur Vereinfachung der Schreibweise wird im Folgenden auf den Index ¢ verzichtet

hip) — Jﬁ(x) J{E(m)
7@ = (4 ke

Die in der Frobeniusnorm enthaltene Matrixdifferenz ergibt sich unter Verwendung der Ap-
proximation zu

B(z) - Jp(x)

_ 71h 2x2
)-Jq,(:z:)eRX

— By ~ B(z) - J"(x) — E;
_ ( Bu1(2)J{y(z) + Biz(2) i () =1 Bui(z)J3y(x) + Biz(x)J3y(2)
Boy (ﬂf)thl(x) + 322(1’)‘]51(%)

Die Eintrage dieser Matrix werden spalteweise in einem Vektor untereinander geschrieben und
in einer Hilfsfunktion p wie folgt zusammengefasst:

g (o

h _ 21T T) + baa(w x | p2= 4

UB)@) = | B (@) (o) + By e) || pate) | €F
Boi(z)J{5(x) 4+ Baa(x)J5y(x) — pa(x)

Mit dieser Funktion kann die Matrixnorm umformuliert werden.

Ersetzen der Frobeniusnorm
Die Frobeniusnorm im Strafterm kann mit der Funktion p durch eine euklidische Vektornorm
ersetzt werden:

1B(2) - Jy(z) = Er|%

%
%
&
<
>
o

|
5

2

Il
N\
s
—
<
\_3‘
S
~—
&

Approximation des Integrals mit der Mittelpunktregel
Das Ersetzen der Frobeniusnorm durch ihre Approximation ergibt als Naherung des Integrals
iiber den Bildbereich

[ 1B @MMN/ZM d

Unter der Voraussetzung, dass die py(x) mindestens zweifach stetig differenzierbare Funk-
tionen sind, kann das Integral mit der Mittelpunktregel an den CC-Gitterpunkten (z;,y;)
angegeben werden als

mo Mmi
/zpk e = hy- 30503 () + OB + 1)
Q=1 j=1 i=1 k=1
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3 Diskretisierung

Bei Vernachlassigung des Strafterms folgt die Approximation des Integrals

4 mg mp 4

|3 tnle)? do = e 3050 Y Gl

k=1 j=1i=1 k=1
Als Approximation des Fehlerterms wird daher folgender Term gewahlt:

4 mo mq

7”‘(%3)ZAIIB(x)'Jw(x)—E2II§ de~hihy-) Y Y (p(@iy)))’

k=1 j=1 i=1

Vektorschreibweise

Die Vektorschreibweise fiir die diskretisierte Deformation wird konstruiert, indem die Teilfunk-
tionen py an allen Gitterpunkten ausgewertet und anschlieRend konkateniert werden.

Dazu wird die zu Beginn vorgestellte Funktion B aus (3.26) verwendet, welche die Basistrans-
formation fiir alle Datenpunkte liefert. AuBerdem werden die Teilfunktionen J;; zur Schatzung
der Komponenten der Jacobimatrizen aus (3.13) angewandt. Die Hilfsfunktion p wird zur
vektorwertigen Hilfsfunktion wie folgt

o2
— S\ | D2(®, B)(®T dmyma
p(ap,B)(x) = ]793(6,?) ) eR
]34 (@) B) (j)
mit
P1(, B) (%) = Bui(T) © J11 (¥) + B12(T) © Ja1 (p) — 1
P2(®, B) (T) = Ba1(%) © Ji1 (§) + Baa(T) © Jo1 (9)
p3(%, B) (%) = B11(Z) ©® J12 (¢) + B12(T) © Jo2 ()
P4(®, B)(T) = Ba1(T) © J12 (7) + Boa(T) © Jo2 (7) — 1
Angewandt auf den Strafterm
P(o.B) = [ 1) Jo(o) ~ Ealfy do
Q
folgt der diskretisierter Strafterm P" : R6mim2 _ R
P, B) = hihs (p(7,B))" - p(%, B) (3.28)

Die vollstandig diskretisierte Zielfunktion kann nun aus den diskretisierten Bestandteilen zu-
sammengesetzt werden.

3.3.3 Die diskretisierte Zielfunktion und ihre Ableitung

Die Zielfunktion lautet bisher:

Jopb(9, B) =D (B (T'o¢), R) + o S(u) + B P (¢, B)
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3 Diskretisierung

Die diskretisierte Zielfunktion ergibt sich aus den diskretisierten Bestandteilen zu

B © T1(?) + Bia © Ta()
@B =0 ((BCRG BTG ) ) -t P

mit den entsprechenden Definitionen aus (3.27), (3.24) und (3.28) folgt

Ihz, (7, B

_ _ hih _ _
o (. B) = ) 7 (7.B) + a=ytul Alu+ Bhuhe (p(2.5))" (% 5)

Die Ableitung ergibt sich erneut als Summe der Ableitungen der Summanden. Diesmal muss
beachtet werden, dass neben der Bestimmung der Ableitung entsprechend ¢, zusatzlich nach
dem neuen Optimierungsparameter B differenziert werden muss, um die vollstandige Ablei-
tung zu erhalten.

h h B11 ©T1(®) + B2 © T2(9) h h
anpb (907 ) VD (( 321@71(6)4-322@72(@) ) R) +aVs§ ( )"‘/va (‘Pa )

Im Folgenden werden die Ableitungen der Summanden einzeln hergeleitet.

Ableitung des Distanzmales
Das diskretisierte Distanzmall aus (3.27) lautet:

n(( BuoOTi®) +BeoTy(p) \ -\ _ hhe _ —1 _ —
D << BQI@TI((P)—FBQQQTQ(@))’R) 2 (907B) 'T(QO7B)

Die Verwendung der Hilfsfunktion r erlaubt eine kompakte Darstellung der zugehérigen Ab-
leitung wie folgt:

By ®T1(<P)+Bl2®T2(g0)> ) T =
vD" b 27 )V R) = hmhoVr (3,B) -7 (3, B
<< Bo1 ©T1(¢) + B2 © T2(9) thoVr (%, B)" v (@, B)

Die Ableitung der Hilfsfunktion Vr (5, B) ergibt sich aus den Ableitungen der Teilfunktionen.

Die Elemente von

_ = _ [ Bu (@) ©T1(p) + Bia (7) © Ta(p) — R
@ B@ = ( Bu () © T1() + Bz (v) © Ta(3) — R )

ZBlk( ) O Tk(P) — Ra
k;l Boy, () © Tr(®) — Ro

werden einzeln differenziert. Die Ableitung nach ¢ und B lauten jeweils

Ve (Bij (@) © T;() — Ri) = VI;(p) - diag (T;() © Bj; (z)) € R¥mmaxmms
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Vi (B () 0T;(®) - R;) = {diag(Tj(¢)) a(i,rfit: (4, 5)

Fiir die Ableitungen von r folgt

2 2
V,r (@, B) = (Z Ve (Bik (@) 0Tw(®) » Y _ Ve (B (T) © T (@))
k=1

VB“’I”(E, B) = (dlag(Tl (@)) Zmyms ) € RM1m2X2myms
VBQT(@a B) = ( Zm1m2 dlag(TQ(a))>
vBllr(Ga B)
— Vg, (@, B)
\V4 ,B) = 21"\¥
7 T(SO ) vBlQT(SOa B)
VB22T(¢a B)

Werden die Ableitungen zusammengefiihrt, ergibt sich:

S Vor (@, B o
w68 = () ) xm

Ableitung des Regularisierers
Die Ableitung des Regularisierers nach ¢ ist bereits aus (3.25) bekannt und lautet:

V,S"(@) = hihy A'u

Da die Basistransformation B nicht im Regularisierer enthalten ist, verschwindet die Ableitung
fiir alle Teilfunktionen B;;

vBijSh(ﬂ) = Zmimg = 0

Die zusammengesetzte Ableitung ergibt sich zu

V¢8h<ﬂ) hihs Al
vBuSh(ﬂ) Zmyima
VSh"@) = | Vg, S"@) | =] zmims e ROmim2
vBmSh(ﬂ) Zmyima
VB22Sh(ﬂ) Zmima

Ableitung des Strafterms
Der diskretisierte Strafterm lautet:

Ph(@v E) = hihg (p(¢7 E))T

-p(@,B)

Analog zur Vorgehensweise bei der Bestimmung der Ableitung des DistanzmalRes, kann die
zugehorige Ableitung unter Verwendung der Hilfsfunktion wie folgt angegeben werden:

VP"@,B) = 2hihy V (p(%, B)) - p(@. B)
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3 Diskretisierung

Die Ableitung V (p(@, E)) ergibt sich aus den differenzierten Teilfunktionen py.

Mit den Teilfunktionen der Basistransformation B;; aus (3.26) und den Funktionen zur Schét-
zung der Jacobimatrix von ¢ J;; aus (3.13) folgt

Vop1 (8, B) = VJi1 (@) - diag(Bi1) + Va1 (@) - diag(Bi2) € R*Mm2xmms
Vp2 (8, B) = VJi1 () - diag(Ba1) + VJa1 () - diag(Baz)
Veps (2, B) = VJi2 () - diag(Bi1) + V.Jaz (@) - diag(Bi2)
V¢p4 (@, E) =VJio (@) . dlag<321) + Va2 (@) . diag(ng)
= Vep(@,B) = (Ver1 (.B) Vo2 (2,B)  Vers (8.B)  Vips (7, B)) e RImmximme

Mit der Nullmatrix Z := Z,, 1, lauten die Ableitungen der J;; nach ¢

Vi = (D, 2)T
Vo= (Z D,)"
VJia=(D, 2Z)"
VJw=(Z D,)"

Die Ableitung von p nach der Basistransformation B lautet

diag (J11 (@)) Z diag (J12 (@)) Z
o Z g (@) 2 diag(12®) | e,
Ver@B) = | Gagm) oz degUn() oz | SR
Z diag (Jo1 (¥)) Z diag (Jo22 (¥))

Durch Konkatenation der einzelnen Ableitungen ergibt sich die Ableitung zu

- R\ — VSD p(¢7 B) 6mimaxX4dmima
W8 - (e m ) F

Die Ableitung des Strafterms ist durch die Ableitung der Hilfsfunktion vollsténdig beschrieben
wie folgt

VP"®,B) =2 (Vp (,B)) p (@, B) € RO™m>

Die Ableitung der Zielfunktion Jypp ist durch die Ableitungen der Summanden voll bestimmt
und lautet

Ve (7, B) = VD" () + aVS" (@) + VP (35, B)

Die Beschreibung der Zielfunktionen ist unvollstindig, da bisher noch keine Bildfunktion
festgelegt wurde. Die bisherige Forderung, dass es sich dabei um eine stetig, differenzierbare
Funktion handeln soll, wird im Folgenden spezifiziert.

44



3 Diskretisierung

3.4 Interpolation

Bilder sind diskete Darstellungen von Ausschnitten der stetigen Realitat, die durch punktuelle
Messungen von bestimmten Sensoren verschiedenster Art enstehen.

Fiir die Deformation von Bildern wurde die stetige Abbildung ¢ eingefiihrt, welche einen Ort an
einen anderen Ort transformiert. Da Bilder auf dem entstehenden deformierten Bildbereich
ausgewertet werden miissen, wurden skalar- und vektorwertige Bilder im vorangegangenen
Kapitel 2 als eine kontinuierliche Funktion definiert.

Im Gegensatz dazu, fiihren die iiblichen Messverfahren, auch in der medizinischen Bildgebung,
zu digitalen Bildern, die aus einer begrenzten Anzahl von Pixel oder Voxel bestehen und
somit diskret sind. Um aus diesen vorliegenden diskreten Messungen stetige Abbildungen zu
gewinnen, wurden sie mit kubische B-Splines interpoliert. Diese kdnnen dann an beliebigen
Stellen ausgewertet werden, so dass eine Auswertung auf einem regelmaRigem Gitter ebenfalls
moglich ist.

Zudem handelt es sich hierbei um Polynome dritten Grades, so dass die Bestimmung der
Ableitung problemlos erfolgen kann.

Nachdem alle Zielfunktionen diskretisiert und differenziert vorliegen, werden im folgenden
Kapitel die verwendeten numerischen Optimierungsverfahren vorgestellt um die Werte der
Parameter zu approximieren, welche die Funktionen minimieren, und somit das zu Beginn
erlduterte Bildregistrierungsproblem zu 18sen.
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4 Numerische Optimierungsverfahren

Das Bildregistrierungsproblem besteht darin, eine Funktion ¢ zu finden, welche eine Ziel-
funktion 7 minimiert. Wie bereits erlautert, ist die Losung mit analytischen Methoden nicht
berechenbar.

Um die Anwendung von numerischen Optimierungsverfahren zu ermdglichen, wurden die in
Kapitel 2 vorgestellten Zielfunktionen diskretisiert.

In diesem Kapitel werden problemangepasste Verfahren aus [6] vorgestellt, um eine numerische
Losung des Minimierungsproblems zu ermitteln.

Die diskretisierten Zielfunktionen lauten:

Jh () = D" (4,1 - T(%), R)
T () = D" (B -T(@@ + aS"(w) -
Tioy (7. B) =" (( GO T1E PR 0 TP ) R) +ast @) + 5P B)

Zur numerischen Bestimmung der Minimierer der Zielfunktionen wird ein allgemeines Ab-
stiegsverfahren mit dem Gauli-Newton-Verfahren verwendet.

Dabei wird ausgehend von einem fest gewdhltem Startwert x in jedem Iterationsschritt ei-
ne Suchrichtung p, und eine Schrittweite oy berechnet, um die neue lterierte wie folgt zu
bestimmen

Th+1l = Tk + Ok Pk

Tk, Pk € Rn, o € Rt

Im Folgenden werden die Suchrichtung und die Schrittweite bestimmt.

4.1 Bestimmung der Suchrichtung

Bei einer gegebenen Schrittweite o wird eine Suchrichtung p gesucht, fiir die gilt, dass der
neue Funktionswert kleiner sein soll als der vorherige:

flx+ap) < f(z)

Mit Approximation durch die Taylornetwicklung, lautet der Funktionswert der neuen Iterierten
fla+ap) = f(z) + aVf(z)"p+O(a?)

eingesetzt in die erste Ungleichung folgt

f(@) +aVf)p+0(®) < f(x)
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4 Numerische Optimierungsverfahren

s aVf(@)p+0?) <0
Fiir kleine a kann der Fehlerterm vernachldssigt werden, so dass folgt
V() 'p<0

Jede Suchrichtung p, welche diese Eigenschaft erfiillt, heilt Abstiegsrichtung.

Das bestehende Minimierungsproblem kann als ein ,least-squares” Problem formuliert werden,
da jede Teilfunktion D", S und P" als eine Summe von quadrierten Teilfunktionen wie folgt
aufgefasst werden kann:

r:R*"—=R" r,:R"—>R

F) = 5 32 (@) = 5 @) = 5r@)r()

i=1

Mit gegebener Funktion

f(z) = (@)l

wird eine Abstiegsrichtung p gesucht, die den Funktionswert minimiert
min f(z + p)

Der Funktionswert kann durch die Taylorentwicklung der Hilfsfunktion r approximiert werden
als

f@+p)=rz+p)l5
~ ||r(z) + Vr(z)Tp|s =: f(p)

Diese Funktion soll in p minimiert werden. Gesucht ist demzufolge ein p, fiir das der zugehdrige
Gradient verschwindet

Vip) = Vr(z)(r(z) + (Vr(z)Tp) =0

& Vr(z) r(z) + Vr(x) (VT(J:))Tp 0

Dies fiihrt zu folgendem Gleichungssystem
(Vr(a:) Vr(x)T) p=—Vr(z) r(z)

Dieses lineare Gleichungssystem ist 16sbar, da die Matrix (Vr(z) Vr(z)”) symmetrisch po-
sitiv definit (s.p.d.) ist.

p=— (Vr(cc) VT(JJ)T)_I Vr(z) r(z)

47



4 Numerische Optimierungsverfahren

Wegen
V2f(p) = (Vr(z) Vr(x)T) sp.d.

folgt, dass p ein Minimum von fist.

Diese Vorgehensweise zur Bestimmung der Suchrichtung p nennt sich GauB-Newton-Verfahren.
Es ist dem Newton-Verfahren darin iiberlegen, dass die zweite Ableitung der Funktion f nicht
in jedem lIterationsschritt bestimmt werden muss, da sie durch erste Ableitungen approximiert
wird.

4.2 Schrittweitenbestimmung

Angenommen eine Suchrichtung p sei fest gegeben, dann wird eine Schrittweite o* gesucht,
so dass der Funktionswert der neuen lterierten in Richtung p minimiert wird, so dass gilt

a* =argmin f(z + a p)
«

Die Wolfe-Bedingung (manchmal auch Armijo-Bedingung) sorgt dafiir, dass die Zielfunktio-
nen einen hinreichenden Abstieg erfahrt und lautet

flagpsr) < f(zg) +c- an(xk)Tpk, c€)0,1]

Armijo-Verfahren

Zur Bestimmung des optimalen o, wird ausgehend von o = 1 die aktuelle Schrittweite so
lange halbiert, bis die Wolfe-Bedingung erfiillt ist. Falls stattdessen eine maximale Anzahl an
Iterationen iiberschritten wurde, ist die Suche in die Richtung p fehlgeschlagen.

Wenn t die Anzahl der Iterationen bezeichnet, ergibt sich die zugehdrige Schrittweite wie folgt
a=2"

Da die Schrittweite « bereits bei relativ geringen ¢ so klein wird, dass nur noch eine unwe-
sentliche Verdnderungen der lterierten bewirkt werden kann, sollte die lteration bereits nach
wenigen Schritten (z.b. 10) abgebrochen werden.

Mit den Verfahren zur Bestimmung der Suchrichtung und der Schrittweite kann die zu Beginn
vorgestellte Iteration durchgefiihrt werden. Zur Vermeidung von Endlosschleifen sind sinnvolle
Bedingungen notwendig, die gewahrleisten, dass es in jedem Fall zu einem Abbruch kommt.

4.3 Abbruchkriterien

Es muss dafiir gesorgt werden, dass die Iteration in jedem Fall stoppt, daher sind Abbruchbe-
dingungen unerldsslich. Die iterative Suche ist beendet, wenn keine Losung gefunden werden
konnte oder wenn eine hinreichend gute Losung gefunden wurde.

Es werden die fiinf Abbruchkriterien nach Gill, Murray und Wright [2] verwendet. Diese lauten
wie folgt:
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(KL [f(@rp1) = Fp)| <7 (L+ | f(@rra)])

ist erfiillt, wenn es keinen Abstieg in den Funktionswerten mehr gibt.

2
(K2) llss — a2 < 7 (1 + g )
Es gibt keine (groBen) Anderungen zwischen den Iterationswerten.

(K3) IV F(znri)llz < /7 L+ |f (zh41)])

gilt, wenn die Gradientennorm zu klein wird.

(K4) |V f(area)ll3 <e
Der Gradient ist kleiner als die Maschinengenauigkeit.

(K5) k > kmax
Die maximale Anzahl an lterationen ist erreicht.

Der Abbruch der Iteration erfolgt, wenn (K1 A K2 A K3) V K4 Vv K5.

Die Ergebnisse im folgenden Kapitel sind das Resultat einer numerischen Optimierung auf 0,
® und ggf. B, unter Verwendung der hier vorgestellten Verfahren.
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5 Ergebnisse

Im Folgenden wird gezeigt, dass die Registrierung von Flussdaten mit den vorgestellten drei
Zielfunktionen erfolgreich durchgefiihrt werden kann. Dazu werden die Verfahren an konstru-
ierten Beispieldaten getestet, welche grundsatzlich an die Struktur von BlutgefaBen angelehnt
sind. Dabei handelt es sich um Vektorfelder, die den Fluss in einer RShrenstruktur simulieren.
Durch Anwendung der verschiedenen Verfahren auf die synthetischen Daten werden die Ge-
meinsamkeiten und Unterschiede zwischen den Ansdtzen basierend auf den drei Zielfunktionen
erldutert.

5.1 Validierung fiir parametrische Deformationen

Zu Beginn wird die parametrische Registrierung mit jr? evaluiert. Dazu wird gezeigt, dass die
Deformationen, welche auf einer affin-linearen Abbildung basieren, erfolgreich rekonstruiert
werden kdnnen.

Fiir die Experimente wird als Template T eine gerade R&hrenstruktur mit einem gleichma-
Bigem Fluss verwendet. Das Referenzbild R ist jeweils aus T' durch eine parametrische De-
formation entstanden und wird durch den Ansatz mit der parametrischen Zielfunktion jph
registriert.

5.1.1 Translation

Um zu verifizieren, dass der vorgestellte parametrische Ansatz Translationen rekonstruieren
kann, wird das Referenzbild R aus dem Templatebild 7' durch eine Verschiebung erstellt.
Diese sind in den ersten zwei Spalten der Abbildung 5.1 dargestellt. Das Ergebnis der Regis-
trierung ist durch das deformierte Template T, in der letzten Spalte abgebildet. Ein Vergleich
zwischen T" und T, zeigt, dass die Lange und Orientierung der Bildvektoren erhalten bleiben.
Zusatzlich lasst sich feststellen, dass das deformierte Template T, dem Referenzbild R ent-
spricht, bis auf kleine Abweichungen am Rand der Rohrenstruktur, die hier bedingt durch die
Interpolationsmethode auftreten.

Abbildung 5.1: Registrierungsergebnis der Translation eines gleichmiRigen Vektorfeldes mit Jy".
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5.1.2 Skalierung

Fiir dieses Experiment wurde R aus T durch einer Verdnderung der Breite des Flusses und
der Lange der Vektoren erstellt.

In der Abbildung 5.2 sind in den ersten beiden Spalten R und T dargestellt. In der ersten Zeile
wurden die Vektoren in R relativ zu denen von T verlangert, in der zweiten Zeile entsprechend
gekiirzt. Die dritte Spalte dieser Abbildung zeigt, dass im deformierten Template 7, jeweils die
erwartete erhdhte bzw. verkiirzte Lange der Vektoren aus R erreicht wurde. Die Verbreiterung
des Flusses wurde fiir beide Varianten ebenfalls erfolgreich erzielt.

R T T,

Abbildung 5.2: Registrierungsergebnis der Skalierung eines gleichmaRigen Vektorfeldes mit J7.".

5.1.3 Scherung

Durch die Scherung eines gleichférmigen Flusses T' ensteht das Referenzbild R. Fiir eine
erfolgreiche Registrierung wird erwartet, dass R aus 1" so rekonstruiert wird, dass die Lange der
Vektoren, sowie die vom Vektorfeld eingenommene Flache, erhalten bleibt. Tatsichlich wird
die erwartete Struktur in dem deformierten Template T, erreicht. Dies wird in der Abbildung
5.3 veranschaulicht, in der wie bisher in den ersten drei Spalten jeweils das Referenz- und
Templatebild, sowie das deformierte Template dargestellt werden. Das deformierte Gitter in
der vierten Spalte zeigt, dass die Deformation die angestrebte Gestalt eines Parallelogramms
aufweist, welche durch die Scherung eines Rechtecks ensteht.
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5 Ergebnisse

Abbildung 5.3: Registrierungsergebnis der Scherung eines Vektorfeldes mit 7"

5.1.4 Rotation

Bei der Rotation eines Vektorfeldes wird erwartet, dass die Linge der Vektoren erhalten bleibt,
wahrend sich ihre Richtung entsprechend dem gewihlten Drehwinkel dndert. Fiir das Regis-
trierungsproblem wird das Referenzbild R daher als eine rotierte Version von T gewihlt. Diese
sind in der Abbildung 5.4 in den ersten beiden Spalten dargestellt. Das durch die geschatzten
Parameter der Registrierung deformierte Template 7, befindet sich in der dritten Spalte. Der
Vergleich zeigt, dass T, eine treffend gedrehte Variante von T ist, die R entspricht. Die zu
Grunde liegende geschitzte Deformation ist gleichférmig und langen-, sowie winkelerhaltend,
was auch in der Darstellung des deformierten Gitters in der vierten Spalte der Abbildung 5.4
zu erkennen ist.
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Abbildung 5.4: Registrierungsergebnis einer Rotation eines Vektorfeldes mit J,".

5.1.5 Nicht affin-lineare Deformation

Liegt eine nicht affin-lineare Deformationen vor, wie beispielsweise eine lokale Verdnderung
des Flusses, liefert dieser Ansatz unzureichende Ergebnisse.

Fiir das Registrierungsproblem aus Abbildung 5.5, wurde das bisher verwendete gerade GefiR
lokal verengt um ein Referenzbild zu erhalten. Das abgebildete deformierte Template und das
deformierte Gitter zeigen, dass der parametrische Ansatz in diesem Beispiel falschlicherwei-
se zur Schatzung der Identitdt als Deformation fiihrt. Dies veranschaulicht, dass derartige
Verdanderungen nicht mehr kompensiert werden kdnnen.

Zusammenfassend ldsst sich feststellen, dass zu Grunde liegende affin-lineare Deformationen
mit der parametrischen Registrierung durch jph korrekt rekonstruiert werden.
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Abbildung 5.5: Registrierungsergebnis der parametrischen Registrierung fiir eine GefaRverengung.

5.2 Validierung fiir nichtparametrische Deformationen

In diesem Abschnitt wird die Registrierung von Vektorfeldern mit den nichtparametrischen
Ansitzen basierend auf den zwei Zielfunktionen Jn’:) und Jnhb fiir verschiedene Beispiele
durchgefiithrt und bewertet. Dazu werden zundchst Beispiele betrachtet, die an eine Stenose
und Dilatation von BlutgefaRen angelehnt sind.

Anschlielend werden globale Verdnderungen eines Bildauschnittes durch jeweils ein Beispiel
fir eine einfache und zweifache Biegung eines Blutgefales betrachtet, wobei dann zusatzlich
unterschiedliche Flussgeschwindigkeiten beriicksichtigt werden.

Die prasentierten Ergebnisse wurden durch manuelle Festlegung der Parameter erzeugt und
stellen eine Repréasentantion der Gesamtheit der getesteten Paramter da.

5.2.1 Lokale Deformationen

Als Beispiele fiir lokale Verdnderungen von Blutgefaen werden jeweils eine Vasokonstriktion
(GefdBverengung) und eine Vasodilatation (GefaRerweiterung) betrachtet. Es wird erwartet,
dass die Strukturen im Referenzbild hauptsdchlich durch lokale Adaption des Templatebildes
mit der geschatzten Deformation erreicht werden.

Zur Festestellung ob die nichtparametrische Registrierung lokale Verengungen in Gefélen er-
folgreich registrieren kann, wurde eine raumlich begrenzte Verringerung des GefaRdurchmes-
sers simuliert, die durch Transformation eines gleichformigen Flusses mit einer nichtlinearen
Deformation erwirkt wurde. Die Richtung der Vektoren wird durch die umgebene GefaRstruk-
tur beeinflusst, so dass die Flussvektoren vor der Verengung zur Mitte des Gefdlles weisen,
und danach auseinanderstreben, wie es physiologisch erwartet wird. Die Strémung vor und
nach der Verengung bleibt homogen und unidirektional.

Das zugehdrige Registrierungsproblem wird in der ersten Zeile der Abbildung 5.6 dargestellt. Es
hat sich gezeigt, dass beide nichtparametrische Ansitze in der Lage sind die neue Flussstruktur
erfolgreich durch die geschitzten Parameter zu rekonstruieren.

In der zweiten und dritten Zeile der Abbildung 5.6 sind jeweils die Registrierungsergebnisse mit
den beiden nichtlinearen Ansdtzen basierend auf den Zielfunktionen jn};) und jnf;b dargestellt.
Diese zeigen, dass das deformierte Template T, jeweils dem Referenzbild R entspricht, bis
auf kleine, vernachldssigbare Interpolationsfehler am GefidRrand, die in der dritten Spalte
dargestellt sind. Die Betrachtung der deformierten Gitter in der zweiten Spalte zeigt, dass die
Deformationen lokal wirken.
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Abbildung 5.6: Ergebnis der nichtparametrischen Registrierung fiir lokal verengte BlutgefaRe.
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ITe — Rl

Abbildung 5.7: Ergebnis der nichtparametrischen Registrierung fiir lokal ausgedehnte BlutgefiRe.

Als weiteres Beispiel wird die lokale Dilatation eines GefidRes betrachtet, die hier ebenfalls
durch die Anwendung einer nichtparametrischen Deformation auf einen gleichférmigen Fluss
herbeigefiihrt wurde. Wie im vorangeganenen Beispiel, passen sich die enthaltenen Flussvek-
toren der umliegenden simulierten GefaRstruktur durch eine angemessene Adaption ihrer Ori-
entierung an den entsprechenden Stellen an, wéhrend ihre Lange weitgehend erhalten bleibt.
Das dieser Beschreibung entsprechende Registrierungsproblem bestehend aus Template- und
Referenzbild wird in der ersten Zeile der Abbildung 5.7 dargstellt.

Wie die erste Spalte dieser Abbildung veranschaulicht, wird durch die Registrierung mit beiden
nichtparametrischen Zielfunktionen eine zufriedenstellende Ahnlichkeit zwischen dem defor-
mierten Template und dem Referenzbild erreicht. Das Differenzbild in der dritten Spalte zeigt,
dass die verbleibenden Fehler gering sind und sich wie bereits im vorangeganenen Beispiel, aus-
schlieBlich im Randbereich befinden. Das zugehérige Gitter in der zweiten Spalte belegt, dass
die groBte Deformation in dem Bereich vorliegt, in dem die Unterschiede zwischen Referenz-
und Templatebild am gréBten sind.

5.2.2 Globale Deformationen

Neben den bisher ausgewdhlten lokalen Verdnderungen eines GefdBes innerhalb eines Bild-
ausschnittes, werden im Folgenden globale Verdnderungen am physiologisch naheliegendem
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Beispiel von gebogenen Blutgefilstrukturen betrachtet.

Das erste Beispiel ist durch die einfache, einseitige Biegung eines homogenen Flusses erzeugt
worden, wobei die Flussgeschwindigkeiten am Rand jeweils leicht beschleunigt wurden, so dass
die Vektoren am oberen und unteren Ende jeweils vergleichsweise langer sind als in der Mitte
des GefdBes. Die Orientierung der Flussvektoren wird durch die umgebende GefaBstruktur
bestimmt. Wird der Verlauf von unten nach oben in Flussrichtung betrachtet, weisen die
Vektoren am unteren Rand nach links, richten sich dann bis zur GefaBmitte zunehmend nach
oben aus, um anschlieBend die Richtung des Stromes nach rechts einzunehmen.
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Abbildung 5.8: Ergebnis der nichtparametrischen Registrierung fiir ein einseitig gebogenes Blutgefal.

Die Abbildung 5.8 zeigt das beschriebene Beispiel, reprasentiert in Template- und Referenzbild
in der ersten Zeile. Die Registrierung unter Verwendung der Ansatze mit den zwei vorgestellten
nichtparametrischen Zielfunktionen liefern eine fast fehlerlose Rekonstruktion der erstellten
Krimmung inklusive der partiell verschiedenen Flussgeschwindigkeiten, wie die zweite und
dritte Zeile der Abbildung veranschaulicht. Die geschatzen Deformationen geben die erwartete
Strukturveranderung wieder und entsprechen einander qualitativ.

Zur Erhéhung des Schwierigkeitsgrades und somit zur Erkundung der Grenzen der Algorith-
men, wird im Folgenden ein zweifach gebogenenes Blutgefall simuliert, dessen Enden sich fast
diagonal gegeniiberliegen. Das GefaR wird leicht schmaler konstruiert als das im Template ge-
wiahlte. Zusatzlich wird die Flussgeschwindigkeit an einem Gefiende erneut erhdht, so dass
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keine vollstindige Rekonstruktion, sondern vermehrtes Auftreten von Randfehlern erwartet
wird.
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Abbildung 5.9: Ergebnis der nichtparametrischen Registrierung fiir ein zweifach gebogenes Blutgefal.

Das erlduterte Registrierungsproblem wird in der ersten Zeile der Abbildung 5.9 dargestellt
und basiert wie bisher auf einer nichtparametrischen Modifikation eines gleichformigen, unidi-
rektionalen Flusses, der erneut als Template dient. Das Ergebnis der Registrierung mit beiden
Zielfunktionen liefert eine hinreichende Anhlichkeit zwischen dem deformierten Template und
dem Referenzbild, wobei vergleichsweise mehr Fehler auftreten als bei dem vorangegangenen
Beispiel. Wie die zweite und dritte Zeile der Abbildung 5.9 zeigt, weist das deformierte Gitter
fir beiden Ansatzen eine Faltung in dem Breich auf, in dem die gréRten Unterschiede zwischen
dem Referenz und Templatebild bestehen.

Insgesamt belegen die durchgefiihrten Experimente, dass die nichtparametrische Registrierung
von Flussdaten mit beiden Ansitze der Zielfunktionen jn};, und jnhpb bei angemessener Para-
meterwahl erfolgreich durchgefiihrt werden kann, wobei die Ergebnisse qualitativ gleichwertig
sind.

Bisher sind die Ergebnisse ohne quantitative Informationen zu den gewidhlten Parametern
prasentiert worden. Im folgenden Abschnitt werden die Gemeinsamkeiten und Unterschiede
der zwei vorgestellten nichtparametrischen Ansitze vorgestellt und diskutiert.
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5.2.3 Verhalten bei Uber- und Unterregularisierung

Die vorgestellten Resultate der Experimente, entsprechen bisher denen, die von allen Parame-
terwahlen zu den besten Ergebnissen gefiihrt haben. Da diese fiir die betrachteten Beispiele
grundsatzlich fiir alle Kombinationen von der Wahl des Regularisierers und der Randbedin-
gung erzielt wurden, ist eine ausfiihrliche Diskussion iiber die qualitativ nicht vorhandenen
Unterschiede der Settings weder notwendig noch angebracht.

Obwohl die Resultate mit verschiedenen Regularisierungsparametern « erzeugt worden sind,
wird im Folgenden im Allgemeinen von dem optimalen Parameter als cipt gesprochen, wobei
dieser dann auf das jeweils betrachtet Beispiel bezogen ist. Diese Festlegung wird getroffen,
um die Begriffe Uber- und Unterregularisierung anschaulich beschreiben zu kdnnen.

Uberregularisierung

Wird der Regularisierer bei der Registrierung durch einen verhaltnismaRig groBen Regularisie-
rungsparameter o gewichtet, der iiber dem Wert des optimalen app: liegt, so wird dies als
Uberregularisierung bezeichnet. Da mit steigendem « die Glattheitsanforderungen an die zu
schitzende Deformation ¢ steigen, ndhert sich das Ergebnis der Identitit, je hdher oo gewdhlt
wird.

In Abbildung 5.10 wird in der letzten Spalte das Registrierungsergebnis aus 5.8 mit der Ziel-
funktion jn}; fir « = 10 prdsentiert. Die geschitzte Deformation fiir « = 10 entspricht
naherungsweise der Identitat. Bei der Registrierung unter Verwendung der Zielfunktion jnhpb,
wird auch mit extremen Werten fiir den Parameter /3 keine Anpassung erreicht, was in den
ersten drei Spalten der Abbildung 5.10 veranschaulicht wird.

j@wa:1o j%

B=10"° B=a B=10° a=10

Abbildung 5.10: Veranschaulichung des Einflusses eines groRen Regularisiserungsparameters « auf die
geschatze Deformation im Vergleich fiir beide nichtparametrischen Ansétze.

Die Auswertung der bereits gezeigten Beispielprobleme belegt ebenfalls, dass eine Uberre-
gularisierung nicht durch eine geschickte Wahl des Straftermparameters 3 zu kompensieren
ist.
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5 Ergebnisse

Unterregularisierung

Bei der Unterregularisierung wird die Registrierung mit einem Regularisierungsparameter «
durchgefiihrt, der deutlich unter dem optimalen Paramterwert aqp: liegt. Durch die entspre-
chend geringeren Glattheitsanforderungen kommt es dann verstarkt zu UnregelmaRigkeiten im
deformierten Gitter. Die dadurch herbeigefiihrten Resultate weisen teilweise eine chaotische
Struktur auf und entsprechen in der Regel nicht anndhrend dem gewiinschten Ergebnis.
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Abbildung 5.11: Veranschaulichung des Einflusses eines kleinen Regularisiserungsparameters « auf die
geschitze Deformation im Vergleich fiir beide nichtparametrischen Ansitze.

Die Registrierung unter Verwendung von zu kleinen Regularisierungsparametern (Werte unter
Qopt) Mit der Zielfunktion jn}f) fiihrt allgemein zur Schatzung von nicht glatten Deformatio-
nen, die durch starke Faltungen im deformierten Gitter gekennzeichnet sind. In der letzten
Spalte der Abbildung 5.11 wird anhand des Registrierungsbeispiels aus der Abbildung 5.8 eine
Unterregularisierung fiir o = 10~ veranschaulicht. Das zugehdrige deformierte Gitter in der
zweiten Zeile ist hier stark in sich selbst gefaltet. Das korrespondierende deformierte Templa-
te enthalt Flussvektoren verschiedenster Lange und Orientierungen, die vereinzelt an Stellen
auftreten, an denen weder Template- noch Referenzbild Fliisse aufweist.

Die ersten drei Spalten zeigen die Ergebnisse einer Registrierung mit der nichtparametrischen
Zielfunktion jn}:)b jeweils fiir denselben Parameterwert von « und variierenden Straftermpa-
rametern (. Im Vergleich zu den Resultaten der Zielfunktion jnhpb, weisen die deformierten
Gitter hier eine deutlich glattere Struktur auf, die sich durch deutlich weniger Faltungen aus-
zeichnet. Entsprechend weisen die deformierten Templates jeweils eine vergleichsweise hohere
Ahnlichkeit zum Referenzbild auf.

Wenn das Verhiltnis von « und 8 um mehr als zwei Zehnerpotenzen voneinander abweicht,
treten erneut verstdrkt UnregelmaRigkeiten in der geschadtzten Deformation auf.

Insgesamt belegt die Auswertung der Experimente, dass eine Unterregularisierung bei Ver-
wendung der Zielfunktion jn};)b teilweise durch eine geeignet Wahl des Straftermparameters
B kompensiert werden kann. Der genaue Wert fiir den Parameter ist problemabhangig. In den
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Beispielen haben sich besonders solche Werte bewahrt, die bis zu einer Zehnerpotenz von «
nach oben abweichen, so dass die Qualitdt der Ergebnisse wiederholt durch die Festlegung
B =~ a bzw. 8 =~ 10 - o gesteigert werden konnte. Diese Feststellung wurde in den Beispielen
fir lokale Deformationen sogar fiir solche Regularisierungsparameter « verifiziert, die bis zu
fiinf Zehnerpotenzen von agpe nach unten abweichen.

Einfluss des Straftermparameters 3

Die Auswirkungen des Straftermparameters 3 auf die Ergebnisse der nichparametrischen Re-
gistrierung wurden bisher fiir solche Regularisierungsparameter « betrachtet, die stark von
Qopt abweichen.

Wird der Parameter « in der ndheren Umgebung von aepe gewahlt, so zeigt sich, dass die
Registrierung unter Verwendung der Zielfunktion jnhpb dann die besten Ergebnisse liefert,
wenn der Straftermparameter 8 im Bereich a < 8 < 10 - « liegt.

In den Abbildungen 5.12 und 5.13 werden jeweils die Registrierungsergebnisse der nichtpa-
rametrischen Zielfunktionen fiir & = aope anhand von zwei bekannten Beispielen dargestellt.
Die letzte Spalte enthilt das deformierte Template und Gitter als Ergebnis der Registrierung
mit J,?p fiir den optimalen Registrierungsparameter agpt. In den ersten drei Spalten sind je-
weils die zugehdrigen Ergebnisse von Jr?pb fiir verschiedene Straftermparamter abgebildet. Es
zeigt sich, dass sich die geschatzte Deformation bei sinkendem (3 der Identitat immer starker
annahert, wihrend die Festlegung von sehr groen Werten fiir 8 nur bei extremen Werten zu
UnregelmiaRigkeiten im Gitter fiihrt.

Wird der Regularisierungsparameter jeweils um eine Zehnerpotenz kleiner als oqpe gewshlt,
treten bei der Regristrierung mit jni; in diesen Beispielen Faltungen im Gitter auf. Diese sind
in der letzten Spalte der Abbildungen 5.14 und 5.15 zu sehen. Ein Vergleich mit den ersten
drei Spalten veranschaulicht, dass die Anwendung der Zielfunktion jnfi, die Ergebnisse fiir
diese Fille deutlich verbessern kann. Gilt 5 ~ « wird eine glattere Deformation erreicht als
bei der Verwendung von jnf:). Fir kleinere Werte nihert sich die geschatzte Deformation der
Identitdt, wahrend bei groen Werten von 8 mit 5 > «, erneut UnregelmaRigkeiten auftreten.

Abschliefend wird die Auswirkung des Straftermparameters fiir solche Regularisierungspa-
rameter o betrachtet, die iiber agp liegen. Fiir die Registrierung mit jnhp wurde bereits
festgestellt, dass sich die geschitzte Deformation der Identitdt ndhert, wenn « sehr grof
gewihlt wird und entsprechend eine Uberregularisierung vorliegt. Diese Tendenz ist bereits
fiir weniger extreme o abzusehen, wenn o > oppe gewdhlt wird. In den Abbildungen 5.16
und 5.17 ist in der letzten Spalte wie bisher das deformierte Template und Gitter der Regis-
trierung mit jn}t') dargestellt. Ein Vergleich mit den Abbildungen 5.12 und 5.13 zeigt, dass
die Deformation bereits weniger ausgepragt ist. Entsprechend der dadurch bedingten héhe-
ren Glattheitsanforderung, hat die Variation des Straftermparameters 3 einen vergleichsweise
geringeren Einfluss. Mit steigenden Werten des Straftermparameters werden nur noch gerin-
fligige Verdnderungen der Ergebnisse erwirkt, bis fiir sehr grole Werte von 3 schlieBlich kein
Einfluss auf die Ldsung mehr quantifizierbar ist. Wie die Betrachtung der zweiten und dritten
Spalten der Abbildungen 5.16 zeigt, ist beim Vergleich der Werte 3 = a und 8 = 10° kaum
mehr ein Unterschied zwischen den T, und ¢ feststellbar, obwohl sich die Straftermparameter
um mehrere Zehnerpotenzen unterscheiden. Wird 8 hingegen deutlich kleiner als o gew3hlt,
ndhert sich die geschitzte Deformation mit sinkendem Straftermparameter der Identitdt an.
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5 Ergebnisse

5.3 Validierung fiir dreidimensionale Daten

Bisher wurden die Verfahren explizit fiir den zweidimensionalen Fall im Detail hergeleitet und
evaluiert, mit dem Hinweis, dass die Methoden analog auf beliebige Dimensionen iibertragen
werden konnen. In diesem Abschnitt soll abschlieRend exemlarisch an einfachen Beispielen
gezeigt werden, dass die vorgestellten Methoden auch fiir die dreidimensionale Registrierung
geeignet sind.

Wie bereits fiir die zweidimensionalen Problemstellungen, wurden die Algorithmen fiir dreidi-
mensionale Anwendung anhand von Daten evaluiert, die angelehnt an echte Blutgefalbstruk-
turen erstellt wurden.

Exemplarisch wird zu Beginn die Rotation eines gleichmaRigen Flusses in einer dreidimensio-
nalen Rohrenstruktur betrachtet. In der Abbildung 5.18 wird das Ergebnis der zugehdrigen
parametrischen Registrierung anhand des deformierten Templates dargestellt. Es ldsst sich
feststellen, dass die gesuchte Reorientierung gefunden wird.

=y
N
&

Abbildung 5.18: Ergebnis der parametrischen Registrierung anhand einer dreidimensionalen Rotation

Als Beispiel einer nichtparametrischen Registrierung wird ein dreidimensionales, einseitig ge-
bogenes BlutgefaR simuliert, wobei die Kriimmung entlang der vertikalen z-Achse konstruiert
wird. Das nichtparametrische Registrierungsproblem besteht darin, die gebogene GefiRstruk-
tur aus einer geraden Rohrenstruktur mit gleichférmigen Fluss zu rekonstruieren, was in den
ersten zwei Spalten der Abbildung 5.19 illustriert wird. Die zugehdrigen Ergebnisse der zwei
nichtparamtrischen Zielfunktionen sind in den letzten zwei Spalten dargestellt.

R T jnpy Tgp jnpb: Tgo

Abbildung 5.19: Registrierung eines dreidimensionalen Flussbildes mit beiden nichparametrischen Ziel-
funktionen

Grundsatzlich sind vielversprechende Formanpassungen fiir beide Verfahren zu erkennen, den-
noch fallt auch bei diesem Beispiel eine Beurteilung der Qualitat schwer. Daher wird ergan-
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5 Ergebnisse

zend der Registrierungsfehler ebenenweise betrachtet. Die Abbildung 5.20 zeigt die Norm der
Differenz zwischen den Vektoren von R und T,.

Unter gemeinsamer Beriicksichtigung der Grafiken kann nun die Aussage getroffen werden,
dass die Giite der Registrierungsergebnisse sehr gut ist. Es treten nur am duRersten Bild-
rand Fehler auf. Dies fiihrt zu der abschlieBenden Feststellung, dass auch dreidimensionale
Registrierungsprobleme mit den vorgestellten Algorithmen erfolgreich durchgefiihrt werden
kdénnen.

jnp jnpb
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Abbildung 5.20: Fehler der dreidimensionalen Registrierung zu dem Beispiel aus Abbildung 5.19. Dar-
gestellt wird die Norm der Differenz der Flussbilder, projiziert auf drei Seiten eines
Wiirfels.
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6 Diskussion

Das Ziel dieser Arbeit war die Registrierung von Flussdaten zu ermdglichen. Dazu wurde
auf Verfahren fiir skalarwertige Bilder zuriickgegriffen, die durch Anpassung des Distanzma-
Bes und des Deformationsmodells modifiziert wurden, um eine erfolgreiche Registrierung von
vektorwertigen Bildern zu erreichen.

Der wesentliche Unterschied zur Registrierung mit skalarwertigen Daten besteht in der Basi-
stransformation, die zur Reorientierung der Flussvektoren notwendig ist. Erganzend wurde ein
weiterer Strafterm motiviert, der die Basistransformation als Optimierungsparameter beriick-
sichtigt, so dass insgesamt drei Ansdtze mit jeweils verschiedenen Zielfunktionen vorgestellt
wurden, davon eine fiir parametrische und zwei fiir nichtparametrische Registrierung.

Zur Evaluation wurden die Experimente angelehnt an realen Problemstellungen so konstru-
iert, dass Strukturveranderungen von BlutgefdRen simuliert wurden. Die Ergebnisse belegen,
dass alle drei vorgestellten Ansdtze zur Registrierung von Flussdaten geeignet sind. Bei den
betrachteten Beispielen wurden durch unterschiedliche Festlegungen der Regularisierer und
Randbedingungen keine qualitativen Unterschiede zwischen den Ergebnissen festgestellt.
Zusatzlich wurde ein Zusammenhang zwischen dem Regularisierungsparameter und dem Straf-
termparameter gefunden. Abhangig von dem Wert des Regularisierungsparameters «, der bei
der Verwendung der nichtparametrischen Zielfunktion jn’; zu den besten Ergebnissen fiihrt,
konnte festgestellt werden, dass der Straftermparamter [ fiir jnhpb zu gleichwertigen Ergeb-
nisse fiihrt, wenn 8 ~ « oder 5 ~ 10- o gewadhlt wird. Zudem konnte gezeigt werden, dass die
geeignete Wahl des Straftermparameters eine Unterregularisierung durch zu kleine « teilweise
kompensieren kann, so dass eine zusitzliche Regularisierungsmdglichkeit besteht.

Da die Parameter manuell gesetzt und getestet wurden, sind weitere Experimente ndtig um die
gefundenen Zusammenhidnge zu evaluieren und zu manifestieren. Bisher ist die Auswertung
der Ergebnisse sehr zeitaufwéndig, da sie visuell durchgefiihrt wird und demzufolge schlecht
automatisierbar ist.

Auch fiir dreidimensionale Anwendungen wurde gezeigt, dass eine Registrierung von Fluss-
daten grundsiatzlich erfolgreich méglich ist. Dabei haben sich die eingeschrankten Visualisie-
rungsmoglichkeiten fiir dreidimensionale Vektorfelder als eine grole Hiirde erwiesen, welche
die Beurteilung der Qualitdt der Ergebnisse sehr erschwert hat.
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