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1 Einleitung

Bildregistrierung ist ein wichtiges Verfahren der medizinischen Bildverarbeitung. Thr
Ziel besteht darin, Informationen aus zwei strukturell dhnlichen Bildern zu fusionieren.
Korrespondierende Strukturen in beiden Bildern sollen durch geometrische Deforma-
tionen zur Uberlagerung gebracht werden. Das heif3t, dass die beiden Bilder moglichst
»ahnlich® werden sollen. Die durch die Bildregistrierung beschriebenen Deformationen
diirfen dabei nicht beliebig ausfallen, sondern sollen eine gewisse Plausibilitdt in der Rea-
litit bewahren. Akquiriert werden die dabei verwendeten Aufnahmen zum Beispiel von
bildgebenden Verfahren, wie der Computertomographie oder der Magnetresonanzto-

mographie.

Eine zur Wahrung der Plausibilitit haufig gestellte Forderung lautet, dass die gesuch-
te Deformation in einem geeigneten Sinn glatt sein muss. In der medizinischen Bild-
registrierung finden dabei verschiedene Definitionen des Wortes ,glatt“ Verwendung.
Sie alle haben gemein, dass die gesuchte Deformation insbesondere stetig sein muss. Ei-
ne solche Forderung ist oftmals sinnvoll, denn ein Organ wird unter Krafteinwirkung
tiblicherweise ein stetiges Deformationsverhalten aufweisen. Ein nicht stetiges Verhal-

ten wirde ein Reiflen des Gewebes bedeuten.

Entlang der Kontaktflichen von nicht miteinander verwachsenem Gewebe verliert die
Forderung nach Glattheit allerdings an Plausibilitdt. Ein Gleitverhalten, das zwischen
den Gewebefldchen auftreten kann, ldsst sich nicht als glatte bzw. stetige Deformation
beschreiben. Motiviert durch diese Problemstellung, wird in dieser Arbeit ein Verfahren
zur medizinischen Bildregistrierung unter Beriicksichtigung von Gleitverhalten in vor-
gegebenen Bereichen vorgestellt. Im Fokus steht die Modellierung und nicht die Anwen-
dung. Dieses Gleitverhalten wird im Weiteren auch als Sliding Motion bezeichnet. Das
in dieser Arbeit vorgestellte Verfahren ist nicht auf einen spezifischen Fall von Sliding
Motion limitiert: Prinzipiell kann ein Gleitverhalten an nahezu beliebigen Oberflichen

beschrieben werden.



ABBILDUNG L1: Dargestellt sind koronale Lungenaufnahmen. Das Bild auf der linken Seite soll durch geo-
metrische Deformationen dhnlich dem Bild auf der rechten Seite werden. Rot markiert
wurde der Bereich in dem ein Gleiten von Lungenfell an Rippenfell gestattet sein soll.

Ein Beispiel fiir Sliding Motion im menschlichen Korper findet sich im Thorax. Wahrend
der Atmung (Respiration) gleitet die Lunge an der Innenseite des Brustkorbs. Der At-
mungsvorgang verlduft wie folgt: Die Bewegung der Lunge wird indirekt durch die Atem-
muskulatur verursacht, wobei das Zwerchfell den grofiten Einfluss auf die Deformation
hat. Der zwischen Lungenfell (Pleura visceralis) und Brustfell (Pleura parietalis) liegen-
de Pleuraspalt ist unter Unterdruck mit einer serésen Fliissigkeit gefiillt. Eine Kontrak-
tion der Atemmuskulatur erhéht das Brustvolumen und somit auch den Unterdruck im
Pleuraspalt. Bedingt durch den Unterdruck folgt die Lunge dieser Bewegung und glei-
tet entlang des Brustfells. In der Literatur wird das Deformationsverhalten von Lunge
und Brustkorb als elastisch geschildert [20]. Der daraus resultierende Gleitvorgang wird
als reibungsfrei beschrieben [25]. Anhand des Lungenbeispiels wird in Abbildung 1.1 die

Problemstellung veranschaulicht.

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt gegliedert. Im folgenden Kapitel findet eine mathe-
matische Formulierung des hier modellierten Registrierungsproblems statt. Die zundchst
allgemein gehaltene Beschreibung wird in den anschlief}enden Kapiteln 3, 4 und 5 niher
ausgefiihrt. In den Kapiteln 6 und 7 wird das Problem diskretisiert und ein Optimie-
rungsverfahren zur Losung vorgestellt. In Kapitel 8 finden sich berechnete Ergebnisse

und in Kapitel 9 das gezogene Fazit.
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2 Variationelle Formulierung des

Registrierungsproblems

In diesem Kapitel werden die Grundlagen fiir eine formale Definition des Registrierungs-
problems beschrieben. Das Ziel des Registrierungsproblems ist das Deformieren eines
Bildes, so dass es dhnlich zu einem anderen wird. Das zu deformierende Bild wird im
Weiteren als Template bezeichnet und das festgehaltene Bild wird als Referenz bezeich-

net. Es werden zundchst einige Hilfsmittel eingefiihrt.

Im Weiteren sei d € N die Dimension eines Bildes. Wir definieren ein Bild B als beliebig

oft stetig differenzierbare Funktion
B:R? >R, Be Cw(Rd,R),

so dass jedem Ort x € R? ein Grauwert B(x) zugeordnet wird. Entsprechend dieser
Definition heif$t T das Templatebild und R das Referenzbild. Das in der Einleitung be-
schriebene Ziel der Bildregistrierung ist es, eine Deformation zu bestimmen, so dass das
Templatebild in das Referenzbild tiberfithrt wird. Als Deformation bezeichnen wir ein

Vektorfeld ¢ = (¢1,...,¢4)T mit

¢:Q - R x g(x) (2.)
und Q c R¥. Das Vektorfeld u = (uy,...,uy)T mit

wQ >Ry xeu(x),
bezeichnen wir als Verriickung der Deformation ¢ und ist durch

u(x)=¢(x)-x, xeQ
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definiert. Die Komposition Bo ¢ bezeichnen wir als deformiertes Bild. Die Menge Q) c R4
ist ein Gebiet und wir nennen sie im Weiteren Bildbereich. Ein Gebiet ist eine offene und
zusammenhangende Menge. Mit diesen Definitionen beschreiben wir jetzt einen mathe-
matischen Rahmen, der sicherstellen soll, dass R und T o ¢ auf einem Gebiet (2 moglichst
ahnlich sind. Die bislang allgemein gehaltene Dimension d der Formulierung wird im
Weiteren, wenn nicht anders vermerkt, auf d = 2 gesetzt. Alle vorgestellten Konzepte las-

sen sich allerdings auch auf héhere Dimensionen (insbesondere d = 3) verallgemeinern.

Ein verbreiteter Ansatz ist es, das Registrierungsproblem als Optimierungsproblem zu
formulieren. Dabei wird im Allgemeinen auf Methoden der Variationsrechnung zuriick-

gegriffen. Das Variationsproblem schreibt sich als:

m‘pin{D[T, R;p] + ocR[u]}. (2.2)
Der erste Term D wird als Distanzmaf§ bezeichnet. Er ordnet dem deformierten Template-
Bild T o ¢ und dem undeformierten Referenz-Bild R ihren, in einem geeigneten Sinn
gewdhlten, Abstand zu. In Abschnitt 2.1 wird allgemein auf Distanzmafle eingegangen
und in Abschnitt 4.2 wird der verwendete Distanzterm vorgestellt. Der zweite Term R
heiflt Regularisierer. Das in der Einleitung genannte plausible Deformationsverhalten
flief3t iiber diesen Term in das Registrierungsproblem ein. Anders gesagt: R soll gewéhr-
leisten, dass unerwiinschte Deformationen bestraft werden. Sein Vorfaktor « > 0 heifst
Regularisierungsparameter und gewichtet den Einfluss von R gegeniiber dem Distanz-
mafl. In Abschnitt 2.2 wird die Notwendigkeit einer Regularisierung genauer beleuchtet

und in Kapitel 3 der hier verwendete hyperelastische Regularisierer vorgestellt.

Um zusitzlich das Aneinandergleiten von Oberflichen zu modellieren, erweitern wir das

Problem um eine Nebenbedingung:
Cle](x) = 0, VxeX.

Diese Nebenbedingung soll auf einer Menge X c Q ein reibungsfreies Gleitverhalten an
¢ fordern. Das heifdt, dass auf ¥ unstetiges Verhalten von ¢ gestattet wird. Eine ausgiebige
Betrachtung der Nebenbedingung findet in Abschnitt 5.2 statt. Zusammengesetzt ergibt

sich damit die allgemeine Form des in dieser Arbeit betrachteten Problems:

m(}n {D[T, R;p] + oc’R[u]}

u. d. Nb. Cle](x) =0, VxeX.
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In den folgenden zwei Abschnitten werden gingige Terme fiir D und R vorgestellt.

2.1 DistanzmaB

Da die Wahl des richtigen Distanzmafes entscheidend fiir das Ergebnis einer Registrie-
rung ist, wurden in den letzten Jahren zahlreiche Mafie fiir die unterschiedlichsten Ein-
satzgebiete entwickelt [5,]17,24,29]]. Alle diese Mafle teilen sich zwei essentielle Eigen-
schaften: Zum einen die Symmetrie-Eigenschaft D[R, T] = D[ T, R] und zum anderen
die Eigenschaft, dass D[R, R] = my@n D[R, T]. Metriken sind diese Maf3e im Allgemeinen
dennoch nicht, da sie in der Regel nicht definit sind (vgl. Normalized Gradient Fields in
Gleichung (2.4)). Das heifdt, die Implikation

D[T,R]=0 = T=R

ist fiir sie nicht erfiillt. Distanzmafle lassen sich grob in zwei Klassen gruppieren, mono-

modale Mafe und multimodale Mafle.

Monomodale MaBe

Diese Klasse wurde dafiir konzipiert zwei Bilder mit vergleichbarem Kontrast und Hel-
ligkeitsniveau zu vergleichen. In der Regel werden diese Kriterien nur erfiillt sein, wenn
die beiden Bilder einen monomodalen Datensatz bilden. Das heifSt, wenn diese mit dem
gleichen Verfahren akquiriert wurden. Das vermutlich verbreitetste monomodale Maf3

ist:

SSD[T, R; 9] ::% [ (T(9(x)) - R(x)) dx, (23)

Q

das sog. Sum-of-squared-distances(SSD) Maf3.

Multimodale MaBe

Als Erganzung zu den monomodalen Distanztermen existiert die Klasse der multimoda-
len Maf3e. Sie sind fiir den Vergleich von unterschiedlich akquirierten Bildern konzipiert.

Das heifdt, dass bei diesen Aufnahmen mit groflen Unterschieden in den dargestellten
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ABBILDUNG 2.1: Ausschnitt einer Deformation mit Faltung.

Strukturen zu rechnen ist. Aufgrund dieser Voraussetzungen sind multimodale Maf3e in
der Regel komplizierter in ihrem Aufbau als monomodale Mafle. Ein Beispiel hierfiir ist
die Normalized Gradient Fields(NGF) Distanz:

NGE[T,Rig] = [ 1= (mT(p(x))] n[R(x)]) d. )

mit dem normalisierten und regularisierten Gradienten

VI

VIVI[? + e

eines Bildes I. Eine regularisierende Wirkung wird dabei durch # > 0 iibernommen. De-

nI]:=

tails hierzu finden sich unter [19].

Eine Betrachtung weiterer Distanzmafle geschieht in [18,19]]. Da der Schwerpunkt dieser
Arbeit auf Bildregistrierung mit modelliertem Aneinandergleiten von Oberflichen liegt,

entscheiden wir uns fiir das relativ einfach strukturierte SSD-Maf.

2.2 Regularisierer

Neben dem Distanzmaf? ist der Regularisierer der zweite Baustein einer variationellen

Beschreibung der Registrierung. Seine Notwendigkeit liegt darin begriindet, dass das
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Q B Objekt

ABBILDUNG 2.2: Ein Beispiel fiir eine nicht-eindeutige Registrierung: Links ist das Template-Bild T und
rechts ist das Referenz-Bild R zu sehen. Das Template kann z. B. durch eine Translation,
Rotation oder Spiegelung in das Referenz-Bild tiberfiihrt werden.

Problem

min  D[T,R;¢] (2.5)
9

im Allgemeinen schlecht gestellt ist. Die Definition schlecht gestellter Probleme geht auf
Jacques Hadamard [13] zuriick und lautet: Ein Problem heif3t schlecht gestellt, falls einer
der folgenden Punkte nicht erfiillt ist.

« Fiir jedes Element des Urbilds existiert eine Losung.
« Die Losung ist eindeutig.
 Die Losung hidngt stetig von den Eingangsdaten ab.

Insbesondere fiir Punkt Zwei und Drei lassen sich leicht Beispiele fiir die Schlecht-Ge-
stelltheit von (2.5) finden. In Abbildung 2.2 ist ein Beispiel zur Nicht-Eindeutigkeit ver-
anschaulicht. Der gingige Versuch, ein schlecht gestelltes Problem in ein gut gestelltes

Problem zu iiberfiihren, ist der der Regularisierung.

Ebenfalls sollen unplausible Deformationen durch R bestraft werden. Zu den unplausi-
blen Deformationen gehoren z. B. besonders ausgeprigte Stauchungen oder Streckungen
des Deformationsfeldes. Das vielleicht extremste Beispiel einer unerwiinschten Defor-
mation ist das einer Faltung (siehe Abbildung 2.1). Deformationen dieser Art sind keine

erwiinschten Losungen.

Ein Losungsansatz ist der der Regularisierung. Zusitzliche Informationen werden durch

einen Regularisierungsterm R in die Zielfunktion eingebunden. Mit ihm erhilt man die

15



Darstellung des Registrierungsproblems aus (2.2):

m‘Pm{D[T, R;p] + (xR[u]}.
In dieser Form ldsst sich die regularisierende Wirkung von R iiber den Regularisierungs-

parameter « > 0 steuern.

Im Folgenden werden einige der verbreitetsten Regularisierer kurz vorgestellt und ein
Versuch der Klassifizierung unternommen. Dabei wird zwischen nicht-physikalisch mo-

tivierten und physikalisch motivierten Regularisierern unterschieden.

Nicht-physikalisch motivierte Regularisierer
Diese Funktionale versuchen im Allgemeinen die Ableitungen der Verriickung u zu kon-
trollieren. Der vermutlich einfachste Regularisierer dieser Klasse ist der sogenannte Dif-

fusive Regularisierer [18,29]:

Ry f |Vul? dx. (2.6)

Es bezeichnet dabei |A|, := \/tr(A"A) die Frobeniusnorm einer Matrix A € R™". Der

Term Vu mit

duy ouy
axl e Bxd
Vu = . .
oug oug
Bxl et 6xd

heif$t Jacobi-Matrix einer differenzierbaren Deformation. Da u nur in seiner differen-

zierten Form Vu auftritt, ist der Diffusive Regularisierer translationsinvariant.

Ein weiteres Beispiel fiir einen nicht-physikalisch motivierten Regularisierer ist der Cur-

vature Regularisierer [8,9,15]:
Ry f Z(Au (x))? dx.

(x)

Er verwendet den Laplace-Operator Au(x) := Z a7 2Ur Approximation der Kriim-

mung der Deformation. Analog zum diffusiven Term gilt: Aufgrund der auftretenden

zweiten Ableitungen ist R invariant unter affin-linearen Deformationen.
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Physikalisch motivierte Regularisierer

Der vermutlich bekannteste Regularisierer dieser Klasse ist der linear-elastische Regulari-
sierer [1]. Anschaulich gesprochen modelliert er die Deformation des Templates als wire
es auf einer Gummioberfliche aufgemalt. Er beschreibt dabei das linearisierte elastische

Potential der Verriickung und ist durch

R[] = % f B | (u+ v [} + Adiv(u)? dx 2.7)
Q

definiert. Dabei ist div(-) die Divergenz eines differenzierbaren Vektorfeldes und es gilt
d

div(u) =Y %. Eine genauere Betrachtung des linear elastischen Regularisierers findet
i=1 '

in Kapitel 3 statt.

Ein weiteres Funktional dieser Klasse ist der fluidale Regularisierer [18]. Seine alternative
Bezeichnung als viskoelastischer Regularisierer betont den Zusammenhang zum elas-
tischen Ansatz. Das deformierte Template verhilt sich bei seiner Anwendung wie eine

viskose Fliissigkeit.

Da das Verhalten von Organen wie der Lunge oder der Leber in der Literatur [20,25] als
elastisch beschrieben wird, binden wir im folgenden Kapitel einen entsprechend physi-
kalisch motivierten Regularisierer in das Problem ein. Dieser wird als hyperelastisch be-
zeichnet und es lassen sich mit ihm Deformationen mit groflem Vu beschreiben. Der Be-
griff hyperelastisch beschreibt eine bestimmte Art elastischen Verhaltens und wird in [7]

detailliert erortert.

17






3 Hyperelastische Regularisierung

In diesem Kapitel wird eine hyperelastische Regularisierung [7] des Problems vorgestellt.
Sie setzt sich aus zwei Termen zusammen: Zum einen dem Regularisierer der das elasti-
sche Verhalten von Organen wie Lunge oder Leber modelliert. Zum anderen einem Term
der Volumenidnderungen der Deformation kontrolliert. Es wird zunidchst der elastische

Regularisierer vorgestellt und im Anschluss der Volumenregularisierer.

3.1 Quadratisch elastische Regularisierung

Physikalische Kontinuumsmodelle sind in der Bildregistrierung zur Regularisierung sehr
verbreitet. Dabei reicht das Spektrum von einfachen linear elastischen Modellen, bis
hin zu komplexeren fluidalen oder hyperelastischen Ansdtzen. Auch innerhalb der hy-
perelastischen Material-Modelle lassen sich dabei verschiedene Giiteklassen feststellen.
Zum Beispiel das sogenannte St.Venant-Kirchhoftf Modell, welches das einfachste hype-
relastische Modell bildet und in der Bildverarbeitung haufig verwendet wird. Oder das
Modell nach Ogden [6}23]], welches grofie Deformationen ¢ realititsndher beschreibt,
jedoch komplexer in der Handhabung ist. Alle hier verwendeten Begriffe gehoren zur
gangigen Nomenklatur in der Kontinuumsmechanik und kénnen insbesondere unter (7]

nachgeschlagen werden.

Ein Material wird genau dann als elastisch bezeichnet, wenn es bei Krafteinwirkung sei-
ne Form verdndert und bei Authebung dieser Kraft wieder in den Ursprungszustand
zurlickkehrt. Das heif3t, es reagiert reversibel auf einwirkende Krifte. Im Folgenden wird

das Elastizitdtsmodell nach St. Venant und Kirchhoff genauer dargestellt.
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St. Venant-Kirchhoff Modell

Der Ansatz von St. Venant-Kirchhoff betrachtet den relativen Abstand von Punkten zu-

einander. Sei x € Q und v € R?, dann ist der Abstand zwischen (x + v) und x:
[(x+v) %[, = |v], = (vTv)>. (3.1)

Entsprechend betrachten wir nun den Abstand der beiden Punkte im Bild von ¢. Da ¢
nach Voraussetzung mindestens einmal stetig differenzierbar ist, gilt mit einer Taylor-

Entwicklung:

9(x +v) = p(x) + Vo(x)v + O(|v]3)
= ¢(x+v)-9(x)=Vo(x)v+O(|v]3)
= lo(x+v)~g(x)], = [vp(x)v],+O(v[3)
— [o(x+v) —9(x)],~ [Vo(x)v],
= [p(x+v) - 9(x)],~ (v'Vo(x) Vo(x)v):. (3.2)

Wir betrachten nun die jeweils rechte Seite von (3.1) und (3.2). Es wird dabei deutlich,
dass eine Lingendnderung maf3geblich durch V¢ (x)"Ve@(x) beschrieben wird.

Strain und Stored Energy Function

Verzerrungen (engl. Strain) werden im St. Venant-Kirchhoft Modell durch C := Vo™V,
den Right Cauchy-Green Tensor, beschrieben [7]. C ist invariant unter rigiden Trans-
formationen ¢. Wir zeigen diese Invarianz: Sei ¢(x) = Rx + t, wobei R € R?*2 ej-

ne orthogonale Rotationsmatrix und ¢t € R? der Translationsanteil ist. Weiterhin sei

1 0
I= (0 1) € R*2 die Einheitsmatrix. Damit gilt, dass

C=V¢'Vo=V(Rx+t)'V(Rx+t)=R'R=1,

also der Strain-Tensor invariant unter rigiden Transformationen ist. Das bedeutet, dass

Verzerrungen in einem Korper unabhéngig von seiner Lage im Raum sind. Eine modi-

20



fizierte Variante von C ist der sogenannte Green-St. Venant Strain:
1 1
E::E(C—I) =E(VuT+Vu+VuTVu). (3.3)

Durch die Subtraktion von I stellt man sicher, dass E fiir rigide Deformationen ver-
schwindet. Der Vorfaktor 1 wurde dabei lediglich aus historischen Griinden eingefiihrt.
Die Strain Energy Density Function oder auch Stored Energy Function(SEF)

W:R>2 — R mit

W(E) == %tr(E)z s ptr(B2), (3.4)

ordnet einer Verzerrung E eine Energie zu. Diese Energie kann als die Arbeit aufgefasst
werden, die notwendig ist um eine Verzerrung E zu realisieren. Dabei wurde W im St.
Venant-Kirchhoft Modell so konzipiert, dass es einen linearen Zusammenhang zwischen
Verzerrungen und Spannungen im Korper gibt [7]]. Die beiden Faktoren A und g in (3.4)
heiflen Lamé Konstanten und steuern das Materialverhalten. Eine explizite Angabe von
A und p findet hier nicht statt, da die beiden Faktoren spater im Registrierungsproblem

durch « skaliert werden. Das Integral

P[u]zf W(E(u)) dx,

Q

ist das elastische Potential auf Q).

Zusammenhang zur linearen Elastizitat

Der Vollstindigkeit halber wird folgend der Schluss zum linear elastischen Modell aus
Gleichung (2.7) gezogen. Die dabei verwendete Annahme ist, dass der Green-St. Venant

Strain
]' T T
E:E(Vu +Vu+Vu'Vu)

linear approximiert werden kann. Durch fallen lassen des Terms Vu' Vu erhélt man die

Approximation

1
E'= 5 (Vul+vu).
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Diese Approximation ist jedoch nur valide fiir sehr kleine Ableitungen Vu, da in diesem
Fall der quadratische Term Vu'Vu verschwindend klein wird. Des Weiteren geht beim
Verwerfen des quadratischen Terms die Invarianz bzgl. der Rotation verloren. Man kann

zeigen, dass das linearisierte elastische Potential

Prefu)= > [ W(E ) ds

Q

in (2.7) iiberfiihrbar ist, so dass dieses Modell nicht nur linear im Strain-Spannung Ver-

halten, sondern auch linear im Deformation-Strain Verhalten ist.

Wir kehren wieder zum St. Venant-Kirchhoff Modell zuriick. Zusammen mit dem Strain
(3.3) und der SEF (3.4) definieren wir

R[] ::% [ wE@w)ax,

Q

= % [ %tr(E)2 +ptr(E*) dx (3.5)
0

den in dieser Arbeit verwendeten quadratisch elastischen Regularisierer. Mit R3¢ soll
das in der Literatur beschriebene elastische Verhalten von Organen wie der Lunge oder
der Leber modelliert werden. Dieser Term alleine kann allerdings nicht Faltungen im
Deformationsfeld vermeiden [14]. Im folgenden Abschnitt wird zur Behandlung dieses

Problems eine Erweiterung der Regularisierung vorgestellt.

3.2 Volumen Regularisierung

Um eine faltenfreie Deformation sicherzustellen betrachten wir den Satz von der Um-
kehrabbildung [11]. Dieser besagt, dass fiir eine beliebige stetig differenzierbare Defor-
mation @: QO - R auf einem Gebiet Q ¢ R¢ die Implikation

det(Ve(x)) #0, VxeQ = ¢ istlokal diffecomorph auf Q (3.6)

gilt. Dabei bedeutet lokal diffeomorph, dass fiir jeden Punkt a € Q) eine Umgebung U, c

Q existiert, so dass ¢ | eine stetig differenzierbare Umkehrabbildung besitzt. Die De-
Ua

terminante det V@ (x) der Jakobimatrix einer Deformation ist in vielen Anwendungsge-

bieten von grofler Bedeutung. Entsprechend hat sie den Eigennamen Funktionaldeter-
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ABBILDUNG 3.1: Beispiel einer globalen Faltung: Links ist ein undeformierter Stab abgebildet. Rechts ist
er so deformiert worden, dass die beiden Enden sich iiberlappen. Die zugrunde liegende
Deformation ist somit nicht diffeomorph, sie kann allerdings lokal-diffeomorph sein.

minante erhalten. Es ist bekannt, dass die Funktionaldeterminante eines Vektorfelds ¢
dessen lokale Volumenédnderung beschreibt [[10]. Es gilt fiir die Funktionaldeterminante
und ein beliebiges x, € Q: Wenn det(V¢(x,)) = 1, dann bleibt das Volumen in einem
infinitesimal kleinen Bereich um x, konstant. Gilt det(V¢(x,)) > 1, dann wird das Vo-
lumen um x, grofler. Entsprechend gilt fiir det(Ve(x,)) < 1, dass das Volumen um x,

kleiner wird. Durch die Forderung
det(Ve(x)) #0, VxeQ, (3.7)

konnen lokale Faltungen, wie die in Abbildung 2.1 in Kapitel 2, nicht auftreten. Faltungen
auf globalem Maf3stab konnen mit (3.7) nicht abgefangen werden, da ¢ nicht notwen-
digerweise global injektiv ist. In Abbildung 3.1 wird ein Beispiel einer globalen Faltung
veranschaulicht. Ein lokal faltungsfreies ¢ wird im Rahmen dieser Arbeit als ausreichend
angenommen. Unter Verwendung der Stetigkeit von ¢ und da die Identitit ¢¢(x) = x
mit det(V¢'d(x)) = 1 > 0 auch weiterhin eine zulissige Deformation sein soll, fordern

wir an das gesuchte ¢:

det(Ve(x)) >0, VxeQ. (3.8)

Das bedeutet, durch Sicherstellen von (3.8) gilt die Implikation aus (3.6) und wir erhal-
ten ein lokal faltungsfreies ¢. Zur Umsetzung von (3.8) definieren wir eine sogenannte
Penalty-Funktion P:R — R} U {oco} durch:

P(x) = log“(x), x>0 (3.9)

00, x<0
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aP(x)

ABBILDUNG 3.2: Darstellung der Penalty-Funktion P mit verschiedenen Vorfaktoren «.

Diese Funktion hat die Eigenschaft, dass sie ihr globales Minimum bei x,;, = 1 mit
P(Xmin) = 0 annimmt und fiir xlir(% P(x) sowie xl—i>123+P(x) gegen oo geht (siehe Abbil-
dung 3.2). Ausgewertet an der Funktionaldeterminante bedeutet dies: Wenn ¢ die Iden-
titat ist, dann folgt det(Ve¢) = 1und P(det(V¢)) ist gleich null. Falls jedoch starke Stau-
chungen zu det(V¢) — 0 bzw. starke Dehnungen zu det(V¢) — oo fithren, dann folgt
P(det(V¢)) — oo. Des Weiteren hat P eine interessante Symmetrieeigenschaft. Es gilt
fiir einen beliebigen Punkt x € RR:

P(x™) =log* (x7)
- (log(1) - log(x))’
= log’(x)
= P(x).

Auch fiir den kritischen Punkt x = 0 ldsst sich diese Symmetrie durch Grenzwertbildung
nachweisen. Bezogen auf die Funktionaldeterminante bedeutet dieser Zusammenhang,

dass Stauchungen und Dehnungen im selben Maf3e bestraft werden.

Mit P definieren wir einen zweiten Regularisierungsterm

RN u] := / P(det(Vu(x) +1))dx,

Q

dessen Bezeichnung RV daher kommt, dass er Volumenanderungen in einem beliebigen

d-dimensionalen Raum kontrolliert. Der Begriff des Volumens steht bei d = 2 entspre-
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chend fiir eine Flache.

Damit lautet das Registrierungsproblem bis hierhin:

m(pin {D [T,R; @]+ aR¥[u] + ﬁRVOl[u]} (3.10)
u. d. Nb. Clel(x) =0, VxeZ.

Dabei ist fiir alle 8 > 0 sichergestellt, dass eine Losung des Problems faltungsfrei ist. Der
hier gewéhlte Ansatz einer Registrierung mit Nebenbedingung erfordert eine gesonder-
te Betrachtung bevor das Distanzmaf3 explizit angegeben werden kann. Diese findet im

folgenden Kapitel statt.
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4 Registrieren mit

Nebenbedingungen

Die in dieser Arbeit vorgestellte Sliding-Motion-Nebenbedingung wirkt auf eine Menge
Y im zu deformierenden Bild T. Das bedeutet, dass auch die Menge auf der die Neben-
bedingung gilt gemeinsam mit 7' deformiert wird (siehe Abbildung 4.1). Diese Tatsache
kann zu unerwiinschten Unstetigkeiten in der Nebenbedingung fithren. Es folgt eine Be-
schreibung der Ursache dieses Problems bei der anschliefSend der sog. Lagrange-Ansatz

als ein Losungsansatz vorgestellt wird.

Der Lagrange-Ansatz ist, ebenso wie der Euler-Ansatz, ein Weg zur Beschreibung von
Deformationen. Beide entstammen der Kontinuumsmechanik und finden dort bei der
formalen Beschreibung von Partikelbewegungen Verwendung . Im Rahmen der Bildver-
arbeitung lassen sich jene Partikel entsprechend als Koordinaten der Farbwerte auffassen,

so dass die Wahl des Transformationsmodells auch Auswirkungen auf das Distanzmaf3
hat.

Euler- und Lagrange-Ansatz

Sei ¢ ein Vektorfeld wie unter (2.1) gefordert und invertierbar auf Q. Somit gilt fiir ein

beliebiges x € Q und v := ¢! die Aquivalenz:

p(x)=y = vy =x (4.1)

Wir betrachten ein Tupel (x, T(x)) aus einer Koordinate x € Q und ihrem Funkti-
onswert im Template-Bild. Der Lagrange-Ansatz beschreibt die Verschiebung des Tu-
pels durch die Vorwirtsabbildung ¢. Das heif3t, (x, T(x)) wird bewegt und kommt an

((p(x), T(x)) an. Der Lagrange-Ansatz fixiert also einen Punkt x € Q) im undeformier-
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> | 7 ¢o()

ABBILDUNG 4.1: Beispiel der Deformation der Menge X an der die Sliding-Motion-Nebenbedingung aktiv
ist.
Links: Das undeformierte Bild T' mit der darauf definierten Menge X.
Rechts: Das deformierte Bild T mit dem entsprechend mitdeformierten X.

ten Bild und beschreibt wohin er verschoben wird. Im Euler-Ansatz wiederum wird ei-
ne Position y € Q) im deformierten Bild fixiert und mit der Riickwértstransformation
y dessen Ursprung beschrieben. Also wird im Euler-Ansatz das Tupel (x, T(x)) auf
(y, T(y(y))) abgebildet. Zusammengefasst bedeutet das:

Lagrange: Der Funktionswert T'(x) wird an die neue Position ¢(x) gesetzt.
Euler: Der Funktionswert T'(y(y)) wird an die alte Position y gesetzt.

Eine Visualisierung dieser Idee ist in Abbildung 4.2 veranschaulicht. Die Bedeutung die-
ser Beschreibungen fiir ein Optimierungsproblem mit Nebenbedingungen wird im fol-
genden Abschnitt behandelt.

4.1 Registrieren mit Nebenbedingungen im

Lagrange-Ansatz

Die gingige Beschreibung von Deformationen im Bereich der Bildregistrierung ist die
nach Euler. Wie bereits erwahnt kann jedoch gezeigt werden, dass bei Registrierung mit

Nebenbedingungen eine Beschreibung nach Lagrange Vorteile bietet.
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Undeformiert Deformiert

D

(o(x), T(x))
Undeformiert Deformiert

(v(3), T(v(y))) - l

(5. T(v()))
ABBILDUNG 4.2: Vergleich von Euler- und Lagrange-Ansatz. Oben: Die Vorwirtsbeschreibung ¢ einer De-
formation eines Punktes nach Lagrange. Unten: Die Riickwiértsbeschreibung y einer De-
formation eines Punktes nach Euler.

Betrachten wir eine beliebige auf ¢ wirkende Nebenbedingung im Lagrange-Ansatz ge-

kennzeichnet durch ein Superskript L:
Col(x)=0, VxeX.

Aufgrund der Invertierbarkeit von ¢ und mit Hilfe der Notation aus (4.2) kann die Ne-
benbedingung zu

Cilyl(y) =0, Vy(y)e3,

umgeschrieben werden. Dies ist eine auf y wirkende dquivalente Formulierung im Euler-
Ansatz, welche durch ein Superskript E gekennnzeichnet wird. Bei einem Vergleich die-
ser Darstellungen féllt auf, dass in der Lagrange-Beschreibung die Punkte an denen die
Nebenbedingung aktiv ist lediglich von X abhdngen. In der Euler-Beschreibung hinge-
gen findet sich eine Abhdngigkeit der Punkte, an denen die Nebenbedingung aktiv ist,
von X als auch von y. Diese Abhangigkeit bedeutet, dass man in der laufenden Registrie-
rung den Bereich an dem die Nebenbedingung aktiv ist in jedem Schritt neu ermitteln
muss. Im Lagrange-Ansatz hingegen wird dieser Bereich einmalig definiert und fiir den

gesamten Verlauf der Registrierung festgehalten.
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Ein weiterer Nachteil der beschrankten Optimierung im Euler-Ansatz ist, dass die Ne-
benbedingung nicht mehr stetig in y ist. Somit ist sie insbesondere auch nicht mehr dif-
ferenzierbar in y. Formal wird dies deutlich durch Multiplikation der Nebenbedingung
mit einer Indikatorfunktion Xs:

1, xeX

Xs:Q - {0,1}, xi—>{ 0, x¢x . (4.2)

Mit (4.2) kann die Euler-Nebenbedingung

Colyl(y) =0, Vy(y) €2

aquivalent umgeformt werden zu:

Xy5y(NCE[Y](y) =0, VyeQ.

Durch die Nicht-Stetigkeit der Indikatorfunktion ergibt sich somit auch die Nicht-Ste-
tigkeit der Nebenbedingung und letztlich damit auch die Nicht-Differenzierbarkeit der
Nebenbedingung.

Zur besseren Handhabung der Nebenbedingung entscheiden wir uns im Weiteren fiir

eine Deformationsbeschreibung nach Lagrange.

4.2 SSD-DistanzmaB3 im Lagrange-Ansatz

In der Lagrange-Beschreibung betrachten wir die Vorwértstransformation ¢. Wie zu Be-
ginn von Kapitel 4 bereits erldutert, gilt mit ihr: (x, T(x)) wird durch ¢ nach ( ¥, T(x)) =
(y. T(¢7'(¥))) bewegt. Dies gilt fiir alle x € Q oder dquivalent fiir alle y € (). Wenn

man diese Notation auf (2.3) tibertragt erhdlt man:
1
DIT.R] =5 [ (T(97(»)) - R(»))*dy. (43)
9 (Q)

Diese Darstellung des SSD-MafSes nach Lagrange hat zwei entscheidende Nachteile: Zum
einen ist die Integrationsdoméane abhingig von ¢ und zum anderen ist das Template-Bild

abhingig von ¢~!. Diese Abhingigkeit wird mit x = ¢~!(y) und y = ¢(x) aufgelost, so
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dass (4.3) zu
DITR] =5 [ (T(x)-R(p(x)))dy
9(Q)

wird. Die Abhdngigkeit des Integrationsgebiets von der Deformation kann schlief3lich
mithilfe des Transformationssatzes [[10] aufgehoben werden. Nach seiner Anwendung
auf D folgt:

DIT.R] =5 [ (T(x) - R(g(x)))? |det Vg (x)] d. (4.4)

Q

Das heifit, dass (4.4) eine konstante Integrationsdomaéne Q besitzt. Mit der Funktionalde-
terminante det(V¢(x)) im Integranden gilt, dass D unabhéngig von T und R minimiert

werden kann. Dies geschieht, wenn fiir ¢ auf Q gilt:
detVe — 0.

Um diesen Fall auszuschliefSen, wurde in [12]] eine Normierung vorgeschlagen. Sei|¢(Q)|

das Volumen der Lagrange-Integrations-Doméne aus (4.3), mit

l9(Q)]:= f dy.

(Q)

Durch eine erneute Anwendung des Transformationssatzes ergibt sich:
p(9)] = [ Idetvg(x)| dx. (45
Q

Durch eine Normierung von (4.4) mit (4.5) erhalten wir letztlich das hier verwendete

SSD-Maf$ im Lagrange-Ansatz:
1 -
DT, Rig] =5 lp(Q)” [ (T(x) - R(p(x)))|detVg(x) dv.  (46)
Q

Mit ihm lautet das Optimierungsproblem mit vollstindiger Zielfunktion:

m{}n {DL [T,R; @] + aR[u] + ﬁRVOl[u]} (4.7)
u. d. Nb. Clel(x) =0, VxeX.
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Das folgende Kapitel behandelt die bislang allgemein gehaltene Nebenbedingung. Nach
einer kurzen Zusammenfassung tiber den aktuellen Stand zur Bewegungsschétzung des
Gleitverhaltens von Organoberflichen, wird die kontinuierliche Formulierung der Ne-

benbedingung vorgestellt.

32



5 Sliding Motion

Géngige Regularisierungsansitze fordern eine globale Glattheit der Deformation, um
deren Plausibilitit zu erh6hen. Der Nutzen dieser Forderung ist allerdings zumindest
an Objektgrenzen in Frage zu stellen. Zwischen angrenzenden Strukturen, die nicht fest
miteinander verwachsen sind, kann ein Gleitverhalten auftreten. Besonders ausgepragt
tritt dieses Verhalten im Bereich der Lunge auf: Durch eine Kontraktion und Relaxa-
tion der Atemmuskulatur gleitet die Lunge am Rippenfell entlang. Dieses Aneinander-
gleiten beschreibt ein unstetiges Deformationsfeld. In gangigen Registrierungsansitzen
wird dieses unstetige Verhalten allerdings nicht beriicksichtigt. Ein Vergleich bisheriger
Arbeiten zur Bewegungsschitzung von aneinander gleitenden Organoberflichen findet
sich in [28]].

Es folgt nach einer kurzen Vorstellung bisheriger Arbeiten zu diesem Thema die Be-
schreibung des hier verfolgten Losungsansatzes: Eine Nebenbedingung an die oben mo-

dellierte Zielfunktion zur Beschreibung des Gleitverhaltens.

5.1 Bisherige Arbeiten

Die Arbeiten, die ein Aneinandergleiten von Organoberflichen behandeln, lassen sich
grob in zwei Klassen einteilen: Zum einen den biophysikalischen Modellierungs-Ansétz-
en, welche in der Regel als Randwertprobleme formuliert werden. Zum anderen den Re-
gistrierungs-Ansdtzen. Bei diesen formuliert man haufig (wie auch in der vorliegenden
Arbeit) ein zu 16sendes Variationsproblem. Ohne Anspruch auf Vollstindigkeit wird eine

Auswahl an bisherigen Ansitzen kurz vorgestellt.
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Bewegungsschatzung durch Modellierung

Randwertprobleme sind eine Problemklasse in der man eine Losung einer Differenti-
algleichung bei einem vorgegebenen Verhalten der Losung am Rand sucht. Ubertragen
auf das vorliegende Problem bedeutet das: Unter einem vorgegebenen Gleitverhalten des
Organs am Rand werden die Deformationen im Inneren geschitzt. Die dabei zu l6sende
Differentialgleichung ist in diesem Kontext iiblicherweise physikalisch motiviert. Das
vermutlich verbreitetste physikalische Modell ist das Elastizitdtsmodell nach St. Venant-
Kirchhoff. Dieses wurde in seiner variationellen Form bereits in Abschnitt 3.1 vorge-
stellt. Fiir die Randbedingungen existieren zwei verbreitete Ansétze. Bei beiden miissen

zunéchst die Organoberflichen aus Referenz- und Template-Bild extrahiert werden.

Im ersten Ansatz wird zunichst fiir jeden Punkt der Referenz-Oberfliche ein korrespon-
dierender Punkt auf der Template-Oberflidche bestimmt. Gingig ist, dass der nachstge-
legene Punkt der Template-Oberfldche gewéhlt wird. Diese Korrespondenzen dienen als
Schitzung der Verriickungen der Organoberfliche. Das Randwertproblem wird nun mit

diesen vorgegebenen Verriickungen als Dirichlet-Randbedingungen gelost [4,21].

Der zweite Ansatz modelliert Lungenbewegungen. Die Template-Oberflache wird am
Hauptbronchus mittels einer Dirichlet-Randbedingung fixiert. Entlang der restlichen Ob-
erfliche wird das Gleitverhalten explizit modelliert. Hierfiir wird an der Oberfliche zu-
néchst ein konstanter negativer Druck vorgegeben, so dass eine Expansion der Lunge er-
zwungen wird. Ein aus der Expansion resultierender Kontakt der Lungenoberflichen von
Template- und Referenz-Bild wird mit einer Signorini-Bedingung [16] behandelt. Die-
se verhindert eine gegenseitige Durchdringung der Oberflichen und fordert einen rei-

bungsfreien Kontakt aneinander. Arbeiten mit diesem Ansatz sind unter anderem [2,27].

Mit einer Argumentation analog zu der aus Abschnitt 4.1 wird deutlich, dass der La-

grange-Ansatz hierbei Vorteile aufgrund der verwendeten Randbedingungen bietet.

Bewegungsschatzung durch Registrierung

Aus den Registrierungsansitzen zur Behandlung eines Aneinandergleitens von Ober-
flachen, werden jetzt exemplarisch zwei vorgestellt. Der vermutlich einfachste Ansatz ist

der des Maskierens. Nach einer Segmentierung des Organs in Referenz- und Template-

34



Bild findet die Registrierung lediglich auf den segmentierten Teilgebieten statt. Das dar-
aus resultierende Verriickungsfeld wird nicht durch die umliegenden Strukturen geglittet,

was die Plausibilitdt dieser Schiatzung am Lungenrand erhdhen kann.

Der zweite Ansatz basiert auf einer richtungsabhiangigen Regularisierung. Schmidt-Rich-
berg et al. [26] haben eine Entkopplung von Normalen- und Tangentialanteil der Ver-
riickung u im diffusiven Regularisierer vorgeschlagen. Mit dieser wurde eine Glittung
ausschliefllich in Normalenrichtung zur Organoberfliche realisiert. Das heift, eine Be-
wegung in Tangentialrichtung zur Organoberfliche wird nicht geglattet. Unstetigkeiten
entlang dieser Richtung sind somit realisierbar. Im Gegensatz zu Randwertproblemen

werden diese Registrierungsprobleme in der Regel im Euler-Ansatz formuliert.

5.2 Sliding Motion als Nebenbedingung

Das in dieser Arbeit noch fehlende Gleitverhalten wird {iber die Nebenbedingung des

Problems
m(pin {DL [T,R; @] + aR%[u] + ﬁ’RVOl[u]} (5.1)
u. d. Nb. Cle](x) =0, VxeX.

aus (5.1) eingebunden. In dem hier vorgestellten Modell wird dabei die Existenz einer
Trennschicht zwischen den gleitenden Strukturen vernachldssigt. Auch findet keine Mo-
dellierung von Reibungseftekten statt. Das bedeutet fiir das Beispiel der Lungenbewe-
gung, dass das Lungen- und Rippenfell ohne Trennschicht reibungsfrei aneinander glei-
ten sollen. Das Ziel in diesem Abschnitt wird es sein Kriterien an ¢ zu formulieren, so

dass Unstetigkeiten im Bereich des Gleitens gestattet sind.

Der Bereich an dem das Gleitverhalten modelliert werden soll wird als X c Q bezeich-
net. Es wird angenommen, dass X eine glatte und orientierbare Untermannigfaltigkeit
des R? ist. Es interessieren uns dabei zwei mogliche Fille, in denen ¥ eine geschlossene

oder nicht geschlossene Untermannigfaltigkeit sein kann.
Zunichst betrachten wir den nicht geschlossenen Fall. Sei T eine Untermannigfaltigkeit,

so dass XU ebenfalls eine glatte und orientierbare Untermannigfaltigkeit ist. Weiter soll
Q durch 2 U X in zwei Teile ; und Q, zerlegt werden (siche Abbildung 5.1, links). Wir
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> /_\ 7 v(2)
5 | y(%)
Q Q

5, y ) v(Q)
Q, N
(0,0) * (1,0)
v(Qs)

ABBILDUNG 5.1: Beispiel einer nicht geschlossenen und Q aufteilenden Untermannigfaltigkeit  u X fiir
d=2.
Links: Aufspaltung des Grundgebiets Q in ; und Q, wobei beide die
Grenze X U X beinhalten.
Rechts: 2 U ¥ wurde durch y auf das Intervall (0,1) der x-Achse abgebildet.

formalisieren diese Einteilung: Es existiert eine diffeomorphe Abbildung y: R¢ — R¥ mit

x> y(x)=(y(x),...,va(x))7, so dass
y(ZuZ)=(0,1)""x{0}.

Das heifit, dass das Bild von = u X der offene Einheitswiirfel der ersten d — 1 Raum-
richtungen ist (siehe Abbildung 5.1, rechts). Mit dieser Konstruktion definieren wir die
Unterteilung des Gebiets () in

Q= {x € Q|ya(x) 20},

Q, = {x € Q|ya(x) <0}.

Fiir den Fall einer abgeschlossenen Untermannigfaltigkeit > erfolgt eine analoge Eintei-
lung in Q; und Q;: Es gilt in diesem Fall, dass = = @&. Weiter gilt, dass eine diffeomorphe

Abbildung y wie oben existiert, so dass

y(2) = {x e RY [x],=1}.

Das heif3t, es existiert eine diffeomorphe Abbildung v, die ¥ auf den Einheitskreis abbil-
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/3 v, 7 y(z)

Q v(Q)

Q,
v(Q,)

ABBILDUNG 5.2: Beispiel einer geschlossenen und Q) aufteilenden Untermannigfaltigkeit X fiir d = 2.
Links: Aufspaltung des Grundgebiets Q in Q; und Q, wobei beide die
Grenze X beinhalten.
Rechts: ¢(X) beschreibt den Einheitskreis.

det. Mit y definieren wir

Q= {x e Q| [y(x)], <1},
Oy = {x € Of y(x)], 21},

so dass Q; und Q, das Innere bzw. Auflere von T beschreiben (siehe Abbildung 5.2).

Die weitere Argumentation ist unabhédngig davon ab, ob X offen oder abgeschlossen

gewidhlt wurde. In beiden Fillen gilt insbesondere, dass
4NQ,=3Uz.
Entsprechend der Zweiteilung von Q) setzen wir zwei Abbildungen
¢;: 0 — R4,

(p23 Qz - Rd
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an und koppeln diese an das gesuchte ¢: Q — R mittels der Forderungen:

=9,

b

(O3}

=9, (5.2)

Qu\ZUS

Das Q,\JUY gewdhlt wurde ist willkiirlich. Mit der alternativen Wahl von Q;\Zu Y ist

die weitere Argumentation analog zu der Vorgestellten. Entlang von X fordern wir mit
9,(2) ={¢;(x)|x €X},i=12, dass gilt:

$,(Z) = 9,(2). (5.3)

Da diese Gleichheit mengenweise und nicht punktweise gefordert wird, ist grundsatzlich
jede erdenkbare Deformation auf X gestattet. Die Forderung (5.3) ist d4quivalent dazu,
dass der im Weiteren vorgestellte Abstand zwischen ¢ (X) und ¢,(X) gleich null sein
soll. Mit

dist(x, ¢,(X)) == inf [x-y],,
yeg,(2)

also dem kiirzesten Abstand von einem x € R zu ¢,(2) definieren wir die einseitige

Nebenbedingung
| dist(g,(x), 95(2))dS(x) =0. (5.4)
2z

Diese ist jedoch problematisch, denn durch die einseitige Betrachtung der Distanz kann
ein Schrumpfen von ¢, (2) begiinstigt werden. Das wiirde bedeuten, dass ¢,(2) # ¢,(X)
gilt, was als Riss im deformierten () interpretiert werden kann (siehe Abbildung 5.3,

oben). Im Weiteren betrachten wir die symmetrische Distanz
CMg, 9,] = f dist(g,(x), 9,(2))*dS(x) + f dist(¢,(x), ,(2))* dS(x),
2z z

wobei das Superskript SM fiir Sliding Motion steht. Thr Vorteil ist, dass diese nur fiir den
Fall ¢,(2) = ¢,(X) mit CM[¢,, ¢,] = 0 minimiert wird (sieche Abbildung 5.3, unten).
Damit stellt die Nebenbedingung

Mg, 9,] =0 (5.5)
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«# Kurve ¢,(¥) x Nachster Punkt von ¢,(X) zu ¢,(X)
+ Kurveg,(X) » Nachster Punkt von ¢ (Z) zu ¢,(X)

\d .
*
PO

\d *

*
/I ...“1\
SEEEEEEEEEEEREN]

ABBILDUNG 5.3: Oben: Beispiel der einseitigen Nebenbedingung (5.4).
Unten: Beispiel der symmetrischen Nebenbedingung (5.5).
Linke Spalte: Zuweisungen der nichstgelegenen Punkte.
Rechte Spalte: Die jeweilige Distanz wurde auf null minimiert. Oben stellt man eine Kon-
traktion von ¢, (X) fest. Unten wird sie mit C*™[¢,, ¢,] = 0 vermieden.

sicher, dass das deformierte Q) entlang ¥ zusammengehalten wird und beliebige Defor-
mationen in dem Bereich gestattet sind. Zu beachten ist: Aus Sicht der Regularisierungs-
terme R und R"! ist die Menge X an der die Gleitbedingung aktiv ist eine Menge vom

Mafd null, so dass weiterhin iiber ganz Q regularisiert werden kann.

Mit (5.2) und (5.5) ergibt sich also die vollstindige kontinuierliche Formulierung

min {DL[T, R;@|+aR¥[u] + [SRVOI[u]}

P:91,9,
u. d. Nb. CM[ 1, 9,] =0 (5.6)
=9
O
=9,
O ZUT

des hier betrachteten Optimierungsproblems. Die modulare Struktur des Problems er-
laubt es weitere analog konstruierte Nebenbedingungen an (5.6) zu fordern. Das heif3t,
mehrere Bereiche in denen Gleitverhalten gestattet ist sind in einem Registrierungs-

durchlauf realisierbar.

Im néchsten Kapitel folgt eine Beschreibung des gewéhlten Diskretisierungsansatzes so-

wie die Diskretisierung der einzelnen Komponenten aus (5.6).
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6 Finite-Elemente-Diskretisierung

des Registrierungsproblems

Das Optimierungsproblem (5.6) wird in dieser Arbeit mit einem sogenannten discretize-
then-optimize Ansatz gelost. Das bedeutet, wir diskretisieren direkt die Zielfunktion in-
klusive Nebenbedingung, um eine Losung des diskretisierten Problems zu berechnen. Im
alternativen optimize-then-discretize Ansatz wird zunichst ein notwendiges Kriterium an

einen Minimierer bestimmt, welches im darauf folgenden Schritt diskretisiert wird.

Eine typische Methode zur Diskretisierung von Registrierungsproblemen ist die Finite-
Differenzen-Methode. In dieser Methode wird das betrachtete Problem iiblicherweise an
einem dquidistanten Gitter ausgewertet. Ableitungen kdnnen nun auf dem Gitter durch
Differenzenquotienten approximiert werden. Dieser Ansatz hat den Vorteil, dass die da-
bei entstehenden Datenstrukturen recht einfach im Aufbau sind und effizient implemen-
tiert werden konnen. Der Nachteil ist, dass komplizierte Geometrien nur aufwendig be-

handelt werden konnen.

Im Hinblick auf das modellierte Gleitverhalten von Organen ist hier erwiinscht, dass
komplizierte Geometrien von () gut beschrieben werden kdnnen. Die sogenannte Finite-
Elemente-Methode erfiillt diese Voraussetzung und hat sich als das Standardverfahren
in der Organmodellierung durchgesetzt. Sie hat im Vergleich zur Finite-Differenzen-
Methode den Nachteil, dass die dabei entstehenden Datenstrukturen komplizierter im

Aufbau sind und daher eine effiziente Implementierungen aufwendiger umzusetzen ist.

6.1 Finite-Elemente-Diskretisierung

Die Finite-Elemente-Methode (FEM) wurde urspriinglich entwickelt um partielle Diffe-

rentialgleichungen (PDE) numerisch zu 16sen. Die FEM setzt die Diskretisierung dabei
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ABBILDUNG 6.1: Ein Beispiel einer Basisfunktion b; die ihr Maximum am Punkt x; annimmt. Die zugrunde
liegende Triangulation ist gestrichelt dargestellt. Der Bereich in dem b; > 0 ist wird durch
durchgezogene Linien eingeschlossen.

am Funktionenraum der Losung an. Hier betrachten wir den Losungsraum der stiick-
weise linearen aber stetigen Funktionen auf Q und nennen ihn A". Das Superskript h
beschreibt einen Diskretisierungsparameter. Je kleiner & hewihlt wird, desto feiner ist
die gewihlte Diskretisierung. Als Basis von A" verwenden wir Funktionen wie unter
Abbildung 6.1 dargestellt.

Wir formalisieren diese Idee wie folgt: Es wird angenommen, dass die gesuchte Losung
aus einem endlich-dimensionalen Funktionenraum A" kommt. Die Basisfunktionen die-
ses Raums werden als {by,...,b,} mit b:Q - Rund i = 1,..., n bezeichnet. Da die
Losung ¢" € A" unseres Variationsproblems ein 2D-Vektorfeld ist, setzten wir fiir jede

seiner Komponenten eine Linearkombination der endlichen Basis an:

> cibi(x)
i1

¢"(x) =7
> clbi(x)
i-1

c

M-

I
—_

bi(x), (6.1)

C

~ =%k

mit x € Q und Koeflizienten c¥, ¢] € R. Das heifit, bei einer gegebenen Basis von A" ist
unsere gesuchte Losung vollstindig durch endlich viele Koeffizienten c7, ¢} € R beschrie-
ben. Eine Basis wird dabei typischerweise auf einer Zerlegung von Q konstruiert. Die
einzelnen Teilstiicke dieser Zerlegung sind dabei die namensgebenden Finiten-Elemente.

Im néchsten Abschnitt wird die hier verwendete Art der Zerlegung vorgestellt.
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ABBILDUNG 6.2: Eine zuldssige Triangulierung eines ellipsenformigen Gebiets.

Delaunay-Triangulation

Eine Zerlegung (oder auch Partition) von Q findet in einfache geometrische Strukturen
statt. Wir entscheiden uns hier fiir eine Zerlegung in Dreiecke, welche auch als Trian-
gulation bezeichnet wird. Eine Triangulation 7 = {Tj,..., T,,} von Q in abgeschlossene

Dreiecke T; soll im Weiteren zuldssig [3] sein, das heif3t:
L Q=U"T,.

2. Falls T;n T; nur einen Punkt hat, dann ist dieser Punkt ein gemeinsamer Eckpunkt

von T; und Tj.

3. Wenn fiir i # jder Schnitt T;n T; aus mehr als einem Punkt besteht, dann ist T;n T;

eine gemeinsame Kante von T; und T;.

Dabei wird das erste Kriterium auf krummlinig berandeten Gebieten so abgeschwicht,
dass am Rand des Gebietes eine Niherung der Zerlegung an Q bereits ausreicht. In Ab-
bildung 6.2 ist ein Beispiel einer zuldssigen Triangulierung zu sehen. Weiter fordern wir
an die Triangulierung, dass alle auftretenden Dreiecke moglichst gleichseitig sind. Da-
durch werden Vorzugsrichtungen in der Optimierung vermieden und die numerische
Stabilitdt des Verfahrens verbessert. Eine diesen Anforderungen geniigende Zerlegung
wurde in dieser Arbeit durch die Matlab-Funktion initmesh generiert. Diese verwendet
intern den Delaunay-Algorithmus zur Triangulation. Im nédchsten Abschnitt werden die

Eingangs erwédhnten Basisfunktionen diskutiert.
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Lineare Dreiecks-Elemente

Fiir die FEM ist es charakteristisch, dass Basisfunktionen stiickweise Polynome mit je-
weils kleinem Trager sind. Wir entscheiden uns fiir lineare Ansatzfunktionen auf den
Elementen. Im Folgenden betrachten wir ein beliebig gewéhltes Dreieck T; € 7 mit sei-
nen Eckpunkten x; = (x1, 1), %2 = (x2, ¥2)" und x5 = (x3, y3)". Es wird dabei ange-
nommen, dass diese Punkte gegen den Uhrzeigersinn geordnet sind. Zur Beschreibung
der linearen Funktionen auf 7 werden zunichst lokale Koordinaten auf einem T; € T
definiert.

Baryzentrische Koordinaten

Es ist in der FEM iiblich Punkte nicht im globalen sondern in einem lokalen Koordina-
tensystem zu beschreiben. Das heifit, ein Punkt x in T; wird relativ zu den Eckpunkten

beschrieben. Wir setzten damit also fiir ein beliebiges x = (x, y) € T; an:

x = %18 + %6, + %385 (6.2)
1=§+ &6+ &,

dabei sind &}, &,, & € [0,1] die sogenannten baryzentrischen Koordinaten [3]. Dadurch,
dass sich die baryzentrischen Koordinaten zu eins summieren, wird sichergestellt, dass
sie eindeutig fiir jeden beliebigen Punkt in T; sind. Somit besitzen die Eckpunkte offen-
sichtlich die Koordinaten (1,0,0), (0,1,0) und (0, 0,1). Entscheident an dieser Darstel-
lung ist: Wenn man o.B.d. A auf der Kante von x; zu x, wandert, wird der zu x5 gehdrende
Koefhzient &; konstant null sein. Das heifit, dass der Weg zwischen x; und x, nicht
durch x; beeinflusst wird. Dieses Argument wird uns spiter die Stetigkeit der Losung
des diskretisierten Problems liefern. Wir modellieren nun mit einem linearen Ansatz die

Verrilickung u auf einem beliebigen Dreieck.

Verriickung auf einem Dreieck

Es wird jetzt die Verriickung

u\x = u(x’y) X € 1;
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auf einem beliebigen Dreieck T; € T betrachtet. Mit zwei linearen Funktionen schreiben

wir u komponentenweise als

u(x,y) = ay+ ax + asy, (6.3)

v(x,y) = as + asx + ag).

Dabei beschreiben die Koeffizienten ay, a,, a; € R sowie ay, as,as € R die Verschie-
bung in die jeweilige Raumrichtung. Da dieser Ansatz auf ganz T; gilt, gilt er insbeson-
dere auch an den Eckpunkten (xi, y1), (%2, ¥2), (3, y3) von T;. An diesen sind uns die
Verriickungen (uy,v1), (42, v2) und (us, v;) allerdings bekannt. Mit diesen Punkten stel-

len wir ein lineares Gleichungssystem auf:

ul\ I x5 »n a
U I x5 ¥ a,
Sl I R “1. (6.4)
v L x1 yi|]|as
12 I x2 y21]as
V3 I x3 y3) \as

Da alle hier betrachteten Dreiecke nicht kollineare Eckpunkte besitzen (dies folgt direkt
aus der Zulassigkeit der Triangulierung), ist die Koeffizientenmatrix invertierbar und das
Gleichungssystem losbar. Aufgrund der einfachen Blockdiagonal-Struktur der Matrix

berechnen wir ihre Inverse analytisch. Sei

1 51 »n
A:].XZ V2

1 X3 V3
ein Block aus (6.4) und seine Inverse [3] durch
1 X2Y3 — X3)2 YViX3—X1Y3 X1)2 — X2 )1
-1

:m Y2—Y3 Yi—N =

X3 — X2 X1 — X3 X2 — X1
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gegeben. Insgesamt erhalten wir damit

a; U
a) U
as _ 14_1 Us
ay A_l V1 ’
as Va
de V3
also das geloste Gleichungssystem aus (6.4). Die Koeffizienten ay, . .., a¢ schreiben sich
mit
by = X293~ X3)5, by 1= y1x3 = X193, by := x1y; — x2)1,
C1:=)Y2— )3 ©=)3= ) =070
di = x3 — %3, dy = x1 — X3, ds := X5 — X1,
schlieflich als
a, = 1 (b1u1 +byuy + b3u3), a, = #(Cﬂh + Uy + C3“3)>
det(A) det(A)
a; = ! (dlul +dyu, + d3u3), ay = 1 (1911/1 +byvy + 1731’3)’ (6.5)
det(A) det(A)
1 1
“” det(a) (em+emarems).  ac- det(A) (di + v+ dova).

Durch Einsetzen in (6.3) erhalten wir jetzt die linearen Interpolanten

(b1u1 + byu, + b3u3) + (c1u1 + Cyuy + c3u3)x + (d1u1 + dyuy + d3u3)y

u(x,y) = det(A) , (6.6)
(bm + byvy + b3v3) + (clvl + vy + c3v3)x + (dm +dyvy + d3v3)y
V(e y) = det(A) ’

die die Verriickung u auf dem Dreieck T; beschreiben. Aufgrund des linearen Ansatzes
der am Anfang gewihlt wurde, ist im Innern der Dreiecke ein stetiges Verhalten von
u gesichert. Das eine derartig konstruierte Verriickung allerdings auch an den Kanten
zwischen den Dreiecken stetig ist, wird im Weiteren gezeigt. Mit u; = (uy,v1)",u, =

(42, v2)" und us = (u3,v3)" schreiben wir (6.6) als Linearkombination der Verriickungen

46



é,-(x,y)

ABBILDUNG 6.3: Zu sehen sind die drei Formfunktionen 21, 22 und 23 iber einem beliebigen Dreieck. Sie
nehmen im jeweiligen Punkt x; den Wert 1 an und in den anderen beiden Punkten den
Wert 0.

in den Ecken:

(b1+clx+d1y) (b2+czx+d2y) (b3+c3x+d3y)
wEy) = m T daa) T @)

(6.7)

- b b

Diese Darstellung ist an die erste Gleichung aus (6.2) angelehnt, wobei él, fz und f3 den
Koeffizienten &, &, und &; entsprechen. Es ldsst sich auch zeigen, dass die Summe der é,-
mit i = 1,2,3, gleich eins ist und somit die zweite Gleichung aus (6.2) ebenfalls erfiillt
ist. Das heif3t, die Beschreibung eines Punktes in T; geschieht in baryzentrischen Koor-
dinaten. Im Abschnitt liber die baryzentrischen Koordinaten wurde bereits festgestellt,
dass Funktionswerte entlang einer Kante eines Dreiecks lediglich von den angrenzen-
den Knoten bestimmt werden. Das bedeutet nun fiir unsere Verriickung in (6.7), dass
sie nicht nur lokal in T; sondern auch global auf 7 stetig ist. Wir kénnen damit den

Zusammenhang zur Basisdarstellung (6.1) herstellen.

Zusammenhang zur Basisdarstellung

Die &, mit

werden in der Literatur als Formfunktionen bezeichnet. Sie haben die Eigenschaft, dass

sie im Punkt x; gleich eins und in allen anderen Eckpunkten des Dreiecks gleich null
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sind (siehe Abbildung 6.3). Wir verlassen jetzt die lokale Betrachtung eines einzelnen
Dreiecks und betrachten stattdessen wieder die gesamte Triangulierung 7. Die Anzahl
der Knoten in 7 sei n € N. Es wird deutlich, dass man fiir jeden Knoten der Trian-
gulierung eine hutférmige Basisfunktion b; aus den Formfunktionen der angrenzenden
Elemente konstruieren kann (siehe Abbildung 6.1). Gemeinsam spannen die Basisfunk-
tionen b;,i = 1,...,n, den Funktionenraum A" auf. Er ist eine Teilmenge des Raums
der stiickweisen linearen aber stetigen Funktionen auf Q. Es ldsst sich nun die gesuchte
Verriickung " auf ganz Q als Linearkombination der Basisfunktionen schreiben. Ange-
lehnt an (6.1) folgt damit:

u'(x) =Y (”") bi(x), xeQ
i=1 \ Vi
fiir die gesamte Verriickung und
o"(x)=x+u"(x), xeQ

fiir die gesamte Deformation auf Q. Entscheidend an dieser Darstellung ist, dass es sich
bei den gesuchten Koeflizienten aus (6.1) genau um die einzelnen Verriickungen (u;, v;)7
in den n Knoten handelt. Mit der hier beschriebenen Finite-Elemente-Diskretisierung

wird jetzt die Zielfunktion diskretisiert.

6.2 Diskretisierung der Zielfunktion

Die hier konstruierte Zielfunktion 7 mit
J [T) R; (P] =Dt [T, R; (p] + OCRqe[u] + ﬁRvol[u]

wird nun mit einer Finite-Elemente-Methode diskretisiert. Aufgrund ihrer modularen
Bauart konnen Distanzmaf3 und Regularisierungsterme gesondert diskretisiert werden.

Wir beginnen mit der Diskretisierung des Distanzmaf3es.
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Diskretisierung des DistanzmalBes

Wir betrachten das Distanzmafl D aus (4.6) mit

DT, Rig] = 3 19() [ (R(g(x)) - T(x))? det V()| d.

Q

Sei T die gewiéhlte Triangulierung bestehend aus n € N Dreieckselementen T; mit i =

1,...,n. Durch eine Einschrankung unserer Betrachtung auf 7 gilt

DHT, Rig] = 5 lp(0)]” [ (R(p(x)) - T(x))? det T ()] dv
T

=S lo(@)1"y; f (R(gp(x)) - T(x)} et Vo(x) dv  (63)

Auf die nun elementweisen Integrale wenden wir eine Gauf$-Quadratur an. Sei T € T
ein Dreieck mit gegen den Uhrzeigersinn geordneten Eckpunkten x;, x,,x; € R? und

f:T — R. Dann approximiert

Q) = () + ) = f(2))

mit |T| := 1 det(x, — x1, x5 — ;) das Integral
[ fx)ax
T

tiir ein Polynom ersten Grades f exakt. Mit dieser Quadraturformel und x;. dem j-ten
Knoten des i-ten Dreiecks, approximieren wir D[ T, R; ¢] aus (6.8) durch
1

DT, Rig) ~ L) 3

2 LS Rptx) - TGP e(Tp)]. (69

j=1

Die Funktionaldeterminante det(V¢(x})) wird aufgrund der stiickweisen Linearitit der
gesuchten Losung ¢ konstant auf allen Knoten x§ mit j = 1,2,3 eines Dreiecks sein.
Weiterhin gilt fiir sie, dass sie die von ¢ verursachte Flichenidnderung des i-ten Dreiecks

beschreibt. Wir berechnen diese fiir das i-te Dreieck mit den Knoten x; € R? und den
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Verriickungen u = (uj,v;)" mit j =1,2,3 durch:

det(Vo(x})) = det(Vu(x}) +1I)
(uz —u+l  vy-w ) (6.10)
= det .

Us — U v3—v;+1
Mit der Definition det(V ;) := det(Ve(x})) fir alle j = 1,2, 3 erhalten wir

(69)= 319 Y T 3 (Ro(x)) - (3 der(v)

3 A
T;|d

gy Mo et(v“’)zw«p(x)) (). (61)

i=1
Mit 7i(g) = R(9(x)) - T(x!) und r' := (r{(9),74(), 73(9))" € R sowie diag(x) :=
V1
€ R¥4 fiir ein x € RY, folgt:

Vd

(610 - Jp(o 3, 12D 5

Z( i(9))

1 _ 1
= 2 lo()] Z|T|det(V(p)(— 5 —)dlag(r)r
i=1
1 . (11 1) ‘
= Zlo(Q T, N L )
S lo() 3 T der(7,)r" ding (5,5,
"o det(Vg,) det(Ve,) det(Ve)\ .
=%‘P(Q)|_IZ|Ti|r’Tdiag( e(j%), e(zq’l), C(Z"’l))r’. 6.12)
i=1

Wir schreiben die Summe um in eine Matrix-Vektor-Multiplikation

(6.12) = % 9(Q)" +" Mr, 6.13)

wobei r € R aus den einzelnen Komponenten der r’ besteht. An korrespondierenden

Positionen in M € R373" befinden sich die restlichen Eintrdge der Summe.

Den Term |@( Q)| approximieren wir mit der Summer der deformierten Dreiecke ¢ ( T}).

Wir bestimmen solch einen Flicheninhalt durch:

(6.14)

|¢<Ti>|==édet((xﬁ””_(x””” WV”‘W”O),

(3 +us)—(a+u) (y3+v3)—(y+w)
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fur jedes T; mit i = 1..., n. Zusammengefasst zu T := (|¢(T})|,...,|9(T,)|)T € R" und
e:=(1...,1)7 e R" folgt:

lp(Q)[ "~ (eTT) ™ (6.15)

Fiir ein global injektives ¢ gilt in (6.15) sogar die Gleichheit. Mit (6.13) und (6.15) ergibt
sich die diskretisierte Form von D[ T, R; ¢ ]

1
DL = 3 (e"T)'r"Mr.

Diskretisierung des elastischen Regularisierers

Wir diskretisieren jetzt den hyperelastischen Regularisierer
1 rA 5 )
R = > f Etr(E) +utr(E*) dx
o)
aus (3.5) mit dem zugehorigen Green - St. Venant Strain

1
E= > (Vu' +Vu+vu'vu).

Die Betrachtungen hier geschehen zundchst auf einem T; € 7 mit gegen den Uhrzei-
gersinn geordneten Eckpunkten x; = (xj, y;), j = 1,2, 3. Entsprechend werden den Eck-
punkten die Verriickungen u; = (u;,v;), j = 1,2, 3 zugeordnet. Wir bestimmen jetzt Vu;

aus (6.6) und erhalten

Vu; = det(A)™! ( (6.16)

ClUy + CUy + C3U3 C1V1 + CVy + C3V3 )

dlul + dzlxlz + d31/l3 d1V1 + szz + d3V3

also, dass Vu; konstant auf einem beliebigen Dreieck T; ist. Die Faktoren c; und d; mit
j = 1,2,3 sind dabei wie unter (6.5) definiert. Damit schreiben wir den elementweise

konstanten Strain

E;:=vVu] +Vu; + Vu]Vu;
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und die dazugehorige SEF
. )L 2 2
W = Etr(Ei) + utr(E7).
Wir zerlegen R% in eine elementweise Darstellung und schreiben mit den W;:

R =

| >

tr(E)? + utr(E*) dx

N |

tr(E;)* + utr(E7) dx

o=
| >

dx.

M= M= P

N =
i

?1\ :1\
=

Da die W; konstant sind, folgt:

N | =
M=
B
=
&
I
D | =
M:
=
B
&

1l
—
Il
il

N =
o8
=
=

Il
—

mit dem Fldcheninhalt des i-ten Dreiecks |T;|. Die diskretisierte Form des elastischen

Regularisierers

RIS = %WTT

ergibt sich somit mit W := (Wj,..., W,)T e R" und T € R" wie oben definiert.

Diskretisierung der Volumen-Regularisierung

Fur die Diskretisierung des zweiten Regularisierungsterms schreiben wir R¥°' wieder

tiber die Summe der Element-Integrale auf 7

R u] = f P(det(Vu(x) +1))dx

Q

-y [ Pet(vu(x) + 1)) dx. (6.17)

T;
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In (6.17) wird fiir das elementweise konstante Vu der Term

Vu; = det(A)‘l(

Ciuyp + CLUy + C3U3 CiV1 + CVy + C3V3 )

dll/l] + d2u2 + d3143 d1V1 + szz + d3‘V3

aus (6.16) eingesetzt. Der resultierende Ausdruck det(Vu; + I)) entspricht der Flichen-
dnderung des i-ten deformierten Elements. Wir definieren det(V¢,) := det(Vu; + I))
und schreiben fiir (6.17):

(617)=) [ Plagenve,))dx

i=1 T,

M:

= 3 T P(det(Vg,). (618)

1

Il
—

Das bedeutet, die Forderung im Kontinuierlichen nach einer punktweise echt positiven
Funktionaldeterminante, fiihrt in dieser Diskretisierung zu einer Forderung nach einem

echt positiven Flicheninhalt eines jeden Dreiecks.

Wir definieren P; := log(det(Ve¢,))* miti =1,...,nund P := (P,,...,P,)" € R" und

erhalten mit

RvoLh _ Z |T;|log(det(Veo,))*
i=1

=T'P

den diskretisierten Regularisierungsterm.

6.3 Diskretisierung der Nebenbedingung

Wir diskretisieren jetzt die Nebenbedingungen

CM @1, 9,] =0, (6.19)
Q= <P1’ , (6.20)
(O3}
=9, (6.21)
Qo\ZUT
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¢ Triangulierung 7
¢ Kantenzug 2, ¢ Zjund X, ¢ Kantenzug 2,

/\

ABBILDUNG 6.4: Beispiel einer Triangulierung die sich aus zwei getrennten Gittern zusammensetzt. Es soll
der Ellipse gestattet sein an der AufSenstruktur zu gleiten.
Links: Innere Triangulation in Ellipsenform mit Kantenzug X;.
Rechts: Aufere Struktur mit Offnung beschrieben durch 2.

Mitte: £; und 2, liegen tibereinander. Gleitverhalten soll auf tiberlagerten X, und %, statt-
finden.

Die Bereiche ; und Q, werden durch Triangulierungen 7; und 7, diskretisiert. Am
Rand von 7; und 7, existieren jeweils identische Kantenziige die eine Niherung an S u X
beschreiben. Durch Zusammenlegen der Knoten und Kanten von 7, und 7, die eine
Niherung an X beschreiben, erhilt man eine zusammenhingende Trinagulierung 7. 7°
ist also eine Diskretisierung von . Diese Konstruktion von 7 ist direkt eine Diskretisie-
rung der Nebenbedingungen (6.20) und (6.21). Sie gewéhrleistet ein stetiges Verhalten

der gesuchten Losung entlang der Niherung an X.

Die Knoten und Kanten die X beschreiben liegen weiterhin gedoppelt vor. Das heif3t, £

wird als Riss in der Triangulation beschrieben. Entsprechend sind

21 = (‘fla El))
2= (Vz,Ez)

die Graphen mit jeweils identischen Knoten und Kanten die ¥ anndhern. Es bezeichnen
dabei V; sowie V, die Knotenmengen und E; sowie E, die Kantenmengen. Das geforderte
Gleitverhalten aus (6.19) wird auf £, und X, diskretisiert. Ein Beispiel einer Triangulation

mit ellipsenférmigen ¥, und X, findet sich unter Abbildung 6.4.

In Abschnitt 5.2 wurde die Bedingung so formuliert, dass beliebige glatte und orientier-
bare Untermannigfaltigkeiten (geschlossen und nicht geschlossen) den Gleitbereich be-
schreiben diirfen. Dies spiegelt sich in dieser Diskretisierung insofern wieder, dass in
einer 2d-Implementierung beliebige Kantenziige durch Verdoppelung den Gleitbereich

beschreiben diirfen. Die diskretisierte Form der Nebenbedingung (6.19) wird auf £, und
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¢ Kanten aus E,

\ e Knoten aus V,

.~ Kirzester Pfad

ABBILDUNG 6.5: Beispiele fiir kiirzeste Abstdnde von einem Knoten zu einem Kantenzug. Fiir x; existiert
keine orthogonale Projektion auf E,, somit bekommt er einen Knoten aus V; als nachsten
Punkt zugewiesen. Fiir x, existiert eine orthogonale Projektion auf eine Kante aus E; und
sie ist der nachste Punkt zu x,.

>, wirken indem sie fordert, dass der Abstand zwischen ihnen in einem geeigneten Sinn
gleich Null ist.

Ausgehend von (6.19) diskretisieren wir jetzt die einseitige Nebenbedingung
f dist(g,(x), 9,(2))*dS(x) = 0, (6.22)
z

mit

dist(x, 9,(Z)) = _inf_[x—yl,.

yep,(2)

Es wird zunichst fiir jedes x € V; der kiirzeste Abstand auf £, bestimmt. Dabei konnen
zwei Fille auftreten: Der kiirzeste Abstand kann zu einem Punkt mitten auf eine Kante
e ¢ E, vorliegen, oder er kann direkt zu einem p € V, vorliegen (siehe Abbildung 6.5).
Falls der kiirzeste Abstand auf eine Kante verweist, wird dieser mithilfe einer orthogo-
nalen Projektion beschrieben. Es wird zundchst dieser Fall betrachtet. Sei x € V; und

e ={p,, p,} € E;. Ein Maf fiir den Abstand zur orthogonalen Projektion lautet:

1
S 10 =Dp,+Ap, - %[5, (6.23)

mit dem Faktor

(x - Pl)T(Pl - Pz) .
Ip, - P,

A= AMx,ppp,) = (6.24)

Dabei gilt lediglich fiir A € [0,1], dass x eine orthogonale Projektion auf die Kante e
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besitzt. Mit einer modifizierten Variante von (6.23) messen wir

3 1A= Dpy+Ap, - x5, 2€[0,1]
dist(x, py, p,) = {1 |p, — x5, A>1 (6.25)
cl) ] I A<l

den kiirzesten Abstand von x zur Kante e = {p,, p,} auch wenn keine orthogonale Pro-
jektion existiert. Im Falle ihrer Nicht-Existenz greifen die Falle mit A < 0 und A > 1 und
weisen x den Abstand zum nichstgelegenen Knoten zu. Um den kiirzesten Abstand zu

ganz X, zu ermitteln definieren wir:
D(x,E;):= min dist(x,p,,p,).
{p1p,}eEr
Man erhalt also mit

> D(x,E;) =0 (6.26)

xeVp

eine diskretisierte Form der einseitigen Nebenbedingung.

Es wird jetzt das Einbinden der gesuchten Deformation beschrieben: Fiir einen Punkt

x € V; wird seine Deformation durch
¢,(x) =x+u(x)

beschrieben. Analog gilt fiir einen Punkt x € V, dass seine Deformation durch
@,(x) = x + ur(x)

beschrieben wird. Sei m € N die Anzahl der Knoten in 7 und u = (4, ..., Uy,,)" € R?™
der Vektor der Verriickungen. Es existieren somit fiir jeden Punkt x € X, zwei Indizes

i,je{l,...,2m} miti+ j, sodass mit u;(x) := (u3(x), uy(x))7 gilt:

u(x) = u;

uy(x) = uj.

Analog existieren fiir jeden Punkt x € X, ebenfalls zwei Indizes i, j € {1,...,2m} mit
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i # j, so dass mit uy(x) := (u(x), us(x))7 gilt:

uy(x) = u;

ur(x) = u;.

Fiir die diskretisierte Form der symmetrischen Nebenbedingung aus (6.19) gilt:

CMM () =0
wobei

CSM’h(ﬁ) = Z D(¢,(x), 9,(E>)) + Z D(¢,(x), ¢,(Ey)).

xeVp xeV,

Das beschrankte Optimierungsproblem

min {DL[T, Ry@|+aR¥[u] + ﬁRVOl[u]}

P:91,9,
u. d. Nb. CM[ 1, 9,] =0
=9,
(o)1
=9,
Q)\ZUZ

aus (5.6) lautet in seiner diskretisierten Form somit:

min {DL’h(ﬁ) + aR% (i) + /3RV°Lh(ﬁ)}

u. d. Nb. C™Mh (1) = 0,

(6.27)

(6.28)

wobei der Vektor u € R?" alle Verriickungen der Knoten der Triangulation enthalt. Im

folgenden Kapitel wird ein Losungsansatz fiir das Problem (6.28) vorgestellt.
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7 Optimierung

In diesem Kapitel wird ein Losungsansatz fiir das nichtlineare und beschriankte Optimie-

rungsproblem
min {DL”‘(T;) + aR% (i) + ﬁRVOl»h(ﬁ)}
u
u. d. Nb. CM () =0
aus (6.28) erortert. Es existieren zahlreiche Verfahren zur Losung derartiger Probleme.
Gangige Vertreter sind die Sequentielle Quadratische Programmierung, das Augmented
Lagrangian Verfahren und die Penalty Methode [22]. Die ersten beiden Verfahren brin-

gen einen hohen Implementierungsaufwand mit sich, so dass in dieser Arbeit aus Zeit-

griinden die Penalty Methode implementiert wurde.

Die in dieser Arbeit zum Einsatz gekommene Variante der Penalty Methode bestimmt

eine Ndherungslosung an (6.28), durch Losen des unbeschrinkten Problems:
min 7" (&) (71)
mit
J"(u) := DV () + aR®" (w) + PRV () + yC™M ().

Die Zielfunktion 7" (u) entspricht der Zielfunktion aus (6.28), wird allerdings um den
Strafterm yCS™-"(u) erweitert. Der Faktor y > 0 gewichtet wie stark die Gleitkonturen X,
und X, zusammengehalten werden. Das heif3t, ein exaktes Einhalten von CS™"(u) = 0
wird nicht gewidhrleistet. Die Wahl eines geeigneten y ist in dieser Arbeit manuell ge-

schehen.

Um eine Losung fiir (7.10) zu bestimmen, wird jetzt das sogenannte Gaufs-Newton Ver-

fahren vorgestellt.
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GauB-Newton Verfahren

Das unter (7.10) formulierte Problem ist hochdimensional und nichtlinear. Fiir derarti-
ge Probleme ist es nicht praktikabel eine analytische Losung zu bestimmen. Das Gauf3-
Newton Verfahren ist ein Ansatz zur Bestimmung einer Naherungslosung solcher Pro-
bleme [22]. Es ist ein iteratives Verfahren zur numerischen Losung nichtlinearer Opti-

mierungsprobleme und lésst sich als eine Abwandlung des Newton Verfahrens auffassen.

Wir betrachten jetzt zunéchst das Newton Verfahren. Sei f:RY — R eine Funktion die
zweimal stetig differenzierbar ist und xy, p, € R¥. Fiir das Newton Verfahren schreiben

wir ihre quadratische Taylor-Approximation
fxi+p) ~ f(xi) + VI (x0) Py + PV f (x0)
auf. Durch differenzieren nach p, und gleich Null setzten der rechten Seite erhdlt man:
VA (xi)pi = =V f (xi).- (7.2)

Bei einem gegebenen Startwert x; kann das lineare Gleichungssystem nach p, aufgelost
werden. Dieses p, wird auch als Abstiegsrichtung bezeichnet [22]. Mit ihm und einer

geeigneten Schrittweite a > 0 folgt, dass

Xk41 = Xk + APy

Fiir das so ermittelte x4, gilt bei geeignetem «, dass f(x4.1) < f(xx).

GauB-Newton Abstiegsrichtung

Charakteristisch fiir das Gauf3-Newton Verfahren ist, dass in Gleichung (7.2) nicht die
echte Hesse-Matrix V2 f (x4 ) zum Einsatz kommt, sondern eine symmetrische und positiv-
definite Schatzung H € R9*4 an diese [22]. Damit lautet das in jedem Iterationsschritt zu

l16sende Gleichungssystem:

H(xi)py = -V f(xk). (7.3)

Fiir die so ermittelte Abstiegsrichtung p, muss in jedem Iterationsschritt eine Schritt-

weite « bestimmt werden.
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Schrittweitenbestimmung

Wir verwenden hierfiir die sogenannte Armijo-Bedingung:

f(xx+apy) < f(xi) + cavf(xe) p

mit ¢ = 10~%. Beginnend mit o = 1 wird gepriift ob die Bedingung erfiillt ist. Ist diese
nicht erfiillt, wird « halbiert und die Bedingung wird erneut tiberpriift. Dieser Vorgang

wird wiederholt, bis ein geeignetes « gefunden wurde.

Abbruchkriterien

Die aus obigen Bausteinen konstruierte Iteration wiirde ohne Abbruchkriterien nicht
stoppen. Es wurden zu diesem Zweck Kriterien von Gill, Murray und Wright [22|] vorge-
schlagen. Mit diesen Kriterien kann das Losungsverfahren durch zwei Ursachen beendet
werden: Zum einen, falls eine hinreichend genaue Losung gefunden wurde und zum an-

deren, wenn keine Losung gefunden wurde. Die fiinf Kriterien lauten:

(KD [ f (k1) = f(x) [ <7 (U+ [ f(xi)])

(Anderung der Funktionswerte muss klein sein)

(K2) [xxn = xk]l, < VT 1+ [xk],)
(Schrittweite muss klein)

(K3) |Vf(xi)l, < /71 f(xi)ll,)

(Norm des Gradienten muss klein sein)

(K4) [Vf(xe)], <e
(Norm des Gradienten darf nicht unterhalb der Maschinengenauigkeit liegen)

(K5) k> kmax

(Maximale Iterationszahl darf nicht tiberschritten werden)

mit 7 = 10~ und der Maschinengenauigkeit €. Diese Kriterien werden nach jedem Ite-
rationsschritt tiberpriift. Eine Losung wurde gefunden, wenn (K1) A(K2)A(K3) erfiillt ist.
Keine Losung konnte gefunden werden, wenn (K4)v(K5) erfiillt ist. In beiden Fallen wird

das Verfahren abgebrochen.
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Eine Losung des unbeschrankten Problems (7.10) wurde in dieser Arbeit mit der vorge-
stellten Variante des Gauf3-Newton Verfahrens berechnet. Die fiir dieses Verfahren not-
wendige erste Ableitung sowie die Ndherung an die zweite Ableitung von J" werden im

nichsten Abschnitt vorgestellt.

Ableitungen der Zielfunktion

In diesem Abschnitt werden die Ableitungen von
J"(u) = DV () + aR®" (u) + PR (u) + yCM* (u).

bestimmt. Es werden hierfiir die einzelnen Terme aus 7" (u) gesondert betrachtet.

Ableitungen des DistanzmaBes

Wir differenzieren den diskretisierten Distanzterm
Lh(5; 1 T -1,.T
D>"(u) :E(e T) 'r"Mr.

nach den Verriickungen der Triangulation u. Sei m € N die Anzahl der Knoten in 7.
Weiter seien x; = (x;, ;)" mit j = 1,2, 3 die gegen den Uhrzeigersinn geordneten Kno-
ten eines beliebigen Dreiecks aus 7. Entsprechend seinen u; = (u;, v;)" mit j = 1,2, 3 die
Verriickungen der x;. Wir definieren weiter d,, := 52 als Kurzschreibweise einer partiel-

len Ableitung. Zunichst wird der Flicheninhalt des deformierten Dreiecks

U, —u;+1 V) — V1 ) (74)

Us — U v3—v;+1

det(Ve,) = det (
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aus (6.10) differenziert:

9., det(Veo,) va—v3+l
0., det(Ve,) v3—vi+1

d,, det . -

Vdet(ve,)=|_" etve) | | vmve f
d,, det(Ve,) Uz —up +1
d,, det(Veo,) U — U

0., det(Ve,) Uy —uy +1

Diese partiellen Ableitungen schreiben wir fiir jedes Element zeilenweise an die entspre-
chenden Stellen in VT € R™2™, Damit folgt fiir den Gradienten des Terms (e T)%

V(e'T) "' =~(e'T) VT ecR™,

Da in r lediglich das Referenzbild R in Abhangigkeit von u ist, fallt das Templatebild T
beim differenzieren raus. Das heif3t, in jeder Zeile stehen die Ableitungen von R in beide
Raumrichtungen, so dass gilt Vr € R*>2™ Die Diagonalmatrix M € R™" ist in jedem
Element der Hauptdiagonale abhingig von u. Die differenzierten Hauptdiagonalelemen-
te fassen wir zu VM € R™?" zusammen. Unter Verwendung der Symmetrie von M gilt

fiir den Gradienten des Terms " Mr :

V(r'Mr) = Vr'Mr + MVrr + VM diag(r)r
=2Vr' Mr + VM diag(r)r € R*™".

Der gesamte Gradient VD" ist also durch

1
VDM = - (e'T)*(VT e) (r'Mr) + (e'T)" (Vr'Mr + VM diag(r)r) € R*"
bestimmt. Die Hessematrix VD" approximieren wir durch eine symmetrische und po-

sitiv definite (s.p.d.) Matrix. Hierfiir verwenden wir den in der Hessematrix auftretenden

Term
VZDL’h ~ V?’TMVT‘ € ]RZmXZm.

Da M nur positive Eintrdge auf der Hauptdiagonalen besitzt, gilt fiir diese Approximati-

on, dass sie s.p.d. ist.
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Ableitungen des elastischen Regularisierers

Die Betrachtung der Diskretisierung findet auf einem beliebigen Dreieck T; statt. Wir

benennen die Komponenten von E; und Vu;:

E; E O U OyV
Ei _ 1,1 1,2 ; Vui _ x x ) (75)
E,, Ex, oyu 0y
Mit jhnen und den beteiligten Knotenpunkten x; = (x;, y;)7, j = 1,2, 3 definieren wir die
Vektoren:

E;:= (Eyy, Es E1p, Epp)" € RY,
Vu; = (0.1, 0,u, dxv,d,v)" € RY,

v e T 6
X = (xla X2, X3, )’1, )/2, )’3) € R .

Es ergeben sich damit die partiellen Ableitungen:

Z[JELI + /\(El,l + Ez’z)
—avyi = 242 c R4,
aEi 2‘[,{E1’2
2uE;5 + A(Eyy + Eap)
2uy +2  2u, 0 0
BE,- _ Vi Vy + I u,+1 Uy c R4X4,
ovVu; vx v+l u.+1 w,
0 0 2w, 2v,+2
Y2=¥3 Y3=)1 1)z 0 0 0
av—ul B X3—X2 X1—X3 Xp— X1 0 0 0 €R4X6
0%; 0 0 0 Yo=YVs Y3=)1 1= )2 .
0 0 0 X3—X2 X1—X3 Xp— X1

Der Gradient der SEF W; ist somit durch

_OVu;' OE; 9w,

— —— cR¢
afi aVui aE, €

VWi
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gegeben. Wir schreiben die einzelnen Komponenten des Gradienten V W; an die entspre-
chenden Position der i-ten Zeile in VW € R™*2". Damit ist VR3" durch

1
VRN = EVWTT
gegeben. Mit der zweiten partiellen Ableitung

A+20 0 0 A
Wi | o 24 0 0
EF | 0 0 2u 0

A0 0 A+2u

€ R4X4,

geben wir die hier verwendete symmetrische und positiv definite Ndherung an die ele-

mentweise Hessematrix

_OVu;' OE; '9*W; OE; oVu,

VW, — = =
0xX; 0Vu; QE’ oVu; O0x;

e R (7.6)

an. Gewichtet mit dem jeweiligen Flacheninhalt | T;| erhalten wir mit den Komponenten

aus (7.6) eine Ndherung an die Hessematrix V2R3®/ € R2mx2m,

Ableitungen des Volumen-Regularisierers

Mit Hilfe der Kettenregel bestimmen wir den Gradienten :

1
VP =2log(2|e(T)|) =——==d'v e RS,

2|o(T))|
eines P;, wobei
Y2=y3 Y3=N1 N )2 0 0 0
- - - 0 0 0
d - X3— X2 X1—X3 Xp— X1 . R4><6’
0 0 0 Y2=Vs V3=V N2
0 0 0 X3—Xp X1—X3 Xp— X1
vy +1
-V
vi= e R
u,+1
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Die Eintrage von VP; werden in die i-te Zeile der Matrix VP € R"*2™ eingetragen. Mit

ihr erhalt man
VRVOl’h — VPTT € ]RZm’

also den Gradienten des Regularisierungsterms. Wir nahern die Hessematrix eines P;
durch

V2P (1-2|e(T;)))d vv'd € R®*¢

2
- (2le(T)))?

an und schreiben sie gewichtet mit dem jeweiligen | T;| in die angenéherte zweite Ablei-

tung an v2Rvol,h € RmeZm.

Ableitungen der Nebenbedingung

Es werden die partiellen Ableitungen des Residuums
r=(Q1-1)p,+Ap,—x
angegeben. Mit r gilt fiir (6.23):
1

1
ST E||(1-;L)p1+)q;2—x|\§. (7.7)

Der Faktor A ist wie unter (6.24) definiert und auch von x, p, und p, abhingig. Die par-

tiellen Ableitungen von r lauten wie folgt:

9,7 =1 (3, Ap! + AI) + 9, Ap] € R¥>
0p,r = —0p Ap] + (9, Ap; + AI) € R*?
05t = =0 Ap] + 0 Ap; + 1 € R¥2

Da die partiellen Ableitungen von A sehr grof$ werden, wird darauf verzichtet sie explizit

anzugeben. Fiir die erste Ableitung von (7.7) gilt somit:

1
V(ErTr) =Vr'reR? (7.8)
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Die Hesse-Matrix des Ausdrucks aus (7.7) wird mit der s.p.d. Matrix
2 1 T T 2x2
v (Er r)» Vr'VreR (7.9)

approximiert. Die Ableitung VC™"(u) € R?" und die Approximation an
V2CSMh (1) e R?™*2m Jagsen sich aus den rechten Seiten von (7.8) und (7.9) zusammen-

setzen.

Mit den vorgestellten Ableitungen und dem Gauf3-Newton Verfahren kann schliefllich

eine Losung von
min 7" (#) (710)
mit
J"(u) = D" (u) + aR®" () + R (w) + yCM" (u).

bestimmt werden. Im folgenden Kapitel werden Ergebnisse des vorgestellten Registrie-

rungsverfahrens présentiert.
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8 Numerische Experimente

In diesem Kapitel werden numerische Experimente des betrachteten Verfahrens vorge-
stellt. Die vorgestellten Ergebnisse mit modellierter Sliding Motion (SM) sind Lésungen

des Problems:
min {DL»h(a) + aRIH () + BRYM (1) + ycSM’h(a)}.
Die Ergebnisse ohne modellierter SM sind entsprechend Losungen des Problems:
min {DL’h(ﬁ) + aR% () + ﬂRV"l’h(ﬁ)}.

Die Losungen der jeweiligen Registrierungsprobleme wurden mit dem Gaufi-Newton
Verfahren aus Kapitel 7 bestimmt. Die Lamé Konstanten wurden mit A = 1und y =1 fiir
alle Berechnungen fest gewéhlt. Das geschriebene Programm wurde in MATLAB R2012b

implementiert.

Die berechneten Verriickungen u liegen auf den Knoten der Triangulation vor und wur-
den zur Visualisierung der Ergebnisse auf ein dquidistantes Gitter interpoliert. Es wurde
hierfiir eine lineare Interpolation gewahlt. Die gewéhlte Auflosung entsprach der nativen

Auflosung der verwendeten Bilddaten.

Die Ergebnisse wurden mit drei Bilddatensétzen generiert: Die ersten beiden Datensétze
sind synthetisch erzeugt und beschreiben ein kreisférmiges bzw. ellipsenformiges X. Der
dritte Datensatz besteht aus zwei Schichten einer mit einem Computertomographen ak-
quirierten Zeitreihe von 3d-Volumina. Es handelt sich dabei um zwei koronale Schichten
die die Lunge eines Patienten in maximalem Ein- und Ausatemzustand abbilden. ¥ wur-

de dabei so gewihlt, dass ein Gleitverhalten der Lunge sichtbar wird.

Alle drei Datensétze wurden einmal mit SM und einmal ohne SM registriert. Die Berech-
nungen mit SM geschahen auf einer Triangulierung wie sie in Abschnitt 6.3 beschrieben

wird. Die Berechnungen ohne SM geschahen auf einer Triangulierung die keinen Gleit-
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ABBILDUNG 8.1: Darstellung von Referenzbild (links) und Templatebild (rechts). Die rote Kontur be-
schreibt den Bereich an dem ein Gleiten gestattet ist.

bereich X bestehend aus X,%, besitzt. Zur besseren Vergleichbarkeit der Ergebnisse wird
Y in beiden Fillen auf Abbildungen mit dargestellt.

Experimente am Kreisdatensatz

Das verwendete Template- und Referenzbild sind in Abbildung 8.1 dargestellt. Beide
Bilder sind identisch, bis auf eine 90° Rotation eines kreisféormigen Ausschnitts in der
Bildmitte. Der Bereich in dem ein Gleiten gestattet ist wurde entsprechend kreisférmig
gewdhlt und ist gemeinsam mit dem Referenzbild ebenfalls in Abbildung 8.1 dargestellt.
Die Triangulierung wurde fiir die Berechnung mit SM zweigeteilt: Zum einen der Trian-
gulierung des Kreisinneren, zum anderen der Triangulierung des dufleren Bereichs (siehe
Abbildung 8.2). Die verwendeten Parameter fiir alle Berechnungen auf diesem Datensatz

sind in Tabelle 8.1 aufgelistet.

’ o \ B \ y \Bildauﬂbsung‘
[1IE-2 [1E-1[1E-2][  60x60 |

TABELLE 8.1: Kreisdatensatz. Verwendete Parameter mit Bildauflgsung.

Die Parameter wurden so gewdhlt, dass sich ein starres Deformationsverhalten zeigt.
Entsprechend bleibt das Referenzbild bei einer Registrierung ohne SM fast unveriandert
(sieche Abbildung 8.3, rechts). Eine Registrierung mit SM kann die Rotation trotz des
starren Materialverhaltens beschreiben (siehe Abbildung 8.3, links). Unstetiges Verhal-
ten der Deformation entlang > ermdglicht dieses Ergebnis. Verdeutlicht wird dies bei

Betrachtung der Verriickungen u in Abbildung 8.5 und 8.4.
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ABBILDUNG 8.2: Struktur der verwendeten Triangulierung. Im Fall der Registrierung mit SM ist die Tri-
angulierung zweigeteilt. Gleitverhalten wird an der inneren roten Kontur gestattet.

ABBILDUNG 8.3: Abgebildet sind die deformierten Referenzbilder.
Links: Deformiertes Referenzbild mit SM,
rechts: Deformiertes Referenzbild ohne SM.

Experimente am Ellipsendatensatz

Das verwendete Template- und Referenzbild sind in Abbildung 8.6 dargestellt. Analog
zum Kreisdatensatz gilt hier: Beide Bilder sind identisch, bis auf einen um 45° rotier-
ten ellipsenformigen Bereich in der Bildmitte. Entsprechend wurde der Bereich an dem

Gleiten gestattet ist ellipsenférmig gewéhlt und ist in Abbildung 8.6 dargestellt.

Die Triangulierung wurde fiir die Berechnung mit SM zweigeteilt: Zum einen der Trian-
gulierung im Inneren der Ellipse, zum anderen der Triangulierung des dufleren Bereichs
(sieche Abbildung 8.8). Alle Berechnungen auf diesem Datensatz sind mit den Parametern
in Tabelle 8.2 entstanden.

| a | B | y |Bildauflssung |
[1E-7 [1E-6 [ IE-3]  70x70 |

TaBELLE 8.2: Ellipsendatensatz. Verwendete Parameter mit Bildauflsung.

Die gewéhlten Parameter erlauben ein elastischeres Verhalten der Deformation als beim

Kreisdatensatz. Mit ihnen erreicht eine Registrierung ohne SM eine gute Ndherung an
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das Templatebild (siehe Abbildung 8.7). Die harten Kanten am Rand der Ellipse werden
jedoch nicht von diesem Ansatz nachgebildet. Eine Registrierung mit SM zeigt bei die-
sem Experiment ein Gleitverhalten entlang der vorgegeben Kontur. Eine Glittung des
Ergebnisses wird in diesem Fall am oberen und unteren Rand der Ellipse vermieden. In
Abbildung 8.9 ist das unstetige Verhalten der Deformation entlang ¥ dargestellt. Im Fall
der Registrierung ohne SM ist das Vektorfeld der Verriickungen u insbesondere auch am
Rand der Ellipse glatt (siehe Abbildung 8.10).

Experimente am Lungendatensatz

Template- und Referenzbild werden in Abbildung 8.11 dargestellt. Sie stellen die Lunge
eines Patienten zum Zeitpunkt maximaler Ein- und Ausatmung dar. £ wurde so gewdhlt,
dass ein Gleiten von Lungen- an Rippenfell verwirklicht werden kann. Auch hier wurde
die Triangulierung zweigeteilt mittels einer geschlossenen Kontur X (siehe Abbildung
8.13). Alle Berechnungen auf diesem Datensatz sind mit den Parametern in Tabelle 8.3

entstanden.

’ o \ B \ % \Bildauﬂésung‘
[1IE-2[1E-2 [1E+1| 800x800 |

TABELLE 8.3: Lungendatensatz. Verwendete Parameter mit Bildauflésung.

Die Néherung des deformierten Referenzbildes an das Templatebild ist in beiden be-
trachteten Fallen sehr dhnlich. Ein Vergleich der Differenzbilder in Abbildung 8.12 zeigt
fir den Fall mit SM als auch ohne SM eine gute Ndherung an das Templatebild. Das
Registrierungsergebnis ohne SM weist insbesondere am Ubergang von Lunge zum Rip-
penkifig ein glattes Deformationsfeld auf (siehe Abbildung 8.15). Eine Registrierung mit
Hinzunahme des SM-Modells zeigt ein unstetiges Verhalten der Deformation entlang
des Rippenkaifigs. Das Verriickungsfeld in Abbildung 8.14 beschreibt ein Gleitverhalten
der Lunge am Rippenkafig.

Es konnte fiir alle drei Datensdtze die Funktionstiichtigkeit des vorgestellten Registrie-
rungsansatzes gezeigt werden. Das Verfahren mit SM kann, verglichen mit einem identi-
schen Ansatz ohne SM, an vorgegebenen Konturen teils deutlich unterschiedliche Ergeb-
nisse hervorbringen. Entlang dieser Konturen konnen die Ergebnisse signifikant besser

sein als bei einem Ansatz ohne SM.
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ABBILDUNG 8.4: Verriickungen # der Registrierung ohne SM. Die rote Kontur ist zur besseren Vergleich-
barkeit mit dem SM-Ergebnis eingeblendet. Unten ist eine Vergroflerung des oben mar-
kierten Ausschnitts abgebildet. Das Vektorfeld ist insbesondere entlang der roten Kontur
glatt.
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ABBILDUNG 8.5: Verriickungen u des Registrierungsergebnisses mit SM. Die rote Kontur beschreibt Z, al-
so den Bereich an dem Gleiten gestattet ist. Unten ist eine Vergroflerung des oben mar-
kierten Ausschnitts abgebildet. Ein unstetiges Verhalten der Deformation entlang £ wird
festgestellt.

74



ABBILDUNG 8.6: Darstellung von Referenzbild (links) und Templatebild (rechts). Die rote Kontur be-
schreibt den Bereich an dem ein Gleiten gestattet ist.

ABBILDUNG 8.7: Vergleich der deformierten Referenzbilder fiir eine Registrierung mit und ohne SM.
links oben: Deformierte Referenz mit SM,
rechts oben: Deformierte Referenz ohne SM,
unten: Differenzen der deformierten Referenzbilder zum Templatebild.

ABBILDUNG 8.8: Struktur der verwendeten Triangulierung. Im Fall der Registrierung mit SM ist die Tri-
angulierung zweigeteilt. Gleitverhalten wird an der inneren roten Kontur gestattet die £
beschreibt.
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ABBILDUNG 8.9: Verriickungen u des Registrierungsergebnisses mit SM. Die rote Kontur beschreibt wieder
2. Unten ist eine Vergréflerung des oben markierten Ausschnitts abgebildet. Ein unsteti-
ges Verhalten der Deformation entlang ¥ wird festgestellt.
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ABBILDUNG 8.10: Verriickungen u der Registrierung ohne SM. Die rote Kontur ist zur besseren Vergleich-
barkeit mit dem SM-Ergebnis eingeblendet. Unten ist eine Vergrofierung des oben mar-
kierten Ausschnitts abgebildet. Das Vektorfeld ist global und insbesondere entlang der
roten Kontur glatt.
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ABBILDUNG 8.11: Dargestellt wird das Referenzbild (links), das Templatebild (Mitte) sowie das Differenz-
bild beider (rechts). X wird als rote Kontur abgebildet.

b ' !l

ABBILDUNG 8.12: Dargestellt sind die deformierten Referenzbilder.
links oben: Deformierte Referenz mit SM,
rechts oben: Deformierte Referenz ohne SM,
unten: Differenzbilder der deformierten Referenzbilder zum Template.

ABBILDUNG 8.13: Struktur der verwendeten Triangulierung. Im Fall der Registrierung mit SM ist die Tri-
angulierung zweigeteilt. Ein Gleitverhalten wird an der inneren roten Kontur gestattet.
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Verrtickungsfeld des Lungendatensatzes mit SM in reduzierter Auflosung.

Oben:

ABBILDUNG 8.14
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m or

Vergrofierung des oben markierten Ausschnitts

unstetiges Verhalten der Deformation entlang > wird festgestellt.

Eine
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Verriickungsfeld des Lungendatensatzes ohne SM in reduzierter Auflésung.
Deformation ist insbesondere entlang X glatt.
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ABBILDUNG 8.15
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O Fazit und Ausblick

In dieser Arbeit wurde ein genereller Ansatz zur medizinischen Bildregistrierung vor-
gestellt, der ein Gleitverhalten vorgegebener Oberflichen berticksichtigt. Eine entspre-
chende Matlab-Implementierung wurde fiir zweidimensionale Bilder geschrieben. Ihre
Funktionalitit konnte erfolgreich auf drei Testdatensétzen gezeigt werden. Zwei dieser
Datensitze waren synthetisch generiert. Der dritte Datensatz bestand aus Lungenbildern,
die von einem Computertomographen akquiriert wurden. In allen drei Féllen wies das
Registrierungsergebnis ein Gleitverhalten im zuvor festgelegten Bereich auf. Ein deutli-
cher Unterschied zwischen Ergebnissen mit und ohne modelliertem Gleitverhalten lief3
sich feststellen. Es wurde gezeigt, dass Registrierungsergebnisse mit modelliertem Gleit-
verhalten signifikant besser sein konnen als Registrierungsergebnisse ohne modelliertem
Gleitverhalten.

Das vorgestellte Verfahren wurde als Optimierungsproblem formuliert. Ein Gleitverhal-
ten wurde als Nebenbedingung des Optimierungsproblems modelliert. Losungen des

Optimierungsproblems wurden mit einem Penalty-Ansatz berechnet.

Es existieren zahlreiche Erweiterungen um die das Verfahren in Zukunft erginzt wer-
den kann. Eine Erweiterung der Implementierung auf dreidimensionale Bilddaten ist
wiinschenswert. IThre Umsetzung ergibt sich direkt aus dem vorgestellten Registrierungs-
ansatz. Die Wirkung eines alternativen Losungsverfahrens auf das Optimierungsproblem
ist auch zu untersuchen. Verfahren wie die Sequentielle Quadratische Programmierung

oder das Augmented Lagrangian Verfahren sind verbreitete Alternativen.
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