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Zusammenfassung

Das Ziel dieser Arbeit ist es, zwei aufeinander aufbauende Verfahren der
Spline-Interpolation vorzustellen und miteinander zu vergleichen. Die Thin
Plate Spline-Interpolation stellt dabei die Grundlage aller weiteren Beobach-
tungen dar und dient zum Verständnis der Idee, ein Interpolationsverfah-
renaufGrundlagederMinimierungderBiegeenergiedesTransformationsfel-
des aufzubauen.DieTheorie dieserMethodewirddementsprechend tiefgrün-
dig bearbeitet und die daraus resultierenden Parameter genutzt, um die Er-
gebnisse anhandgewählter Beispielparameter zu visualisieren.Die erkannten
Schwachstellen dieser Art der Spline-Interpolation führen zur Idee der wei-
terentwickeltenMethode, der Interpolation durch geodätische Splines.Durch
diesen neuen Ansatz wird die Möglichkeit geschaffen, ein präziseres Zeitfen-
sterüberdie InterpolationeinesBildes zu legenundsomitTrajektorienderge-
wählten Stützpunkte zu definieren, um eine differenziertere Betrachtung des
zugrundeliegenden Problems, der Minimierung der Biegeenergie, zu erhal-
ten. Der visuelle Vergleich beider Methoden am Ende der Arbeit unterstreicht
die durchdie theoretischeBetrachtung erhalteneMeinung,dass dieErgebnis-
se derGeodesic Interpolating Splines bessere Transformierungen hervorbrin-
gen, als jene, die durch dieThin Plate Spline-Interpolation entstehen.

Abstract

The objective of this thesis is to present two spline interpolation processes
that build on one another. Of these the thin plate spline interpolation consti-
tutes the basis for all further observations and serves to understand the idea
of creating an interpolationmethod based onminimizing the bending energy
of the transformation field. Therefore, the theory of this method is worked on
in depth and the corresponding parameters are used to visualize the results
using selected example parameters. The identified weak points of this type of
spline interpolation then lead to the idea of a further developed method, the
interpolation through geodesic splines. This new approach creates the possi-
bility of placing a more precise time window over the interpolation of an im-
age and thus defining trajectories of the selected support points in order to
obtain a more differentiated view of the underlying problem, the minimiza-
tion of the bending energy. At the end of this thesis the visual comparison of
both methods underlines the opinion obtained through the theoretical con-
sideration that the results of the geodesic interpolating splines produce better
transformations than those obtained through the thin plate spline interpola-
tion.
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1
Einleitung

DieBildregistrierungnimmt inderBildverarbeitungeinen immergrößerenundanspruchs-
volleren Teil ein, da vielfältig auf sie zurückgegriffen werdenmuss.

Das Ziel der Bildregistrierung ist es, eine sinnvolle Transformation zu finden, wel-
che das Bild eines Objektes auf ein zeitlich versetztes Bild desselben Objektes abbildet.
Dies ist beispielweise in derMedizin ein Vorteil, da hier durch Computertechnik schnel-
lere und exaktere Diagnosen gestellt werden könnten. Aber auch in anderen Bereichen,
wie zum Beispiel der Gesichtserkennung werden solche Transformationen angewandt,
da mit diesen jedes beliebige Objekt aus verschiedenen Perspektiven eindeutig erkannt
werden kann.

In dieser Arbeit sollen zwei grundlegende Verfahren der Spline-Interpolation vorge-
stellt werden.

Die Spline Interpolation ist dabei grundsätzlich ein Verfahren, mit dem Ziel durch
endlich viele gegebene Punkte eine stückweise definiertemöglichst glatte Kurve, den so-
genannten «Spline », zu legen.Aufgrund dieser Eigenschaften des Splines ist esmöglich,
Polynome niedrigen Grades zu nutzen, um gegebene Stützstellen zu interpolieren. Der
Vorteil daran ist, dass die Oszillation der interpolierten Funktion, beispielsweise imVer-
gleich zu der durch eine Polynominterpolation enthaltene, sehr gering ist.

Zusätzlich dazu ist die Interpolation durch Splines gleichzeitig auch ein sehr effi-
zientes Verfahren zur exakten Interpolation von Stützstellen, da der Aufwand den re-
sultierenden Spline zu berechnen linear ist, weshalb diese Methode oft beschrieben und
angewandt wird.

Die erste vorgestellte Methode ist die Thin Plate Spline-Interpolation. Diese wird
theoretisch hergeleitet und anhand von Beispielen auf deren Güte hin untersucht.Dabei
dienen verschiedene Visualisierungen als unterstützendes Mittel, um die Vorteile und
auch Nachteile dieser Art der Interpolation aufzuzeigen.

Darauf aufbauend wird, als Erweiterung der Thin-Plate-Splines, die Interpolation
durch geodätische Splines eingeführt. Diese bieten den Vorteil der genaueren Transfor-
mation der Bilder, da diese Methode zeitabhängig ist und somit die Probleme präziser
beschrieben werden können.

Ein weiterer Aspekt dieser Arbeit besteht in dem Vergleich der beiden vorgestell-
tenMethoden.Dazuwurden Abbildungenmithilfe der Funktionen imgModel, viewImage,
plotGrid und getNodalCenteredGrid generiert, welche aus der Software FAIR (Modersitzki,
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1 Einleitung

2009) stammen. Diese enthält verschiedene Funktionen zur Anwendung im Bereich der
Bildregistrierung.

Ebefalls wurden mithilfe der Funktion setup2DhandData die in dieser Software ent-
haltenen Datensätze zweier Röntgenbilder einer menschlichen Hand genutzt, um an-
handdervorher festgesetztenLanmarkendieErgebnissederThinPlateSpline-Interpolation
zu verdeutlichen und die Funktionen mlBFGS und getTravoFromVelocityRK4 genutzt, um
das Gradientenverfahren auszuführen beziehungsweise das Transformationsfeld einer
gegebenen Geschwindigkeit zu berechnen.

1.1 Beiträge dieser Arbeit

In dieser Arbeit werden sowohl Aspekte derThin Plate Spline-Interpolation, als auch der
Geodesic-Spline-Interpolationaufgezeigt.DieThinPlateSpline-Interpolationdienthier-
bei als Grundlage zum weiteren Verständnis der Geodesic-Spline-Interpolation. Dabei
ist sowohl ein theoretischer Ansatz, als auch dessen praktische Umsetzung untersucht
worden. Anhand dieser sollen die Vorteile, aber auch Nachteile dieser Methoden im Be-
reich der Bildregistrierung aufgezeigt werden.Dabei dienen theoretische Aspekte dazu,
den Aufbau der vorgestellten Methode verstehen zu können, während die praxisorien-
tierte Umsetzung den daraus resultierenden Algorithmus als solchen beschreiben und
nachvollziehbar machen soll.

1.2 Verwandte Arbeiten

Dieser Arbeit zugrunde liegt das Paper ”Geodesic Spline Interpolation” von Vincent Ca-
mion und Laurent Younes. (Camion und Younes, 2001) Diese wissenschaftliche Arbeit
wurde weiter ausgeführt, implementiert und einige Fehler, welche auftraten, aufgezeigt
und korrigiert. Das Thema der Interpolation durch geodätische Splines ist häufig be-
trachtet worden. Es werden immer effizientere Algorithmen und unterschiedliche Her-
angehensweisen betrachtet. Weitere Ansätze lassen sich beispielsweise auch von Anna
Mills, Staphen Marsland und Tony Shardlow (Mills, Marsland und Shardlow, 2006) oder
vonGou,Rangarajan und Joshi (Guo,Rangarajan und Joshi, 2006) finden.Diese beziehen
sich auf andere Herangehensweisen. Während Erstere die Registrierung des Geodesic
Interpolating Spline über die Hamiltonsche Mechanik beschreiben, beziehen sich Joshi
et al. imGegensatz zuVincent et. al nicht auf dieMinimierung der Energie bezüglich der
Trajektorien, sondern nutzen einen Ansatz, welcher durch Endpunktbedingungen eine
optimale Kontrolle über dieses Problem gewährt.

1.3 Aufbau dieser Arbeit

Diese Arbeit besteht aus mehreren Teilen, in denen die Interpolation durch geodätische
Splines aufgezeigt werden soll. Dabei wird zuerst der Ursprung dieser Berechnung, die
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1 Einleitung

ThinPlateSpline InterpolationbeschriebenundaufgrunddererSchwachstellendieNeue-
rungen durch die geodätischen Splines herausgearbeitet.

Im Kapitel 2 werden die Grundlagen der Spline-Theorie aufgearbeitet und erklärt.
Dies dient als Überblick darüber,welchen Ansätzen, die imWeiteren beschriebenen Ver-
fahren entspringen. Weiterhin sollen anhand von Beispielgrafiken die Schwachstellen
derThin Plate Spline-Interpolation verdeutlicht werden.Dieswird dann in Kapitel 3 auf-
gegriffen, um die Interpolation durch geodätische Splines herzuleiten.Dazuwerden die
theoretischen Grundlagen aus Kapitel 2 genutzt, um einen Algorithmus zur Berechnung
einer diffeomorphen Transformation herzuleiten. Diese Transformation wird letzend-
lich noch einmal anhand von Beispielen auf seine Güte geprüft und direkt mit der Thin
Plate Spline-Interpolation verglichen. Anschließend wird in Kapitel 4 ein Ausblick und
Fazit gegeben.
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2
Thin Plate Spline Interpolation

Die Thin Plate Spline Interpolation ist ein Verfahren, welches eine glatte Transforma-
tion korrespondierender Landmarken und der zugehörigen Domainen liefert. Den Na-
men enthielt es aufgrund der Analogie des Verhalten eines «Thin-Platemetal», also einer
dünnen Metallplatte, denn die Berechnung der Thin Plate-Splines ist von der physika-
lischen «Thin-Plate-Energie» abhängig, welche das Biegeverhalten einer solchen Platte
beschreibt.

2.1 Grundlagen der Thin Plate Spline-Interpolation

Seien x1, ..., xN ∈ Ω2
1 und y1, ..., yN ∈ Ω2

2 korrespondierende Landmarken in einem ge-
gebenen Referenzbild und einem Beispielbild, wobeiΩ2 eine echte Teilmenge desℝ2 ist
und die Domain der betrachteten Bilder definiert.

Herleitung der Optimierungsprobleme über die Thin Plate Spline-Biegeenergie

Bei der Thin Plate Spline-Interpolation ist eine glatte Transformation h gesucht, welche
die Landmarken des Beispielbildes auf die des Referenzbildes abbildet und gleichzeitig
dieThin-Plate-Biegeenergie (Guo, Rangarajan und Joshi, 2006)

E = ∫ ∫
ℝ2

[(
𝛿2h
𝛿x2 )2 + 2(

𝛿2h
𝛿x𝛿y)2 + (

𝛿2h
𝛿y2 )2]dydx (2.1)

minimiert, wobei h1 und h2 die beiden Komponenten x und y der Abbildung sind.
Sei weiterhin die gesuchte Abbildung h aus dem Sobolev RaumWk,2(Ω), also eine

schwach differenzierbare Funktion. Die Thin-Plate-Biegeennergie 2.1 kann nach (Guo,
Rangarajan und Joshi, 2006) als Quadrat der Norm dieser Abbildung angesehen werden:

‖h‖2 =
2

∑
i=1

∫ ∫
ℝ2

[(
𝛿2hi
𝛿x2 )2 + 2(

𝛿2hi
𝛿x𝛿y)2 + (

𝛿2hi
𝛿y2 )2]dxdy (2.2)
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2 Thin Plate Spline Interpolation

Zur Lösung dieses Problems soll die Methode des Kern-produzierenden Hilbertrau-
mes (RKSH)genutztwerden.DaWk,2(Ω)mitdemzugehörigenSkalarprodukt einenHil-
bert Raum darstellt, kann der Darstellungssatz von Fréchet-Riesz (Clason, 2019) ange-
wandt werden, sodass gilt, dass für alle xi für i = 1, … ,N die Funktionale

Fxi ∶ Wk,2(Ω) → ℝ mit: Fxi(h) = h(xi)

eine Repräsentation der Form

< fxi, h >= h(xi) für i = 1, … ,N

besitzt,wobei fxi(xj) = f (xi, xj)derKerndesKern-produzierendenHilbertraumes (RKSH)
aufΩ ist. So kann aus Gleichung 2.3 folgendes Problem abgeleitet werden:

Problem 2.1 (Exakte Interpolation). Minimiere ‖h‖2 s.t< fi, h >= yi für alle i = 1, … ,N

Imweiteren Verlauf der Arbeit wird jedoch auch ein Fall beschrieben, in dem es vor-
teilhaft ist, diese exakte Interpolation durch eine Approximation zu umgehen, um eine
sinnvollere, bijektive Transformation zu generieren. Dafür wird durch die Abhängigkeit
eines 𝜆 die scharfe Nebenbedingung abgeschwächt, indem auch diese minimiert und
nicht exakt gelöst wird.

Problem 2.2 (Inexakte Interpolation). Minimiere ‖h‖2 + 𝜆
N
∑
i=1

(< fi, h > −yi)2 für festes
𝜆 > 0

Charakterisierung der Transformation h

Jede Abbildung h aus dem SobolevraumWk,2(Ω) kann als Summe der von den fi aufge-
spanntem Teilraum T und dessen orthogonalem Komplement O aufgefasst werden. Sei
hO der Anteil der gesuchten Transformation, welcher sich aus dem zuletzt genanntem
Teilraum O der orthogonalen Komplemente zu den fi zusammensetzt. Dann bedeutet
das, dass< fi, hO >= 0, und somit, dass diese Komponenten aus demTeilraumO keinen
Einfluss auf die Interpolation der Stützstellen besitzen.

Wennalso gilt h = hO+hT,wobei hT ausdemvonden fi aufgespanntemTeilraument-
springt, dann ist sofort ersichtlich, dass die resultierendeNormdieser Abbildung größer
wird,wenn hO ≠ 0.Das bedeutet letzendlich,da ‖h‖ zuminimieren ist, dass die gesuchte
Abbildung nur in dem von den fi aufgespanntem Teilraum liegen kann.

Darum soll nunweiterhin h als Linearkombination der fi angesehenwerden und die-
se Transformation somit von der Gestalt h = ∑N

i=1 𝛼ifi sein, wobei 𝛼 ∈ ℝN,2 gilt.
Um das Optimierungsproblem weiter zu vereinfachen und ein lineares Gleichungs-

system zu erstellen, soll weiterhin Sij = ⟨fi, fj⟩, als Matrix der Skalarprodukte der einzel-
nen fi, gesetzt werden.

WenndieseAspekte indieursprüglichenProbleme2.1und2.2übernommenwerden,
ergeben sich folgende zu lösende Optimierungsprobleme:

– 5 –



2 Thin Plate Spline Interpolation

Problem 2.1: min 𝛼TS𝛼 s.t S𝛼 = y (2.3)

Problem 2.2: min 𝛼TS𝛼 + 𝜆(S𝛼 − y)T(S𝛼 − y) (2.4)

Abhängig von der jeweiligen Fragestellung oder den zugrundeliegenden Daten kön-
nenmithilfe dieser Gleichungen nun die Paramter 𝛼i für i = 1, … ,N berechnet werden.

Die erhaltene Transformation derN Landmarken und damit auch der gesamtenDo-
main des Beispielbildes ist also nur abhängig von 2N Parametern, da 𝛼i ∈ ℝ2 ist. Diese
können durch Lösen eines linearen Gleichungssystems eindeutig bestimmt werden.

2.2 Thin Plate Spline Interpolation

Nimmtman nun einen zusätzlichen linear affinen Teil als Korrekturterm in die Betrach-
tungmit auf, so lässt sich die Transformation hwie folgt darstellen:

h(x) = S𝛼 + Q𝛾 (2.5)

Wobei S ∈ ℝNxN wie oben definiert, 𝛼 ∈ RNx2 und 𝛾 ∈ R3,2 zu berechnende Para-

meter undQ ∈ ℝNx3mitQ = (
x11 x21 1
⋮ ⋮ ⋮
x1N x2N 1

) gilt.
Um diese zu berechnen, werden die Parameter 𝛼 und 𝛾 bestimmt, indem ‖h‖ mi-

nimiert wird und die Interpolation der Stützstellen berücksichtigt wird. Konkret sollen
nun also:

Problem 2.1.1: min 𝛼S𝛼 s.t S𝛼 + Q𝛾 − y = 0 (2.6)

Problem 2.2.1: min 𝛼S𝛼 + 𝜆(S𝛼 + Q𝛾 − y)T(S𝛼 + Q𝛾 − y) (2.7)

betrachtet werden.
UmdieEnergiederTransformationzuminimieren,mussderKerndesKern-reproduzierenden

Hilbert Raumes genauer bestimmt werden.Dieser ist für den zweidimensionalen Raum
nach (Bookstein, 1989) die radiale Basisfunktion U(r) = r2logr.

Sei nun f (x, y) = U(|x−y|).NutztmandieseDefinitionund setzt f (x, y) als zugrun-
deliegende Funktion derMatrix S ein, kann diese abhängig von den xi generiert werden,
denn es gilt aufgrund der Selbstreproduzierbarkeit von fx(y), dass Sij = ⟨fxi, fxj⟩ = fxi(xj)
für i, j = 1, … ,N

Nun kannman das Optimierungsproblem nach (𝛼, 𝛾) lösen. Dazumüssen die KKT-
Bedingungen erfüllt sein, welches im folgenden explizit aufgezeigt werden soll, da im
zugrunde liegenden Paper (Camion und Younes, 2001) eine fehlerhafte Lösung zu finden
war.
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2 Thin Plate Spline Interpolation

Berechnung der optimalen Parameter der Thin Plate Spline-Interpolation

Die Lagrange-Funktion kann direkt aus dem Minimierungsproblem geschlossen wer-
den. Die einzelnen partiellen Ableitungen nach 𝛼, 𝛾 und 𝜆 müssen mit 0 gleichgesetzt
werden (KKT-Bedingung), um die optimalen Parameter durch Umformung erschließen
zu können.

L(𝛼, 𝛾, 𝜆) = 𝛼TS𝛼 + 𝜆(S𝛼 + Q𝛾 − y)
𝛿L
𝛿𝛼 = S𝛼 + ST𝜆 = 0 (2.8)

𝛿L
𝛿𝛾 = QT𝜆 = 0 (2.9)

𝛿L
𝛿𝜆 = S𝛼 + Q𝛾 − y = 0 (2.10)

Aus Gleichung 2.10 folgt dann direkt:

𝛼 = S−1(y− Q𝛾) (2.11)

Mit der Definition von 𝛼 und Gleichung 2.8 weiterhin:

𝜆 = S−1(Q − y)

Undmit der Definition von 𝜆 und Gleichung 2.9 letzendlich:

𝛾 = (QTS−1Q)−1QTS−1y (2.12)

DieParameter𝛼und𝛾können somit ausden zugrundeliegendenDatensätzenberechnet
werden und genutzt werden, umbeliebigeDatenpunkte auf dieselbe Art zu transformie-
ren. Dabei muss lediglich immer wieder die Matrix S angepasst werden.

In einigen Fällen (vgl. Kapitel 2.3) ist es sinnvoller das Minimierungsproblem aus
Gleichung 2.7 zu lösen. Nach demselben Prinzip, wie für das bereits oben gelöste Pro-
blem, kann nun die Definition der Parameter der neuen Ausgangssituation angepasst
werden:

𝛼 = S−1
𝜆 (y− Q𝛾) (2.13)

𝛾 = (QTS−1
𝜆 Q)−1QTS−1

𝜆 y (2.14)

Wobei mit derNxN-Einheitsmatrix I S𝜆 = S+ 1
𝜆 ∗ I.
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2 Thin Plate Spline Interpolation

Abbildung 2.1: Transformation eines Beispielbildes mithilfe der Parameter aus Glei-
chung 2.13 und 2.14; oben links: Referenzbild mit Landmarken; oben rechts: Beispiel-
bild mit Landmarken; unten links: Beispielbild mit Transformationsgitter; unten rechts:
Transformiertes Bildmit Landmarken des Referenzbildes (rot) und durch Transformati-
on erhaltene Landmarken (grün) [𝜆 = 1]

Beispielhafte Anwendung der optimalen Parameter

Hat man ein Beispielbild, welches man auf ein Referenzbild transformieren möchte, so
kannman nun anhand vonN gewählten korrespondierenden Landmarken die Transfor-
mation generieren, welche abhängig von 𝛼 und 𝛾 ist.

Dies soll anhand von 7 Landmarken exemplarisch berechnet und dargestellt werden.
Dazu wurde der in der FAIR-Toolbox enthaltene Röntgendatensatz einer menschlichen
Hand genutzt und mithilfe der Software Matlab ein Algorithmus erarbeitet, welcher die
Parameter, wie in Gleichung 2.13 und 2.14 beschrieben, berechnet.

DieErgebnissederBerechnungderoptimalenParameterunddie resultierendeTrans-
formation sind in Abbildung 2.1 abgebildet.

Anhand dieser ist zu erkennen, dass die Transformation mathematisch betrachtet
gute Ergebnisse liefert. Das Beispielbild wurde so transformiert, dass die Landmarken
exakt interpoliert wurden und der Bildinhalt als solches wieder zu erkennen ist.

Das Einzige,was angemerktwerdenmuss, ist dass das erhaltene transformierte Bild
eine etwas deformierte Hand darstellt. Sie ist ein wenig gebogen, weshalb die medizini-
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2 Thin Plate Spline Interpolation

sche Sinnhaftigkeit anzuzweifeln ist.
Dies und weitere, im Verlauf der Testphase des Algorithmus, festgestellte Probleme

sollen nun aufgezeigt undmögliche Lösungsansätze präsentiert werden.

2.3 Kritik an der Thin Plate Spline-Interpolation

Wiebereits angemerkt,kames inverschiedenenDurchläufendesThinPlateSpline-Algorithmus
zueinigenProblemen,aufdiesehier explizit eingegangenwerden soll,umdieWeiterent-
wicklung dieses Vorgehens zu rechtfertigen.

Die gesetzten Landmarken in Abbildung 2.1 sind zwar exakt interpoliert, jedoch ist
das letztlichenthalteneBildmedizinischnicht sinnvoll.Dies ist aufdie starkenEinschrän-
kung durch die Nebenbedingung in Problem 2.1 zurückzuführen, denn die Transforma-
tion ist stark von der Lokalisation der Landmarken abhängig.

DesWeiteren lagder Schwerpunkt darauf,diesesVerhalten zuuntersuchenundmit-
unter auch andere Schwachstellen aufzudecken und diese möglicherweise zu beheben.
Es sollennuneinigeAnsätzebeschriebenwerden,umbessereErgebnissederThin-Spline-
Plate-Interpolation bezüglich der medizinischen Sinnhaftigkeit zu erhalten.

Lokalisation und Anzahl der Landmarken

Die Schwierigkeit der Frage der Lokalisation und auch der Anzahl der Landmarken er-
gibt sich aus der Art der Generierung dieser. Man kann Landmarken anuell setzen oder
auch automatisch ,beispielsweise durch Nutzung von FCNNs (Noothout u. a., 2020) ge-
nerieren lassen.

In dem Datensatz, welcher für diese Arbeit genutzt wurde, war die Wahl der Lage
der LandmarkenundderenAnzahl bereits durchdie Funktion setup2DhandDatader FAIR
Toolbox vorgegeben.Diesewurdendaraufhinmanuell abgeändert, umdasVerhalten der
Abbildung durch diese neu geschaffene Ausgangssituation zu untersuchen.

In Abbildung 2.2 sind vier verschiedene Transformationen zu erkennen. Die Lage
und Anzahl der Landmarken wurden jeweils so verändert, dass ein relevanter sichtba-
rer Effekt auftrat. Dabei ist ganz klar davon abzugrenzen, wie sinnvoll beispielsweise
eine Interpolation mit zwei zugrundeliegenden Landmarken für ein Röntgenbild einer
menschlichen Hand ist.

Die Ergebnisse sind einzig von der Lokalisation und Anzahl der Landmarken abhän-
gig,dadas𝜆überall gleichgewähltwurde.Daher kannmandieBilderdirektmiteinander
vergleichen.

Zu erkennen ist, dass die Krümmung der Hand durch die zentralereWahl der Land-
marken imzweitenBilddeutlich verringertwerdenkonnte.DerGrunddafür ist,dass das
zugrundeliegende Gitter der Transformation kaum eine Wölbung besitzt, da die Land-
markenumeinenSchwerpunktangeordnet angesehenwerdenkönnen,sodassdieTrans-
formation lediglich als eine Drehung um diesen angesehen werden kann.

Weiterhin ist aus dem dritten und dem vierten Bild ersichtlich, dass die Anzahl der
Landmarken einen großen Einfluss auf die Transformation besitzt. Bei der Erstellung
von einer höheren Anzahl an Landmarken ist grundsätzlich keine Verschlechterung im
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2 Thin Plate Spline Interpolation

Abbildung 2.2:VerdeutlichungderWichtigkeitderLokalisationundAnzahlderLandmar-
ken; oben: transformierte Beispielbilder mit verschieden positionierten Landmarken;
unten: transformierte Beispielbilder mit verschiedenen Anzahlen der Landmarken(rot:
Landmarken Referenzbild, grün: transformierte Landmarken[𝜆 = 1]

Vergleich zur ursprünglichenWahl zu erkennen. Jedoch stellt sich hier die Fragenachder
Notwendigkeit einer so hohen Anzahl, um beispielsweise bei komplexeren Problemen
die Effizienz des Algorithmus nicht zu gefährden. Gleichzeitig ist die manuelle fehler-
hafte Setzungdes korrespondierendenPartners einer Landmarke bei einer Interpolation
mit einer hohen Anzahl von Landmarken wahrscheinlicher, wodurch sich das Ergebnis
durchaus verschlechtern kann.

Im letzten Bild wurde ein sehr extremes Beispiel einer geringen Anzahl von Land-
marken gewählt, da der Effekt dieser anhanddes vorliegendenBeispieles gezeigtwerden
sollte. In komplexerenProblemenkanndie sinnvolleMindestanzahl der zugrundeliegen-
den Landmarken nur schlecht abgeschätzt werden, daher sollte dieser wichtige Fall hier
mit aufgezeigt werden.

Zusammenfassend kann hiermit gezeigt werden, dass die Lokalisation und Anzahl
der Landmarken für die Thin Plate Spline-Interpolation ausschlaggebend für die letzt-
lich erhaltenen Resultate ist und diese in jedem einzelnen Fall sinnvoll bestimmt werden
müssen.
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2 Thin Plate Spline Interpolation

Gewichtung durch den Parameter 𝜆

Um die bereits erwähnte gekrümmte Darstellung der Hand aus Abbildung 2.1 zu mini-
mieren, kann man die Lösung der Approximation der Interpolation, dargestellt in Glei-
chung 2.13 und 2.14, verwenden.

Wählt man für die Berechnung der Parameter 𝛼 und 𝛾 verschiedene 𝜆 und lässt sich
das transformierte Bild und das zugrundeliegende Gitter plotten, erkenntman deutlich,
dass die Krümmung der Hand immer weiter zurückgeht, je kleiner das 𝜆 gewählt wird
(siehe Abbildung 2.3).

Dies ist deshalb der Fall, da die Matrix S𝜆 antiproportional zu dem Parameter 𝜆 ist,
die eingebettete Nebenbedingung jedoch proportional. Mit sinkendem Wert von 𝜆 er-
reicht der erste Teil der Gleichung 2.4 einen höheren Wert, während die Nebenbedin-
gung, das exakt interpoliert wird, immer geringer wird.

Daraus folgt letzendlich, dass beim Minimieren dieser Funktion die Glattheit einer
exakten Interpolation vorgezogen wird, woraus letzendlich aber auch die Exaktheit der
Interpolation der einzelnen Landmarken abnimmt. Wie in Abbildung 2.3 zu sehen ist,
nimmt der Abstand zwischen den Landmarken des Referenzbildes und den transfor-
mierten Landmarken des Beispielbildes immer weiter zu.

Abbildung 2.3:Beispiel zur InterpolationmitThinPlate Splinemit verschiedenen𝜆; links:
𝜆 = 1, mitte: 𝜆 = 0.01, rechts: 𝜆 = 0.001

2.4 Thin-Plate-Splines als glatte, aber nicht bijektive Transformation

Thin-Plate-Splines sind glatte Transformationen, jedoch für bestimmte korrespondie-
rende Landmarken nicht bijektiv. Da für das bisher genutzte Beispielbild dieseWahl der
Landmarkennicht sinnvollwäre, soll hier anhand eines äquidistantenGitters unddessen
DeformierungeinweiteresProblemderThin-Plate-Splinesaufgegriffenwerden,welches
letzendlich zu demWunsch der Verbesserung dieser Methode führt.

InAbbildung 2.4 auf der nächsten Seite sind äquidistanteGittermit jeweils verschie-
den gewählten korrespondierenden Landmarken zu sehen. Diese wurden zufällig gene-
riert, sodass kleine, mittlere und große Deformationen in den erhaltenen Gittern der
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2 Thin Plate Spline Interpolation

Abbildung 2.4: Beispieltransformation eines Gitters mit verschiedene starken Deforma-
tionen; oben:Gitter der Transformation; unten: invers transformierte (magenta) bzw.ur-
sprüngliche (rot) Landmarken des Beispiel- bzw. Referenzbildes; links: schwache Defor-
mationen; mitte: durchschnittliche Deformationen; rechts: starke Deformationen [𝜆 =
0.1]

Transformation zustande kamen.
Nun sieht man in diesen Abbildungen von links nach rechts eine stärker werdende

Faltung des Gitters der Transformation.Diese führt letztendlich dazu, dass wenn die in-
verse Transformation auf die einzelnen Bildpunkte angewandt wird, die Punkte nicht
eins-zu-eins auf die jeweils Korrespondierenden abgebildet werden.

Dies ist darauf zurückzuführen, dass an die zugrundeliegende Transformation kein
Anspruch bezüglich Bijektivität gestellt wurde, was im weiteren zu Fehlern in der Gene-
rierungder invers transformiertenLandmarken führt,dahier imBereichder Faltungdes
Gitters die Landmarken des Beispielbildes nicht eindeutig den zugehörigen «richtigen»
Punkten zugeordnet werden können.

Insgesamt bedeutet das für die Transformierung des Beispielbildes, dass dieses an
denStellen, andenendie Punkte nicht eins-zu-eins transformiert sind, verschmiert,was
für die Bildregistrierung nicht sinnvoll ist.

Ansatz zum Umgehen des Verschmierens der Bilder

Um das Problem des Verschmierens des transformierten Bildes zu umgehen, lässt sich
die Erkenntnis aus dem Kapitel 2.3 zu nutze machen. Dort wurde festgestellt, dass die
Krümmung des transformierten Gitters durch die Approximation der Interpolationsbe-
dingungen gemindert werden kann.Nutztman nun verschieden kleine 𝜆 und vergleicht
die transformierten Bilder, kannman die Verbesserung des Bildes deutlich sehen.

In Abbildung 2.5 ist dies einmal beispielhaft für das stark deformierte Gitter aus der
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2 Thin Plate Spline Interpolation

Abbildung 2.5: Beispieltransformation eines Gittersmit starken Deformationen und ver-
schiedenen𝜆; oben:Gitter der Transformationmit transformierten(grün) undLandmar-
ken des Referenzbildes(rot); unten: invers transformierte (magenta) bzw. ursprüngliche
(rot) Landmarken des Beispiel- bzw. Referenzbildes ; links: 𝜆 = 0.1, mitte: 𝜆 = 0.01,
rechts: 𝜆 = 0.001

letzten Abbildung 2.4 auf der vorherigen Seite dargestellt. Während das Gitter für 𝜆 =
0.01 immer noch eine Faltung enthält, ist diese für 𝜆 = 0.001 nicht mehr zu erkennen.
Dies lässt darauf schließen, dass das zu transformierende Bild keine Verschmierungen
besitzt, sondern sinnvoll transformiert wird.

Es ist aber auch deutlich zu erkennen, dass wie in Abbildung 2.3 die einzelnen invers
transformierten Landmarken nicht auf den originalen des Referenzbildes liegen.Diesen
Effekt kannman alsomithilfe der Gewichtung durch das 𝜆 nicht verhindern. Es ist sogar
zu erkennen, dass der Abstand einiger invers transformierten Landmarken zu den da-
zugehörigen größer wird, welches mit der inexakten Interpolation der Landmarken, zu
sehen unten in der Mitte und rechts in Abbildung 2.5, zusammenhängt.

Das wiederum heißt, dass die Bilder nicht eins-zu-eins ineinander umwandelbar
sind und somit diese scheinbare Lösung des Problems ein anderes hervorruft.

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit soll deswegen eine Methode vorgestellt werden,
welche auf der Theorie der Thin Plate Spline-Interpolation basiert und welche aufgrund
der vorher gestellten Anforderungen diese vorgestellten Probleme umgeht.
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3
Geodesic Interpolating Splines

Die Geodesic-Spline-Interpolation ist ein Verfahren, welches aus der Thin Plate Spline-
Interpolationweiterentwickelt wurde.Die Schwachstellen des Algorithmus derThin Pla-
teSplineBerechnungsind inKapitel 2 aufgezeigtworden.GrundsätzlichbestehtdasPro-
blem darin, dass die Biegeenergie anhand der Anpassung des 𝛼 und 𝛾 nicht ausreichend
minimiert werden konnte, sodass das Gitter der Transformation eine deutliche Faltung
aufzeigte,welche nur durchVerschlechterung der Exaktheit der Interpolation verbessert
werden konnte.

DasZiel derGeodesic InterpolatingSplinesdagegen ist,dass einediffeomorpheTrans-
formationberechnetwird,welche ebendiese FaltungdesGittersnicht zulässt.Dazuwird
die Biegeenergie nicht nur abhängig von den bereits genannten Parametern 𝛼 und 𝛾,
sondern ebenfalls von den Trajektorien der Landmarken betrachtet und auch bezüglich
dieser minimiert.

3.1 Herleitung der Berechnung der Geodesic Interpolating Splines

Die erhaltenen Transformationen beider in dieser Arbeit behandelter Algorithmen sind
glatte Abbildungen. Der Unterschied zwischen ihnen besteht in der Eigenschaft der Bi-
jektivität.DieFaltungdesGitters (vglAbbildung2.4)durchdieThinPlateSpline-Interpolation
lässt darauf schließen, dass von verschiedenen Argumenten auf denselben Funktions-
wert abgebildet wird und genau dies führt zu dem ”Verschmieren”des Bildes.

Da dies hier verhindert werden soll, gilt es bei der Geodesic-Spline-Interpolation ei-
ne diffeomorphe Abbildung zu generieren, wobei ein Diffeomorphismus eine Transfor-
mation f beschreibt, für die gilt, dass f ∶ Ω1 → Ω2genau dann ein Diffeomorphismus
ist, wenn f eine Bijektion ist und sowohl f als auch f −1 glatte Funktionen sind.

Zusätzlichdazusoll alsAnforderungandieTransformation fürdieGeodesic-Interpolating-
Splines gestellt werden, dass diese die gesetzten Landmarken des Beispielbildes auf die
des Referenzbildes abbildet.Dabei soll wieder die Biegeenergie desGittersmöglichst ge-
ring sein.
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3 Geodesic Interpolating Splines

Herleitung der Gleichung der Biegeenergie der Geodesic-Interpolating-Splines

Grundlage für die folgenden Betrachtungen sind die N Landmarken pi ∈ Ω2 des Bei-
spielbildes und eine zeitabhängige diffeomorphe Abbildung g(t, .), wobeit t einen be-
stimmtenZeitpunktbeschreibt.DaraufbasierendkannderPfad o(t) = (g(t, .), p1(t), … , pN(t))
definiertwerden,wobei pi(t)die Trajektorien der Landmarken, also für jedes i = 1, … ,N
eine sich zeitlich verändernde Kurve, darstellen. Für diesen Pfad soll nun die Gleichung
der Energie hergeleitet werden, welche die Grundlage des Minimierungsproblems dar-
stellt.

Die Energie eines Pfades ist in Abhängigkeit dessen Geschwindigkeit Vo(t) nach Ca-
mion und Younes (Camion und Younes, 2001) wie folgt gegeben:

E(o) = ∫
1

0
‖Vo(t)‖2o(t)dt (3.1)

Um diese zu berechnen beziehungsweise im weiteren Verlauf zu minimieren, muss
also erstmal der Begriff der Geschwindigkeit eines Pfades aufgegriffen und genauer be-
schrieben werden. Die Geschwindigkeit eines Pfades ist dessen zeitliche Veränderung
und ist für einen wie oben definierten Pfad o(t) bezeichnet mit

Vo(t) = (
𝛿g(t, .)

𝛿t ,
dp1
dt

(t), … ,
dpN
dt

(t)) (3.2)

Sei nun h ein Diffeomorphismus, der zur Anpassung der Trajektorien der Landmarken
genutzt werden soll. Die Geschwindigkeit des Pfades h ̇o lässt sich wie folgt darstellen:

Vh ̇o(t) = (
𝛿g(t, .)

𝛿t ∘ h(t),Dp1(t)h
−1 dp1
dt

(t), … ,DpN(t)h−1 dpN
dt

(t)) (3.3)

wobeiDp1(t)h
−1 die Jacobimatrix von h−1(t) darstellt.

Die Abbildung h soll genau so gewählt werden, dass die Norm der Geschwindigkeit
des Pfades o(t) gleich der des Pfades h ̇o(t) ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn h =
g−1(t, .), sodass im weiteren Verlauf die Geschwindigkeit für die inverse Abbildung des
Diffeomorphismus g betrachtet werden soll:

Vg−1o(t) = (Vg(t, g−1(t, .)),Dp1(t)g(t)
dp1
dt

(t), … ,DpN(t)g(t)
dpN
dt

(t)) (3.4)

DiediffeomorpheAbbildung g, als Ziel diesesAnsatzes zugenerieren, soll indieserArbeit
nicht explizit berechnet werden, sondern durch die Integration einer gewöhnlichen Dif-
ferentialgleichung erschlossenwerden.DesWeiteren soll dazu die resultierende Pfadge-
schwindigkeit nur inAbhängigkeit des Pfades der Landmarken selbst undder eulerschen
Geschwindigkeit

vg(t, g(t, .)) =
𝛿g
𝛿t (3.5)
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3 Geodesic Interpolating Splines

betrachtet werden. Dabei ist die Glattheit eine wichtige Eigenschaft des Geschwindig-
keitsfeldes, da sonst die Existenz einer diffeomorphen Abbildung als deren Integrand
nicht gewährt ist.

Dazu wird des Weiteren eine Substitution der Form qi(t) = g(t, pi(t)) für alle i =
1, … ,N angenommen. Das bedeutet, dass nun die Trajektorien der Landmarken durch
die diffeomorpheAbbildung g bestimmt sind.Weiterhin soll hier einmal angemerktwer-
den, dass qi(0) = g(0, pi(0)) die Landmarken des Beispielbildes und qi(1) = g(1, pi(1))
die jeweils korrespondierenden Landmarken des Referenzbildes darstellen, da ein Zeit-
fenster von [0, 1] angenommen wird. Damit folgt nun:

dqi
dt

(t) =
𝛿g(t, pi)

𝛿t +
𝛿g(t, pi)

𝛿pi
⋅
dpi
dt

(t)

Und damit:

Dpi(t)g(t)
dpi
dt

(t) =
𝛿g(t, pi)

𝛿pi
⋅
dpi
dt

(t) =
dqi
dt

(t) − vg(t, qi(t)) (3.6)

Somit lässt sich die Geschwindigkeit Vg−1o(t) zusammenfassend schreiben als:

Vg−1o = (vg(t),
dq1
dt

(t) − vg(t, q1(t)), … ,
dqN
dt

(t) − vg(t, qN(t))) (3.7)

Setzt man diese Definition nun in die Gleichung 3.1 auf der vorherigen Seite ein, so
lässt sich die Energie wie folgt darstellen:

E(o) = ∫
1

0
‖vg(t),

dq1
dt

(t) − vg(t, q1(t)), … ,
dqN
dt

(t) − vg(t, qN(t))‖2dt (3.8)

Da nun die Energie wieder als Summe der Energie der Abbildung und der Energie
des Pfades angesehen werden kann, kann die Exaktheit der Interpolation der Landmar-
ken und daraus resultierend die Exaktheit der Pfade, wie in Kapitel 2 für dieThin-Plate-
Splines durch das Einführen eines 𝜆 abgeschwächt werden, sodass mit L als Laplace-
Operator folgt:

E(o) = ∫
1

0
∫

Ω
|Lvg(t)|2dxdt +

N

∑
i=1

∫
1

0
|
dqi
dt

(t) − vg(t, qi(t))|2dt (3.9)

Da die Energie des Pfades nach Definition nunmehr nur noch von den Trajektorien
eines Pfades qi für i = 1, … ,N und der Geschwindigkeit vg abhängt, kann das Geschwin-
digkeitsfeld für die minimale Biegeenergie eindeutig bestimmt werden.
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Diskretisierung der Energie

Weiterhin soll dieEnergiediskretisiertwerden. InGleichung3.9 ist dieAbhängigkeit die-
ser voneinemIntegral zuerkennen,welchesüberdieZeit t läuft.ZuverschiedenenZeiten
bestehen expliziteWerte sowohl der qi, als auch der 𝛼 und 𝛾, sodass eine Zeitdiskretisie-
rung der Ordnung T für T + 1 Zeitpunkte angenommen werden kann.

Diese kann wie in Abbildung 3.1 zu erkennen ist, einfach über das Zeitintervall von
[0, 1] gelegt werden und durch die Differenz und Länge der einzelnen Intervalle kann
dannauf die Ableitungder jeweiligenLandmarken zu einer bestimmtenZeit geschlossen
werden.

0

0

T

1

1 2 T − 1
1/T

diskretisierte Zeit

Zeit

Abbildung 3.1: Diskretisierung der Energie für die Landmarken verdeutlicht; oben: Zeit-
intervall von [0, 1]; unten: diskretisierte Zeit mit T + 1 Intervallen, jeweils der Länge 1/T

Daraus folgt dann dqi
dt (t) = T ∗(qi(t+ 1)−qi(t)) für t = 0, ..., T und damit wiederum

lässt sich die Energie wie folgt darstellen:

E(o) =
T

∑
t=0

∫
Ω

|Lvg(t)|2dtdx +
N

∑
i=1

T−1
∑
t=0

|T ∗ (qi(t + 1) − q(t)) − vg(t, qi(t))|2dt

(3.10)

Mithilfe dieser Gleichung ist es nun möglich anhand bestimmter gesetzter oder ge-
nerierter Landmarken einGeschwindigkeitsfeld einer gewissenFormzuberechnen,wel-
ches die Grundlage der Transformationmithilfe der Geodesic Interpolating Splines dar-
stellt.

3.2 Berechnung des Transformationsfeldes

Das Geschwindikeitsfeld v, welches in der vorliegenden Arbeit genutzt werden soll, um
daraus die resultierende Transformation zu berechnen, soll zusätzlich wie schon zuvor
imThin Plate Spline-Algorithmus eine lineare Komponente besitzen. Es sei also von der
Form

v(x, t) = Q𝛾 +
N

∑
i=1

𝛼i(t)f (qi(t), x) (3.11)
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3 Geodesic Interpolating Splines

mit Q = (
q1(t) 1

⋮ ⋮
qN(t) 1

) ∈ ℝNx3, 𝛾 ∈ ℝ3x2, 𝛼 ∈ ℝNx2 und f (x, y) = (|x − y|)2 ∗
log(|x− y|), wie in der bereits betrachtenThin Plate Spline-Methode, der Kern des Kern-
reproduzierendenHilbertraums. Es soll hier explizit die Transformation zweidimensio-
naler Koordinaten betrachtet werden, weshalb qi für i = 1, … ,N jeweils zwei Kompo-
nenten besitzt. Der Algorithmus kann jedoch auch an mehrdimensionale Koordinaten
angepasst werden.

Setztmannundie inGleichung3.11 beschriebeneGeschwindigkeit indieGleichung3.12
der Energie ein, so erhält man die letzendlich zuminimierende Funktion

E(𝛼, q) =
N

∑
k,l=1

T

∑
t=0

< 𝛼k(t), 𝛼l(t) > f (qk(t), ql(t))

+ 𝜆
N

∑
k=1

∫
1

0
‖
dqi
dt

(t) − (Q𝛾 + 𝛼k(t)f (qk(t), x))‖2dt (3.12)

Da diese abhängig von 𝛼 und dessen zugrunde liegendem Parameter 𝛾 und den Tra-
jektorien qi(.) für i = 1, … ,N ist, können nur diese Variablen Anteil daran haben, die
Biegeenergie zuminimieren, sodass deren Berechnung nun in den Vordergrund rückt.

Optimale Parameter zur Berechnung des Geschwindigkeitsfeldes

Die Minimierung der Energie in Bezug auf 𝛼 und 𝛾 soll unter Annahme von festen Tra-
jektoren betrachtet werden. Nun ähnelt das Optimierungsproblem dem aus Kapitel 2.1
auf Seite 4, sodass die optimalenWerte direkt daraus geschlossenwerden können,wobei
Q wie oben definiert und S𝜆(t) = S + 1

𝜆 ∗ Imit S(i, j) = f (qi(t), qj(t)) für i, j = 1, … ,N
und I derNxN-Einheitsmatrix:

𝛾(t) =(Q(t)TS𝜆(t)−1Q(t))
−1
Q(t)TS𝜆(t)−1(

dq
dt

(t)) für: t = 0, … , T − 1 (3.13)

𝛼(t) =S𝜆(t)−1(
dq
dt

(t) − Q(t)𝛾) für: t = 0, … , T − 1 (3.14)

wobei wieder:
dq
dt

(t) = T(q(t + 1) − q(t))

Somit kann für jeden Zeitpunkt t eine Matrix 𝛾(t) ∈ ℝ3x2 und eine Matrix 𝛼 ∈
ℝNx2 berechnet werden,welche die für die letztlich wichtige Transformation benötigten
Parameter enthält.

Weiterhin sollen die Trajektoren der Landmarken unter der Abbildung v die Ener-
gie minimieren. Dazu muss die Biegeenergie bezüglich dieser mithilfe eines passenden
Verfahrens optimiert werden. In dieser Arbeit wurde das Broyden-Fletcher–Goldfarb-
Shanno-Verfahren gewählt, sodass der nächste zu berechnende Wert die Ableitung der
Energie aus Gleichung 3.12 ist.

– 18 –
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Gradient der Energie zu einem Zeitpunkt t

DiepartielleAbleitungderEnergienachqi(t)kannausderGleichung3.12direkt erschlos-
sen werden. Da in dem Paper von Vincent et. al. (Camion und Younes, 2001) für diesen
eine fehlerhafte Gleichung angegeben war, soll er hier noch einmal explizit beschrieben
werden:

𝛿E
𝛿qi(t)

= 2
N

∑
l=1

< 𝛼i(t), 𝛼l(t) > ∇1f (qi(t), ql(t)) − 2𝜆(Dt−1Zi(t) + a(t)Zi(t)

+
N

∑
l=1

(< 𝛼k(t), Zl(t) > + < 𝛼l(t), Zi(t) >)∇1f (qi(t), ql(t))

(3.15)

Wobei:

Zi(t) = Dtqi − (a(t)qi(t) + b(t) +
N

∑
l=1

𝛼lf (qi(t), ql(t)))

Mithilfe dieserGleichungen ist es nunmöglich einenAlgorithmus zu entwickeln,um
das Geschwindigkeitsfeld zu berechnen, welches dann weiterhin genutzt werden kann,
um die endgültige Transformation zu generieren.

3.3 Implementierung

Umdas Geschwindigkeitsfeld zu berechnen,müssen die Parameter 𝛼 und 𝛾 und die Tra-
jektorien der Landmarkenwie imvorherigenAbschnitt berechnetwerden.Dabeiwerden
zuerst die Trajektorien der Landmarken angepasst. Hierzu wurde, wie in Abschnitt 3.2
schon bemerkt, das Broyden-Fletcher–Goldfarb-Shanno-Verfahren gewählt. Dieses ga-
rantiert dieMinimierung der gegebenen Gleichung 3.12 auf der vorherigen Seite, indem
vondenLandmarkenzueiner bestimmtenZeit t∈ 2, … , T anteiligdiepartielleAbleitung
dieser Landmarken zu der jeweiligen Zeit subtrahiert wird.

IstdieEnergiedannminimal fürdieTrajektorien,sowerdendie fürdie spätereTrans-
formation bedeutsamen Parameter 𝛼 und 𝛾 für alle t∈ 1, … , T berechnet.

Für die Funktionsfähigkeit des Algorithmuswerden die Paramter 𝛼 und 𝛾wie in Ab-
schnitt 3.2 beschrieben intitalisiert unddie Trajektoriender Landmarken als linear ange-
sehen.Daraufhinwird imWechsel beider einzelner aufgeführter Optimierungsprozesse
die Energie bis zu einer bestimmten Toleranzgrenzeminimiert, wie im folgenden Pseu-
docode verdeutlicht wird.

algorithm Geodesic Interpolating Splines
// Dieser Algorithmus berechnet die Parameter und optimalen Trajektorien der Landmarken,

welche die Energie minimieren

while zaehler < maxZaehler do
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// minimiere Energie mit festem 𝛼 und 𝛾
setze s = optimale Schrittweite (LineSearch)
for t = 2 to T do

mlBFGS
end

// minimiere Energie mit festem q
for t = 1 to T do

berechne 𝛾 (t)
berechne 𝛼 (t)

end

if Δ(E) < tol then
break;

end
end

Hierbei ist es besonderswichtig,diemaximale Interationsanzahlnicht zugeringzuwäh-
len,dadasBroyden-Fletcher–Goldfarb-Shanno-Verfahreneher langsamkonvergiertund
nur so der gewünschte Effekt der Minimierung bezüglich der Landmarken zustande-
kommt.

Sind die optimal Parameter und Trajektoren der Landmarken so bestimmt, lassen
sichdiePfadederLandmarkendarstellenunddasGeschwindigkeitsfeldmitGleichung3.11
berechnen. Weiterhin lässt sich der gesuchte Diffeomorphismus durch das Lösen einer
gewöhnlichen Differentialgleichung bestimmen (vgl. Gleichung 3.5).

Die Ergebnisse werden im nächsten Kapitel dieser Arbeit aufgeführt, vorerst soll je-
doch der Fall, dass T = 1 gewählt ist, genauer betrachtet werden, da aus der ursprüngli-
chen Idee der Interpolation durch Geodesic Interpolating Splines bereits auf das Ergeb-
nis geschlossen werden kann.

3.4 Ergebnisse der Interpolation durch Geodesic Interpolating Splines

Die Ergebnisse der, in den vorherigen Abschnitten und Kapiteln beschriebene, Geodesic
Interpolating Spline Interpolation soll nun anhand gewählter Landmarken des bereits
für dieThin Plate Spline benutzten äquidistantenGitters und deren korrespondierenden
Partner visualisiert werden. Die Gitter sehen dabei etwas anders aus, als in vorherigen
Betrachtungen, da die zugrundeliegenden Parameter zur Erstellung des Gitters an die
Funktion getTravoFromVelocityRK4 angepasst wurden.

IndembeschriebenenAlgorithmusgibt es viele Parameter,welche einehoheAuswir-
kung auf das Ergebnis haben und teilweise miteinander korrelieren. Das Ziel an dieser
Stelle ist es einen gutenÜberblick über das Verhalten dieserMethode zu bekommen, um
sie bezüglich ihres Nutzen einordnen zu können.

Vorerst werden die Ergebnisse allgemein für feste Parameter, welche jeweils unter
den Abbildungen genannt sind, gezeigt. Daraufhin erst werden einzelne Parameter an-
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3 Geodesic Interpolating Splines

gepasst und deren Einfluss untersucht.

Visualisierung des berechneten Geschwindigkeitsfeldes

Durch die oben dargestellte Berechnung der Parameter lässt sich das Geschwindigkeits-
feld v eindeutig bestimmen, um daraus weiterhin das Transformationsfeld zu berech-
nen. In diesem Abschnitt soll der beschriebene Algorithmus anhand der resultierenden
Geschwindigkeitsfelder auf seine Güte untersucht werden.

Dazu wurde die Abbildung 3.2 generiert, welche für verschieden stark deformierte
Gitter das nachGleichung 3.11 berechnete Geschwindigkeitsfeld zeigt.Die Beispiele sind
so angeordnet, dass die Stärke der Deformation von links nach rechts zunimmt.

Abbildung 3.2: Geschwindigkeitsfelder für verschieden gewählte Landmarken (grün:
LandmarkendesReferenzbildes, rot: LandmarkendesBeispielbildes) ,welche inderTPS-
Methode unterschiedliche Deformationen vorgerufen haben; oben links: geringe Defor-
mationen; oben rechts: durchschnittliche Deformationen ; unten: hohe Deformationen
[T = 5, 𝜆 = 0.1]

Zu erkennen ist, dass die Trajektorien der Landmarken vorerst entlang des visuali-
sierten Geschwindigkeitsfeldes, dann aber in denmeisten Fällen gebogen verlaufen.Da-
bei nimmt die Stärke der Biegung von der linken oberen zur unteren Abbildung hin zu.

Dieses Verhalten untersteicht die Korrektheit des in Kapitel 3.3 beschriebenen Algo-
rithmus, denn die Trajektorien wurden genau so angepasst, dass die Biegeenergie des
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Transformationsfeldes minimiert wurde.
AndenStellen,andenendieVektorpfeilederGeschwindigkeit zusammenlaufen, trat

bei der Methode der Thin Plate Spline-Interpolation die Faltung des Gitters auf. Dieses
Verhalten ist aufgrund der Trajektorien der Landmarken nicht zu erwarten, da deren zu-
grundeliegende Transformation auch die der anderen Bildpunkte der Domain des Bei-
spielbildes sind.

Transformationsfelder der Interpolation durch Geodesic Interpolating Splines

Sind die Geschwindigkeitsfelder berechnet, lassen sich daraus die Transformationsfel-
der bestimmen, indem die gewöhnliche Differentialgleichung aus Gleichung 3.5 gelöst
wird. Dazu wurde hier die Funktion getTravoFromVelocityRK4 der FAIR Toolbox genutzt.

DieErgebnisse sind inAbbildung3.3 zuerkennen,wobeiwie imvorherigenAbschnitt
die Deformation von links nach rechts zunimmt.

Zu erkennen ist, dass die Gitter keine Faltung mehr aufweisen. Das liegt an der Ko-
struktion der Transformation als Diffeomorphismus und damit einhergehend an der Art
derGenerierungderAbbildung,der IntegrationdesGeschwindigkeitsfeldes.Daher sieht
maneinedeutlicheVerbesserung imVergleichder InterpolationdurchThin-Plate-Splines.

Auf der anderen Seite erkennt man aber auch anhand der markierten Landmarken,
dass diese Methode scheinbar nicht exakt interpoliert. An dieser Stelle müssen die wei-
teren Parameter des Algorithmus in Betracht gezogen werden.

Abbildung 3.3: Transformationsfelder für verschieden gewählte Landmarken, welche in
der TPS-Methode unterschiedliche Deformationen vorgerufen haben; links: geringe De-
formationen;mitte: durchschnittlicheDeformationen ; rechts: hoheDeformationen (rot:
Landmarken Referenzbild; grün: transformierte Landmarken)[T = 5, 𝜆 = 0.1]

Verfeinern des Zeitbereiches

Nach (CamionundYounes,2001) liefertderAlgorithmus,welcherhier aufgearbeitetwur-
de, fürT = 2dieselbenErgebnisse,wiedie InterpolationderThinPlateSpline-Interpolation.
Dies kannhier nicht bestätigtwerden, allerdingswurde hier bereits ein anderer Kern zur
Generierung der Splines genutzt, sodass die Ergebnisse natürlich abweichen können.

Dass der Parameter T jedoch einen großenEinfluss auf die Interpolation besitzt, soll
anhand der folgenden Tabellen 3.4 und 3.4 verdeutlicht werden.
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Für die verschieden stark deformierten Gitter wurde das geschriebene Programm
zur Thin Plate Spline-Interpolation ausgeführt und des Weiteren noch der Algorithmus
zur Berechnung der Geodesic Interpolating Splines, sowohl für T = 3, T = 5, T = 7
und T = 10.Dabei wurde in jedemVorgang die SummederNormder Interpolationsfeh-
ler(Target Registration Error) der einzelnen transformierten und invers transformierten
Landmarken berechnet.

GIS
TPS T = 3 T = 5 T = 7 T = 10

Schwache Deformationen 1.409 25.155 13.89 9.073 5.7154
Durschnittliche Deformationen 2.918 21.976 9.057 6.191 5.475
Starke Deformationen 3.078 24.233 13.348 9.309 7.747

Tabelle 3.4: Interpolationsfehler(Target Registration Error) der transformierten Land-
marken fürdie verschiedenenMethodenundverschiedeneWahldesParameterT für ver-
schieden starke Deformationen; Gering: Geringe Deformation, Durchschn.:Durschnitt-
liche Deformation, Hoch: Hohe Deformation[𝜆 = 0.1]

GIS
TPS T = 3 T = 5 T = 7 T = 10

Schwache Deformationen 3.093 19.134 10.871 7.225 4.8131
Durchschnittliche Deformationen 19.226 24.365 12.287 8.366 6.652
Starke Deformationen 62.981 35.542 22.678 17.723 15.131

Tabelle 3.5: Interpolationsfehler(Target Registration Error) der invers transformierten
Landmarken für die verschiedenen Methoden und verschiedene Wahl des Parameter T
für verschieden starke Deformationen; Gering: Geringe Deformation, Durchschn.:Dur-
schnittliche Deformation, Hoch: Hohe Deformation[𝜆 = 0.1]

Mit Erhöhung der Anzahl der betrachteten Zeitpunkte in dem Intervall [0, 1] steigt
auch die Genauigkeit der Interpolation der Landmarken. Das bedeutet, dass für genü-
gend großes T die Landmarken nahezu exakt interpoliert werden können.

Warum dies in dieser Arbeit nicht gezeigt werden konnte die Abbildung 3.6
Diese beinhaltet den Verlauf der Biegeenergie für die Interpolation durch Geodesic-

Interpolating-Splines. Wie erwartet ist der Graph monoton fallend, da das Ziel der Be-
rechnungen aus 3.2 die Minimierung dieser war. Es ist jedoch auch zu erkennen, dass
die Geschwindigkeit, in der die Energie konvergiert sehr gering ist. Das bedeutet für die
Anwendung des Algorithmus, dass für dessen Ausführung eine lange Zeit benötigt wird.

Die unterschiedlichen Kurven zeigen dieses Verhalten für verschiedene T. Dabei ist
deutlich zu erkennen, dass unabhängig von der Anzahl der gewählten Zeitschritte im In-
tervall [0,1] die Energie selbst nach dem 500. Iterationsschritt noch weiter sinkt. Wei-
terhin ist es sogar so, dass mit größer gewähltem T mehr Iterationen benötigt werden,
um dieselbe Veränderung der Energie zu beobachten, als wennmanweniger Zeitpunkte
betrachten würde.
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3 Geodesic Interpolating Splines

Abbildung 3.6: Energieverlauf der Geodesic-Interpolating-Splines für verschiedene T;
links: T = 3; mitte: T = 5; rechts: T = 7

Dabei ist zu erwähnen, dass die anfängliche Biegeenergie, welche durch die Berech-
nungdurch t Zeitpunkte zustandekommt, immerhöher ist, als die,welchenurdurch t−1
Zeitpunkte berechnet wurde, sodass die Abbildungen in Relation zueinander betrachtet
werdenmüssen.

Einfluss der Anzahl der Iterationen

Abbildung 3.7: oben:Transformationsfeld mit starken Deformationen; unten: Trajekto-
ren für veschiedene maximale Iterationsanzahlen maxIter; links: maxIter = 10, mitte:
maxIter = 100; rechts:maxIter = 1000 (rot: Landmarken Referenzbild; grün: transfor-
mierte Landmarken; magenta: Landmarken Beispielbild)[T = 5, 𝜆 = 0.1]

Die Ergebnisse aus Abbildung 3.6 führen zu der weiteren Überlegung die Anzahl der
Iterationen zu erhöhen, um so eine weitere Minimierung der Biegeenergie und damit
einhergehend eine Konvergenz und eine genauere Interpolation der Stützstellen zu er-
halten.
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Dieswurde für einneugewähltes starkdeformiertesGitter inAbbildung3.7 fürT = 5
dargestellt.

Die Transformationsfelder verändern sich nicht deutlich. Das liegt daran dass die
Trajektoren ebenfalls kaum eine Veränderung aufweisen.

Das Ziel der Erhöhung der Iterationsanzahl, war, dass die Trajektoren sich stark än-
dern und somit die Energie beeinflussen. Für die gewähltenmaxIter lässt sich dieser Ef-
fekt kaum erkennen. Das lässt darauf schließen, dass eine noch höhere Anzahl Iteratio-
nen ausgeführt werden muss, um einen relevanten Effekt in der Veränderung des Ge-
schwindigkeitsfeldes und damit einhergehend des Transformationsfeldes zu erhalten.

Da jedoch schonmit Abbildung 3.6 das sehr langsame Zeitverhalten dieses Algorith-
mus gezeigt wurde, ist es fraglich, ob die alleinige Betrachtung der maximalen Iterati-
onszahl dieseMethodemitunter unpraktikabelmacht. Beispielsweise benötigte eine Be-
rechnung der Parameter und Trajektorien mit T = 10 für 1000 Iterationen eine Zeit von
1981.3 Sekunden, also 33.02Minuten.

Anpassen des Parameters 𝜆

Wie bereits für die Thin Plate Spline-Interpolation betrachtet, hat des Weiteren der Pa-
rameter 𝜆 einen großen Einfluss auf das Verhalten der Berechnungen. Die Glattheit der
Transformation wird unter Hinnahme der Verschlechterung der exakten Interpolation
besser, je kleiner 𝜆 gewählt wird.

In Abbildung 3.7 sind, für das Gitter mit starken Deformationen, jeweils das Trans-
formationsfeld und die Trajektorien dargestellt. Es ist zu erkennen, dass für das Gitter
mit geringerem 𝜆 nahezu das Identitätsgitter zu erkennen ist. Mit Zunahme der Para-
meters fängt das Gitter an sich zu biegen, nicht aber sich zu falten.

Für den Fall, dass 𝜆 = 10−8 erkennt man einen großen Interpolationsfehler zwi-
schen transformiertenundgewünschten Landmarken.Dieswar zu erwarten,da hier der
Schwerpunkt auf die Glattheit der Transformation gelegt wurde.

Jedoch erkennt man auch, dass trotz der starken Gewichtung für die exakte Inter-
polation, wenn 𝜆 = 105 gewählt wurde, die Abstände zwischen den Landmarken nicht
verschwinden. Es ist sogar deutlich zu erkennen, dass für 𝜆 = 101 ein geringerer Inter-
polationsfehler auftritt.

Der Grund hierfür ist der Einfluss der anderen zu wählenden Parameter.
DieWahldesParameter𝜆beeinflusst auch immerdieParameterderFunktionmlBFGS

und die Toleranzgrenze, an welcher die Minimierung der Energie als abgeschlossen an-
gesehen werden kann. Wählt man 𝜆 sehr groß, um der exakten Interpolation mehr Ge-
wichtung zuzusprechen, dann ist auch die letztlich resultierende Energie und die Ablei-
tung der Energie sehr groß. Daher ist auch mit relativer Berechnung der Energiediffe-
renz zweier Iterationen die Toleranzgrenze sehr schnell überschritten und die weitere
Minimierung bricht vorschnell ab.

Dasselbe Problem spielt auch bei derWahl eines sehr geringen𝜆 eine Rolle.Dort ver-
hält es sich jedoch so, dass je nach Art der Toleranzgrenze das Gitter so sehr minimiert
wird, dass es verschwindent klein wird, da der Algorithmus nicht vorher abbricht.

Dies liegt an der Tatsache, dass das 𝜆 stark an der Relation der Biegeenergie beteiligt
ist.Bei der Betrachtungder relativenDifferenz derEnergie erhältmanbeispielsweise für
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Abbildung 3.8: oben: Transformationsfelder für starke Deformationen; unten: Trajekto-
rien , generiert mit dem Algorithmus der Geodesic-Interpolating-Splines, für verschie-
dene 𝜆; links: 𝜆 = 10−8; mitte: 𝜆 = 101; rechts: 𝜆 = 105 (rot: Landmarken Referenzbild;
grün: invers transformierte Landmarken,magenta: Landmarken Beispielbild)[T=5]

𝜆 = 105 und 𝜆 = 10−8 einenWert von jeweils ΔE = 3.6836 ∗ 10−6, obwohl die Anzahl der
Iteration für 𝜆 = 105 nur zwei betrug und die für 𝜆 = 10−8 soga 1000.

Wie im vorherigen Abschnitt beschrieben, kann das Durchlaufen weniger Iteratio-
nen die Trajektoren der Landmarken so beeinflussen, dass das resultierende Transfor-
mationsgitter mehr oder weniger von diesenmitbestimmt wird.

Daher ist es wichtig, beim Verändern des Parameter 𝜆 auf die Anzahl der berechne-
ten Iterationen zu achten und die Toleranzgrenzen, sowohl der Iteration allgemein, aber
auch des gewähltenMinimierungsverfahrens für die Energie bezüglich der Trajektoren,
dementsprechend anzupassen.

Zusammenfassend kann die Berechnung der Geodesic-Spline-Interpolationmit gut
gewählten Parametern gute Ergebnisse hervorbringen. Dabei ist es wichtig, das Verhal-
ten des Algorithmus abhängig von Änderungen einzelner Parameter zu kennen, da die
Parameter miteinander korrelieren und somit die beste Wahl aller Parameter im EIn-
klangmiteinander gefunden werdenmuss.

3.5 Vergleich mit der Thin Plate Spline-Interpolation

Abschließend sollen die Ergebnisse im Vergleich zur Thin Plate Spline-Interpolation in
denAbbildungen 3.9, 3.10 und 3.11 gezeigtwerden.Dabeiwurden sowohl die resultieren-
denTransformationsfelder, als auchdiePfadeder Landmarken indie jeweiligenGrafiken
mit aufgenommen.
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Abbildung 3.9: Beispieltransformation eines Gitters mit geringen Deformationen; oben
links: Landmarken des äquidistantenGitters und korrespondierende Landmarken; oben
rechts: berechnete optimale Landmarken mithilfe des Geodesic-Interpolating-Splines;
unten links: erhaltene Transformation durch Thin-Plate-Splines; unten rechts: berech-
neter Diffeomorphismus durch Geodesic Interpolating Splines(rot: Landmarken Refe-
renzbild; grün: invers transformierte Landmarken, magenta: Landmarken Beispielbild)
[𝜆 = 0.1, T = 5]

Für dieThin Plate Spline-Methode existieren nur zwei Zeitpunkte,weshalb dort eine
direkte lineare Interpolation der Landmarken des Referenzbildes und des Beispielbildes
als Pfad angesehen werden kann. Verfeinert man diese nun indem man T > 1 wählt,
kann bei den bereits genannten Beispielen,welche starke Deformationen aufweisen, die
Biegung der Trajektoren erkannt werden.

Gitter mit geringen Deformationen

Bei derWahl der Landmarkenwie in Abbildung 3.9 ist bereitsmit demThin Plate Spline-
Verfahren nur eine geringe Biegung des Transformationsgitters zu erkennen. Daraus
kann geschlossen werden, dass die Biegeenergie durch die Verfeinerung aufgrund der
Wahl verschiedener Zeitpunkte t kaum verbessert werden kann.

Derselbe Schluss kann auch aus derGrafik entnommenwerden,welche die Trajekto-
rien der jeweiligen Landmarken zeigt.Diese sind für die Geodesic-Interpolating-Splines
nur minimal gebogen.

DassdieminimaleBiegungdesGittersdurchAnwendungderGeodesic-Interpolating-
Splines dennoch verschwindet und ein glattes Gitter hervorruft, liegt an der Art der Ge-
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nerierung der Transformation, der Integration des Geschwindigkeitsfeldes.

Abbildung 3.10: Beispieltransformation eines Gitters mit durchschnittlichen Defor-
mationen; oben links: Landmarken des äquidistanten Gitters und korrespondieren-
de Landmarken; oben rechts: berechnete optimale Landmarken mithilfe des Geodesic-
Interpolating-Splines; unten links: erhaltene Transformation durch Thin-Plate-Splines;
unten rechts: berechneter Diffeomorphismus durch Geodesic Interpolating Splines (rot:
Landmarken Referenzbild; grün: invers transformierte Landmarken, magenta: Land-
marken Beispielbild) [𝜆 = 0.1, T = 5]

Gitter mit durchschnittlichen Deformationen

Im Falle der durschnittlichen Deformation des Gitters in Abbildung 3.10 ist im Gegen-
satz zurThin Plate Spline-Interpolation bereits eine deutliche Verbesserung der Faltung
diese Gitters zu erkennen. Die Geodesic-Interpolating-Splines generieren hier eine dif-
feomorphe Abbildung, welche eben diese Faltung nicht zulässt.

Ebenfalls ist zu erkennen, dass in dieser Abbildung die Trajektoren der Landmarken
der Interpolation durch Geodesic-Interpolating-Splines bereits leicht gebogen sind,was
die Minimierung der Energie bezüglich der Trajektoren der Landmarken unterstreicht.

Es sind jedoch trotzdem leichte Abweichungen in der Interpolation der Landmarken
für die Methode der Geodesic-Interpolating-Splines zu erkennen. Diese sind zurückzu-
führen auf die bereits genannten Probleme der Parameterwahl in Kapitel 3.4.
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Abbildung 3.11: Beispieltransformation eines Gitters mit hohen Deformationen; oben
links: Landmarken des äquidistantenGitters und korrespondierende Landmarken; oben
rechts: berechnete optimale Landmarken mithilfe des Geodesic-Interpolating-Splines;
unten links: erhaltene Transformation durch Thin-Plate-Splines; unten rechts: berech-
neter Diffeomorphismus durch Geodesic Interpolating Splines(rot: Landmarken Refe-
renzbild; grün: invers transformierte Landmarken, magenta: Landmarken Beispielbild)
[𝜆 = 0.1, T = 10]

Gitter mit hohen Deformationen

Bei derWahl der Landmarken, welche imThin Plate Spline-Algorithmus eine starke Fal-
tung des Gitters hervorrufen, ist der größte Effekt zu erkennen. In Abbildung 3.11 ist
eine deutliche Verbesserung des Gitters bezüglich der Faltung für die Methode durch
Geodesic-Interpolating-Splines zu erkennen.

Die Trajektoren der Landmarken sind hier auch gebogen, allerdings lässt die doch
relativ starkeAbweichungder transformierten Landmarken zudenen aus demReferenz-
bild darauf schließen,dassmit einer längerenBetrachtungderMinimierungderEnergie
bessere Ergebnisse und damit noch stärker gebogene Trajektoren zu erwarten sind.
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Die beidenMethoden der Spline-Interpolation, welche in dieser Arbeit präsentiert wur-
den, sind jeweils Verfahren, welche in demmedizinischen Bereich der Bildregistrierung
gute Ergebnisse hervorbringen können. Darüber hinaus, kann die Implementationmit-
hilfe geodätischer Splines genutztwerden,umdiffeomorpheTransformationenzugene-
rieren, wenn derThin-Plate-Ansatz nicht ausreicht, um sinnvolle Ergebnisse zu liefern.

DieThin Plate Spline-Interpolation lässt sich abhängig von dem Parameter 𝜆 an die
gegebene Problemstellung anpassen. Somit können die Resultate mit Rücksicht auf die
Verschlechterung der exakten Interpolation verbessert werden. Es besteht die Möglich-
keit, dass eine für den Algorithmus unpassende Wahl der Landmarken zur Faltung des
Gitters des Transformationsfeldes führt und damit der Inhalt des transformiertenBildes
nicht sinnvoll wieder gegeben wird.

Die Interpolation mit Geodesic Interpolating Splines dagegen resultiert in ein bes-
seres Ergebnis der Glattheit des Transformationsfeldes, da hier das Zeitfenster der Be-
trachtung präziser betrachtet wird. ImGrundewerden die Bilder durch diesen Algorith-
mus daher gut transformiert.

Es können jedoch aufgrund der Einflüsse verschiedenster betrachteter Parameter
undderenKorreliertheit untereinander, relativ große Interpolationsfehler der Landmar-
ken auftreteten. Daher ist es wichtig, dass die Bedeutung der Parameter für die Berech-
nung des Geschwindigkeitsfeldes und der optimalen Trajektoren bekannt ist, denn es
kann notwendig sein, die Parameter abhängig voneinander anzupassen.

Allerdings ist die Berechnung von exakt interpolierten Landmarkenmithilfe des hier
vorgestellten Algorithmus sehr zeitintensiv. Obwohl bereits ein schnellerer Algorithmus
zum Minimieren der Energie bezüglich der Trajektorien genutzt wurde, als in dem ur-
sprünglichen Paper von (Camion und Younes, 2001) angenommen, konvergiert der Algo-
rithmus immernoch sehr langsam,sodassdiesesVerfahren inderPraxismöglicherweise
keinen Nutzen findet.

Um die Geschwindigkeit des Algorithmus zu erhöhen wäre es weiterhin möglich,
dieWahl desMinimierungsverfahrens zu überdenken. Als Alternative könnte das Gauß-
Newton-Verfahren in Betracht gezogen werden. Vorerst müsste jedoch die Kompatibi-
lität dieses Verfahrens mit dem hier präsentierten Algorithmus untersucht werden und
dieser daraufhin daran angepasst werden.

Insgesamt stellt die Interpolation durch Geodesic Interpolating Splines jedoch eine
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guteMethodedar,umdiffeomorpheAbbildung aufGrundlage der Interpolation vonkor-
respondierenden Landmarken zu generieren, auch wenn dabei bedacht werden muss,
dass exakte Ergebnisse der Interpolation auch einen hohen Zeitaufwand besitzen.
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