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Zusammenfassung

Das Ziel dieser Arbeit ist es, zwei aufeinander aufbauende Verfahren der
Spline-Interpolation vorzustellen und miteinander zu vergleichen. Die Thin
Plate Spline-Interpolation stellt dabei die Grundlage aller weiteren Beobach-
tungen dar und dient zum Verstindnis der Idee, ein Interpolationsverfah-
ren auf Grundlage der Minimierung der Biegeenergie des Transformationsfel-
des aufzubauen. Die Theorie dieser Methode wird dementsprechend tiefgriin-
dig bearbeitet und die daraus resultierenden Parameter genutzt, um die Er-
gebnisse anhand gewahlter Beispielparameter zu visualisieren. Die erkannten
Schwachstellen dieser Art der Spline-Interpolation fithren zur Idee der wei-
terentwickelten Methode, der Interpolation durch geoditische Splines. Durch
diesen neuen Ansatz wird die Moglichkeit geschaffen, ein priziseres Zeitfen-
ster iiber die Interpolation eines Bildes zu legen und somit Trajektorien der ge-
wahlten Stiitzpunkte zu definieren, um eine differenziertere Betrachtung des
zugrundeliegenden Problems, der Minimierung der Biegeenergie, zu erhal-
ten. Der visuelle Vergleich beider Methoden am Ende der Arbeit unterstreicht
die durch die theoretische Betrachtung erhaltene Meinung, dass die Ergebnis-
se der Geodesic Interpolating Splines bessere Transformierungen hervorbrin-
gen, als jene, die durch die Thin Plate Spline-Interpolation entstehen.

Abstract

The objective of this thesis is to present two spline interpolation processes
that build on one another. Of these the thin plate spline interpolation consti-
tutes the basis for all further observations and serves to understand the idea
of creating an interpolation method based on minimizing the bending energy
of the transformation field. Therefore, the theory of this method is worked on
in depth and the corresponding parameters are used to visualize the results
using selected example parameters. The identified weak points of this type of
spline interpolation then lead to the idea of a further developed method, the
interpolation through geodesic splines. This new approach creates the possi-
bility of placing a more precise time window over the interpolation of an im-
age and thus defining trajectories of the selected support points in order to
obtain a more differentiated view of the underlying problem, the minimiza-
tion of the bending energy. At the end of this thesis the visual comparison of
both methods underlines the opinion obtained through the theoretical con-
sideration that the results of the geodesic interpolating splines produce better
transformations than those obtained through the thin plate spline interpola-
tion.
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Einleitung

Die Bildregistrierung nimmt in der Bildverarbeitung einen immer gréfieren und anspruchs-
volleren Teil ein, da vielfiltig auf sie zuriickgegriffen werden muss.

Das Ziel der Bildregistrierung ist es, eine sinnvolle Transformation zu finden, wel-
che das Bild eines Objektes auf ein zeitlich versetztes Bild desselben Objektes abbildet.
Dies ist beispielweise in der Medizin ein Vorteil, da hier durch Computertechnik schnel-
lere und exaktere Diagnosen gestellt werden konnten. Aber auch in anderen Bereichen,
wie zum Beispiel der Gesichtserkennung werden solche Transformationen angewandst,
da mit diesen jedes beliebige Objekt aus verschiedenen Perspektiven eindeutig erkannt
werden kann.

In dieser Arbeit sollen zwei grundlegende Verfahren der Spline-Interpolation vorge-
stellt werden.

Die Spline Interpolation ist dabei grundsitzlich ein Verfahren, mit dem Ziel durch
endlich viele gegebene Punkte eine stiickweise definierte moglichst glatte Kurve, den so-
genannten «Spline », zu legen. Aufgrund dieser Eigenschaften des Splines ist es moglich,
Polynome niedrigen Grades zu nutzen, um gegebene Stiitzstellen zu interpolieren. Der
Vorteil daran ist, dass die Oszillation der interpolierten Funktion, beispielsweise im Ver-
gleich zu der durch eine Polynominterpolation enthaltene, sehr gering ist.

Zusdtzlich dazu ist die Interpolation durch Splines gleichzeitig auch ein sehr effi-
zientes Verfahren zur exakten Interpolation von Stiitzstellen, da der Aufwand den re-
sultierenden Spline zu berechnen linear ist, weshalb diese Methode oft beschrieben und
angewandt wird.

Die erste vorgestellte Methode ist die Thin Plate Spline-Interpolation. Diese wird
theoretisch hergeleitet und anhand von Beispielen auf deren Giite hin untersucht. Dabei
dienen verschiedene Visualisierungen als unterstiitzendes Mittel, um die Vorteile und
auch Nachteile dieser Art der Interpolation aufzuzeigen.

Darauf aufbauend wird, als Erweiterung der Thin-Plate-Splines, die Interpolation
durch geoditische Splines eingefiihrt. Diese bieten den Vorteil der genaueren Transfor-
mation der Bilder, da diese Methode zeitabhingig ist und somit die Probleme praziser
beschrieben werden kénnen.

Ein weiterer Aspekt dieser Arbeit besteht in dem Vergleich der beiden vorgestell-
ten Methoden. Dazu wurden Abbildungen mithilfe der Funktionen imgModel, viewImage,
plotGrid und getNodalCenteredGrid generiert, welche aus der Software FAIR (Modersitzki,
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2009) stammen. Diese enthilt verschiedene Funktionen zur Anwendung im Bereich der
Bildregistrierung.

Ebefalls wurden mithilfe der Funktion setup2DhandData die in dieser Software ent-
haltenen Datensitze zweier Rontgenbilder einer menschlichen Hand genutzt, um an-
hand dervorher festgesetzten Lanmarken die Ergebnisse der Thin Plate Spline-Interpolation
zu verdeutlichen und die Funktionen mIBFGS und getTravoFromVelocityRK4 genutzt, um
das Gradientenverfahren auszufithren beziehungsweise das Transformationsfeld einer
gegebenen Geschwindigkeit zu berechnen.

1.1 Beitrage dieser Arbeit

In dieser Arbeit werden sowohl Aspekte der Thin Plate Spline-Interpolation, als auch der
Geodesic-Spline-Interpolation aufgezeigt. Die Thin Plate Spline-Interpolation dient hier-
bei als Grundlage zum weiteren Verstindnis der Geodesic-Spline-Interpolation. Dabei
ist sowohl ein theoretischer Ansatz, als auch dessen praktische Umsetzung untersucht
worden. Anhand dieser sollen die Vorteile, aber auch Nachteile dieser Methoden im Be-
reich der Bildregistrierung aufgezeigt werden. Dabei dienen theoretische Aspekte dazu,
den Aufbau der vorgestellten Methode verstehen zu konnen, wiahrend die praxisorien-
tierte Umsetzung den daraus resultierenden Algorithmus als solchen beschreiben und
nachvollziehbar machen soll.

1.2 Verwandte Arbeiten

Dieser Arbeit zugrunde liegt das Paper "Geodesic Spline Interpolation” von Vincent Ca-
mion und Laurent Younes. (Camion und Younes, 2001) Diese wissenschaftliche Arbeit
wurde weiter ausgefithrt, implementiert und einige Fehler, welche auftraten, aufgezeigt
und korrigiert. Das Thema der Interpolation durch geoditische Splines ist hiufig be-
trachtet worden. Es werden immer effizientere Algorithmen und unterschiedliche Her-
angehensweisen betrachtet. Weitere Ansatze lassen sich beispielsweise auch von Anna
Mills, Staphen Marsland und Tony Shardlow (Mills, Marsland und Shardlow, 2006) oder
von Gou, Rangarajan und Joshi (Guo, Rangarajan und Joshi, 2006) finden. Diese beziehen
sich auf andere Herangehensweisen. Wihrend Erstere die Registrierung des Geodesic
Interpolating Spline tiber die Hamiltonsche Mechanik beschreiben, beziehen sich Joshi
etal. im Gegensatz zu Vincent et. al nicht auf die Minimierung der Energie beziiglich der
Trajektorien, sondern nutzen einen Ansatz, welcher durch Endpunktbedingungen eine
optimale Kontrolle iiber dieses Problem gewihrt.

1.3 Aufbaudieser Arbeit

Diese Arbeit besteht aus mehreren Teilen, in denen die Interpolation durch geoditische
Splines aufgezeigt werden soll. Dabei wird zuerst der Ursprung dieser Berechnung, die
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Thin Plate Spline Interpolation beschrieben und aufgrund derer Schwachstellen die Neue-
rungen durch die geoditischen Splines herausgearbeitet.

Im Kapitel 2 werden die Grundlagen der Spline-Theorie aufgearbeitet und erklirt.
Dies dient als Uberblick dariiber, welchen Ansitzen, die im Weiteren beschriebenen Ver-
fahren entspringen. Weiterhin sollen anhand von Beispielgrafiken die Schwachstellen
der Thin Plate Spline-Interpolation verdeutlicht werden. Dies wird dann in Kapitel 3 auf-
gegriffen, um die Interpolation durch geoditische Splines herzuleiten. Dazu werden die
theoretischen Grundlagen aus Kapitel 2 genutzt, um einen Algorithmus zur Berechnung
einer diffeomorphen Transformation herzuleiten. Diese Transformation wird letzend-
lich noch einmal anhand von Beispielen auf seine Giite gepriift und direkt mit der Thin
Plate Spline-Interpolation verglichen. Anschlief3end wird in Kapitel 4 ein Ausblick und
Fazit gegeben.



Thin Plate Spline Interpolation

Die Thin Plate Spline Interpolation ist ein Verfahren, welches eine glatte Transforma-
tion korrespondierender Landmarken und der zugehérigen Domainen liefert. Den Na-
men enthielt es aufgrund der Analogie des Verhalten eines «Thin-Plate metal», also einer
diinnen Metallplatte, denn die Berechnung der Thin Plate-Splines ist von der physika-
lischen «Thin-Plate-Energie» abhingig, welche das Biegeverhalten einer solchen Platte
beschreibt.

2.1 Grundlagen der Thin Plate Spline-Interpolation

Seienx,, ... xy € OO undyy, ... yy € () korrespondierende Landmarken in einem ge-
gebenen Referenzbild und einem Beispielbild, wobei ()* eine echte Teilmenge des R? ist
und die Domain der betrachteten Bilder definiert.

Herleitung der Optimierungsprobleme tiber die Thin Plate Spline-Biegeenergie

Bei der Thin Plate Spline-Interpolation ist eine glatte Transformation h gesucht, welche
die Landmarken des Beispielbildes auf die des Referenzbildes abbildet und gleichzeitig
die Thin-Plate-Biegeenergie (Guo, Rangarajan und Joshi, 2006)

Fh, _ &h, &
B= [ [ LG+ 255 + () i @D

minimiert, wobei h; und h, die beiden Komponenten x und y der Abbildung sind.

Sei weiterhin die gesuchte Abbildung h aus dem Sobolev Raum W*?2(()), also eine
schwach differenzierbare Funktion. Die Thin-Plate-Biegeennergie 2.1 kann nach (Guo,
Rangarajan und Joshi, 2006) als Quadrat der Norm dieser Abbildung angesehen werden:

S
IhiP = Z” YA syt () ey 2.2
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Zur Losung dieses Problems soll die Methode des Kern-produzierenden Hilbertrau-
mes (RKSH) genutzt werden. Da W*2(Q)) mit dem zugehéorigen Skalarprodukt einen Hil-
bert Raum darstellt, kann der Darstellungssatz von Fréchet-Riesz (Clason, 2019) ange-
wandt werden, sodass gilt, dass fiir alle x; firi = 1, ..., N die Funktionale

F,: W (Q) > R mit: F, (h) = h(x)

eine Reprasentation der Form

<fuh>=h(x) fir i=1,..,N

besitzt, wobeif, (x;) = f (x;,x;) der Kerndes Kern-produzierenden Hilbertraumes (RKSH)
auf Q) ist. So kann aus Gleichung 2.3 folgendes Problem abgeleitet werden:

Problem 2.1 (Exakte Interpolation). Minimiere |[h|*s.t < f,h >=y, furallei=1,...,N

Im weiteren Verlauf der Arbeit wird jedoch auch ein Fall beschrieben, in dem es vor-
teilhaft ist, diese exakte Interpolation durch eine Approximation zu umgehen, um eine
sinnvollere, bijektive Transformation zu generieren. Dafiir wird durch die Abhingigkeit
eines A die scharfe Nebenbedingung abgeschwicht, indem auch diese minimiert und
nicht exakt gelost wird.

N

Problem 2.2 (Inexakte Interpolation). Minimiere [|h|* + A Y (< f,h > —y;)?* fir festes
izl

A>0

Charakterisierung der Transformation h

Jede Abbildung h aus dem Sobolevraum W*2(Q)) kann als Summe der von den f; aufge-
spanntem Teilraum T und dessen orthogonalem Komplement O aufgefasst werden. Sei
ho der Anteil der gesuchten Transformation, welcher sich aus dem zuletzt genanntem
Teilraum O der orthogonalen Komplemente zu den f;, zusammensetzt. Dann bedeutet
das,dass < f;, h, >= 0, und somit, dass diese Komponenten aus dem Teilraum O keinen
Einfluss auf die Interpolation der Stiitzstellen besitzen.

Wenn also gilt h = hy+h;, wobei h; aus dem von den f; aufgespanntem Teilraum ent-
springt, dann ist sofort ersichtlich, dass die resultierende Norm dieser Abbildung grofier
wird, wenn h, # 0. Das bedeutet letzendlich, da||h]| zu minimieren ist, dass die gesuchte
Abbildung nur in dem von den f; aufgespanntem Teilraum liegen kann.

Darum soll nun weiterhin h als Linearkombination der f; angesehen werden und die-
se Transformation somit von der Gestalt h = Zfil a;f; sein, wobei « € RN gilt.

Um das Optimierungsproblem weiter zu vereinfachen und ein lineares Gleichungs-
system zu erstellen, soll weiterhin S; = (f;, f;), als Matrix der Skalarprodukte der einzel-
nen f;, gesetzt werden.

Wenn diese Aspekte in die urspriiglichen Probleme 2.1und 2.2 ibernommen werden,
ergeben sich folgende zu l6sende Optimierungsprobleme:
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Problem2.1: min a’Sa s.tSa =y (2.3)

Problem2.2: min a’Sa + A(Sa — y)T(Sa — y) (2.4)

Abhingig von der jeweiligen Fragestellung oder den zugrundeliegenden Daten kon-
nen mithilfe dieser Gleichungen nun die Paramter a; fiiri = 1, ..., N berechnet werden.

Die erhaltene Transformation der N Landmarken und damit auch der gesamten Do-
main des Beispielbildes ist also nur abhingig von 2N Parametern, da a; € R? ist. Diese
konnen durch Losen eines linearen Gleichungssystems eindeutig bestimmt werden.

2.2 Thin Plate Spline Interpolation

Nimmt man nun einen zusitzlichen linear affinen Teil als Korrekturterm in die Betrach-
tung mit auf, so lasst sich die Transformation h wie folgt darstellen:

h(x) = Sa + Qy (2.5)

Wobei S € R™N wie oben definiert, « € R¥? und v € R*? zu berechnende Para-

: X xf :
meterund Q € R mitQ = (; : ) gilt.
XN XN 1
Um diese zu berechnen, werden die Parameter a und -y bestimmt, indem ||h|| mi-
nimiert wird und die Interpolation der Stiitzstellen beriicksichtigt wird. Konkret sollen
nun also:

Problem 2.1.1: min aSx st Sa+Qy—-y=0 (2.6)
Problem2.2.1: min aSx +A(Sa+Qy—y)'(Sa+Qy—y) 2.7)
betrachtet werden.

Um die Energie der Transformation zu minimieren, muss der Kern des Kern-reproduzierenden
Hilbert Raumes genauer bestimmt werden. Dieser ist fitr den zweidimensionalen Raum
nach (Bookstein, 1989) die radiale Basisfunktion U(r) = r*logr.

Seinunf (x,y) = U(|x—yl|). Nutzt man diese Definition und setzt f (x, y) als zugrun-
deliegende Funktion der Matrix S ein, kann diese abhdngig von den x; generiert werden,
denn es gilt aufgrund der Selbstreproduzierbarkeit von f, (y), dass S = (f,, fi,) = f,, (%))
firi,j=1,...,N

Nun kann man das Optimierungsproblem nach («, ) l6sen. Dazu miissen die KKT-
Bedingungen erfiillt sein, welches im folgenden explizit aufgezeigt werden soll, da im
zugrunde liegenden Paper (Camion und Younes, 2001) eine fehlerhafte Losung zu finden
war.
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Berechnung der optimalen Parameter der Thin Plate Spline-Interpolation

Die Lagrange-Funktion kann direkt aus dem Minimierungsproblem geschlossen wer-
den. Die einzelnen partiellen Ableitungen nach «, 9 und A miissen mit O gleichgesetzt
werden (KKT-Bedingung), um die optimalen Parameter durch Umformung erschliefden
zu konnen.

L(a,v,A) = a’Sa + A(Sa + Qy —y)

oL
— =Sa+STA=0 (2.8)
o
oL
= T =
5 QA =0 (2.9)
5L—S + =0 2.10
I a+Qy—-y= 2.10)

Aus Gleichung 2.10 folgt dann direkt:
=S y—Qy) (2.11)
Mit der Definition von « und Gleichung 2.8 weiterhin:
A=8HQ~-y)
Und mit der Definition von A und Gleichung 2.9 letzendlich:

¥ =(Q'ST'Q)'QTSsy 2.12)

Die Parameter &« und 7y konnen somit aus den zugrundeliegenden Datensitzen berechnet
werden und genutzt werden, um beliebige Datenpunkte auf dieselbe Art zu transformie-
ren. Dabei muss lediglich immer wieder die Matrix S angepasst werden.

In einigen Fillen (vgl. Kapitel 2.3) ist es sinnvoller das Minimierungsproblem aus
Gleichung 2.7 zu l6sen. Nach demselben Prinzip, wie fiir das bereits oben geloste Pro-
blem, kann nun die Definition der Parameter der neuen Ausgangssituation angepasst
werden:

a=S57(y—Q7) (2.13)

7= (Q'S;'Q)TQSYYy (2.14)

Wobei mit der NxN-Einheitsmatrix IS, = S + % * 1.
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Abbildung 2.1: Transformation eines Beispielbildes mithilfe der Parameter aus Glei-
chung 2.13 und 2.14; oben links: Referenzbild mit Landmarken; oben rechts: Beispiel-
bild mit Landmarken; unten links: Beispielbild mit Transformationsgitter; unten rechts:
Transformiertes Bild mit Landmarken des Referenzbildes (rot) und durch Transformati-
on erhaltene Landmarken (griin) [A = 1]

Beispielhafte Anwendung der optimalen Parameter

Hat man ein Beispielbild, welches man auf ein Referenzbild transformieren méchte, so
kann man nun anhand von N gewéhlten korrespondierenden Landmarken die Transfor-
mation generieren, welche abhingig von & und 1y ist.

Dies soll anhand von 7 Landmarken exemplarisch berechnet und dargestellt werden.
Dazu wurde der in der FAIR-Toolbox enthaltene Rontgendatensatz einer menschlichen
Hand genutzt und mithilfe der Software Matlab ein Algorithmus erarbeitet, welcher die
Parameter, wie in Gleichung 2.13 und 2.14 beschrieben, berechnet.

Die Ergebnisse der Berechnung der optimalen Parameter und die resultierende Trans-
formation sind in Abbildung 2.1 abgebildet.

Anhand dieser ist zu erkennen, dass die Transformation mathematisch betrachtet
gute Ergebnisse liefert. Das Beispielbild wurde so transformiert, dass die Landmarken
exakt interpoliert wurden und der Bildinhalt als solches wieder zu erkennen ist.

Das Einzige, was angemerkt werden muss, ist dass das erhaltene transformierte Bild
eine etwas deformierte Hand darstellt. Sie ist ein wenig gebogen, weshalb die medizini-
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sche Sinnhaftigkeit anzuzweifeln ist.
Dies und weitere, im Verlauf der Testphase des Algorithmus, festgestellte Probleme
sollen nun aufgezeigt und mogliche Losungsansitze prisentiert werden.

2.3 Kritikan der Thin Plate Spline-Interpolation

Wie bereits angemerkt, kam esinverschiedenen Durchliufen des Thin Plate Spline-Algorithmus
zueinigen Problemen, auf diese hier explizit eingegangen werden soll, um die Weiterent-
wicklung dieses Vorgehens zu rechtfertigen.

Die gesetzten Landmarken in Abbildung 2.1 sind zwar exakt interpoliert, jedoch ist
dasletztlich enthaltene Bild medizinisch nicht sinnvoll. Diesist auf die starken Einschrin-
kung durch die Nebenbedingung in Problem 2.1 zuriickzuftihren, denn die Transforma-
tion ist stark von der Lokalisation der Landmarken abhingig.

Des Weiteren lag der Schwerpunkt darauf, dieses Verhalten zu untersuchen und mit-
unter auch andere Schwachstellen aufzudecken und diese moglicherweise zu beheben.
Essollen nun einige Ansitze beschrieben werden, um bessere Ergebnisse der Thin-Spline-
Plate-Interpolation beziiglich der medizinischen Sinnhaftigkeit zu erhalten.

Lokalisation und Anzahl der Landmarken

Die Schwierigkeit der Frage der Lokalisation und auch der Anzahl der Landmarken er-
gibt sich aus der Art der Generierung dieser. Man kann Landmarken anuell setzen oder
auch automatisch ,beispielsweise durch Nutzung von FCNNs (Noothout u. a., 2020) ge-
nerieren lassen.

In dem Datensatz, welcher fiir diese Arbeit genutzt wurde, war die Wahl der Lage
der Landmarken und deren Anzahl bereits durch die Funktion setup2DhandData der FAIR
Toolbox vorgegeben. Diese wurden darauthin manuell abgeidndert, um das Verhalten der
Abbildung durch diese neu geschaffene Ausgangssituation zu untersuchen.

In Abbildung 2.2 sind vier verschiedene Transformationen zu erkennen. Die Lage
und Anzahl der Landmarken wurden jeweils so verandert, dass ein relevanter sichtba-
rer Effekt auftrat. Dabei ist ganz klar davon abzugrenzen, wie sinnvoll beispielsweise
eine Interpolation mit zwei zugrundeliegenden Landmarken fiir ein Rontgenbild einer
menschlichen Hand ist.

Die Ergebnisse sind einzig von der Lokalisation und Anzahl der Landmarken abhin-
gig,dadas A iiberall gleich gewahlt wurde. Daher kann man die Bilder direkt miteinander
vergleichen.

Zu erkennen ist, dass die Krimmung der Hand durch die zentralere Wahl der Land-
marken im zweiten Bild deutlich verringert werden konnte. Der Grund dafiirist, dass das
zugrundeliegende Gitter der Transformation kaum eine Wolbung besitzt, da die Land-
marken um einen Schwerpunkt angeordnet angesehen werden konnen, sodass die Trans-
formation lediglich als eine Drehung um diesen angesehen werden kann.

Weiterhin ist aus dem dritten und dem vierten Bild ersichtlich, dass die Anzahl der
Landmarken einen grofden Einfluss auf die Transformation besitzt. Bei der Erstellung
von einer hoheren Anzahl an Landmarken ist grundsatzlich keine Verschlechterung im
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Abbildung2.2: Verdeutlichung der Wichtigkeit der Lokalisation und Anzahl der Landmar-
ken; oben: transformierte Beispielbilder mit verschieden positionierten Landmarken;
unten: transformierte Beispielbilder mit verschiedenen Anzahlen der Landmarken(rot:
Landmarken Referenzbild, griin: transformierte Landmarken[A =1]

Vergleich zur urspriinglichen Wahl zu erkennen. Jedoch stellt sich hier die Frage nach der
Notwendigkeit einer so hohen Anzahl, um beispielsweise bei komplexeren Problemen
die Effizienz des Algorithmus nicht zu gefihrden. Gleichzeitig ist die manuelle fehler-
hafte Setzung des korrespondierenden Partners einer Landmarke bei einer Interpolation
mit einer hohen Anzahl von Landmarken wahrscheinlicher, wodurch sich das Ergebnis
durchaus verschlechtern kann.

Im letzten Bild wurde ein sehr extremes Beispiel einer geringen Anzahl von Land-
marken gewdhlt, da der Effekt dieser anhand des vorliegenden Beispieles gezeigt werden
sollte. In komplexeren Problemen kann die sinnvolle Mindestanzahl der zugrundeliegen-
den Landmarken nur schlecht abgeschitzt werden, daher sollte dieser wichtige Fall hier
mit aufgezeigt werden.

Zusammenfassend kann hiermit gezeigt werden, dass die Lokalisation und Anzahl
der Landmarken fiir die Thin Plate Spline-Interpolation ausschlaggebend fiir die letzt-
lich erhaltenen Resultate ist und diese in jedem einzelnen Fall sinnvoll bestimmt werden
miissen.

10—



2 Thin Plate Spline Interpolation

Gewichtung durch den Parameter A

Um die bereits erwahnte gekriimmte Darstellung der Hand aus Abbildung 2.1 zu mini-
mieren, kann man die Lésung der Approximation der Interpolation, dargestellt in Glei-
chung 2.13 und 2.14, verwenden.

Wahlt man fir die Berechnung der Parameter « und 7 verschiedene A und lisst sich
das transformierte Bild und das zugrundeliegende Gitter plotten, erkennt man deutlich,
dass die Kriimmung der Hand immer weiter zuriickgeht, je kleiner das A gewahlt wird
(siehe Abbildung 2.3).

Dies ist deshalb der Fall, da die Matrix S, antiproportional zu dem Parameter A ist,
die eingebettete Nebenbedingung jedoch proportional. Mit sinkendem Wert von A er-
reicht der erste Teil der Gleichung 2.4 einen hoheren Wert, wihrend die Nebenbedin-
gung, das exakt interpoliert wird, immer geringer wird.

Daraus folgt letzendlich, dass beim Minimieren dieser Funktion die Glattheit einer
exakten Interpolation vorgezogen wird, woraus letzendlich aber auch die Exaktheit der
Interpolation der einzelnen Landmarken abnimmt. Wie in Abbildung 2.3 zu sehen ist,
nimmt der Abstand zwischen den Landmarken des Referenzbildes und den transfor-
mierten Landmarken des Beispielbildes immer weiter zu.

Abbildung 2.3: Beispiel zur Interpolation mit Thin Plate Spline mit verschiedenen A; links:
A =1, mitte: A = 0.01, rechts: A = 0.001

2.4 Thin-Plate-Splines als glatte, aber nicht bijektive Transformation

Thin-Plate-Splines sind glatte Transformationen, jedoch fiir bestimmte korrespondie-
rende Landmarken nicht bijektiv. Da fiir das bisher genutzte Beispielbild diese Wahl der
Landmarken nicht sinnvoll wire, soll hier anhand eines dquidistanten Gitters und dessen
Deformierung ein weiteres Problem der Thin-Plate-Splines aufgegriffen werden, welches
letzendlich zu dem Wunsch der Verbesserung dieser Methode fiithrt.

In Abbildung 2.4 auf der nichsten Seite sind dquidistante Gitter mit jeweils verschie-
den gewihlten korrespondierenden Landmarken zu sehen. Diese wurden zufillig gene-
riert, sodass kleine, mittlere und grof’e Deformationen in den erhaltenen Gittern der
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2 Thin Plate Spline Interpolation
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Abbildung 2.4: Beispieltransformation eines Gitters mit verschiedene starken Deforma-
tionen;oben: Gitter der Transformation; unten: invers transformierte (magenta) bzw. ur-
spriingliche (rot) Landmarken des Beispiel- bzw. Referenzbildes; links: schwache Defor-
mationen; mitte: durchschnittliche Deformationen; rechts: starke Deformationen [A =
0.1]

Transformation zustande kamen.

Nun sieht man in diesen Abbildungen von links nach rechts eine stirker werdende
Faltung des Gitters der Transformation. Diese fiithrt letztendlich dazu, dass wenn die in-
verse Transformation auf die einzelnen Bildpunkte angewandt wird, die Punkte nicht
eins-zu-eins auf die jeweils Korrespondierenden abgebildet werden.

Dies ist darauf zuriickzufithren, dass an die zugrundeliegende Transformation kein
Anspruch beziiglich Bijektivitt gestellt wurde, was im weiteren zu Fehlern in der Gene-
rierung der invers transformierten Landmarken fithrt, da hier im Bereich der Faltung des
Gitters die Landmarken des Beispielbildes nicht eindeutig den zugehorigen «richtigen»
Punkten zugeordnet werden konnen.

Insgesamt bedeutet das fiir die Transformierung des Beispielbildes, dass dieses an
den Stellen, an denen die Punkte nicht eins-zu-eins transformiert sind, verschmiert, was
tir die Bildregistrierung nicht sinnvoll ist.

Ansatz zum Umgehen des Verschmierens der Bilder

Um das Problem des Verschmierens des transformierten Bildes zu umgehen, lasst sich
die Erkenntnis aus dem Kapitel 2.3 zu nutze machen. Dort wurde festgestellt, dass die
Kriitmmung des transformierten Gitters durch die Approximation der Interpolationsbe-
dingungen gemindert werden kann. Nutzt man nun verschieden kleine A und vergleicht
die transformierten Bilder, kann man die Verbesserung des Bildes deutlich sehen.

In Abbildung 2.5 ist dies einmal beispielhaft fiir das stark deformierte Gitter aus der
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Abbildung 2.5: Beispieltransformation eines Gitters mit starken Deformationen und ver-
schiedenen A; oben: Gitter der Transformation mit transformierten(griin) und Landmar-
ken des Referenzbildes(rot); unten: invers transformierte (magenta) bzw. urspriingliche
(rot) Landmarken des Beispiel- bzw. Referenzbildes ; links: A = 0.1, mitte: A = 0.01,
rechts: A = 0.001

letzten Abbildung 2.4 auf der vorherigen Seite dargestellt. Wihrend das Gitter fiir A =
0.01 immer noch eine Faltung enthilt, ist diese fiir A = 0.001 nicht mehr zu erkennen.
Dies lasst darauf schliefen, dass das zu transformierende Bild keine Verschmierungen
besitzt, sondern sinnvoll transformiert wird.

Esistaber auch deutlich zu erkennen, dass wie in Abbildung 2.3 die einzelnen invers
transformierten Landmarken nicht auf den originalen des Referenzbildes liegen. Diesen
Effekt kann man also mithilfe der Gewichtung durch das A nicht verhindern. Es ist sogar
zu erkennen, dass der Abstand einiger invers transformierten Landmarken zu den da-
zugehorigen grofier wird, welches mit der inexakten Interpolation der Landmarken, zu
sehen unten in der Mitte und rechts in Abbildung 2.5, zusammenhaingt.

Das wiederum heifdt, dass die Bilder nicht eins-zu-eins ineinander umwandelbar
sind und somit diese scheinbare Losung des Problems ein anderes hervorruft.

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit soll deswegen eine Methode vorgestellt werden,
welche auf der Theorie der Thin Plate Spline-Interpolation basiert und welche aufgrund
der vorher gestellten Anforderungen diese vorgestellten Probleme umgeht.
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Geodesic Interpolating Splines

Die Geodesic-Spline-Interpolation ist ein Verfahren, welches aus der Thin Plate Spline-
Interpolation weiterentwickelt wurde. Die Schwachstellen des Algorithmus der Thin Pla-
te Spline Berechnung sind in Kapitel 2 aufgezeigt worden. Grundsatzlich besteht das Pro-
blem darin, dass die Biegeenergie anhand der Anpassung des & und <y nicht ausreichend
minimiert werden konnte, sodass das Gitter der Transformation eine deutliche Faltung
aufzeigte, welche nur durch Verschlechterung der Exaktheit der Interpolation verbessert
werden konnte.

DasZiel der Geodesic Interpolating Splines dagegen ist, dass eine diffeomorphe Trans-
formation berechnet wird, welche eben diese Faltung des Gitters nicht zuldsst. Dazu wird
die Biegeenergie nicht nur abhingig von den bereits genannten Parametern « und 7,
sondern ebenfalls von den Trajektorien der Landmarken betrachtet und auch beziiglich
dieser minimiert.

3.1 Herleitung der Berechnung der Geodesic Interpolating Splines

Die erhaltenen Transformationen beider in dieser Arbeit behandelter Algorithmen sind
glatte Abbildungen. Der Unterschied zwischen ihnen besteht in der Eigenschaft der Bi-
jektivitat. Die Faltung des Gitters (vgl Abbildung 2.4) durch die Thin Plate Spline-Interpolation
lasst darauf schliefien, dass von verschiedenen Argumenten auf denselben Funktions-
wert abgebildet wird und genau dies fithrt zu dem "Verschmieren’des Bildes.

Da dies hier verhindert werden soll, gilt es bei der Geodesic-Spline-Interpolation ei-
ne diffeomorphe Abbildung zu generieren, wobei ein Diffeomorphismus eine Transfor-
mation f beschreibt, fiir die gilt, dass f : (); — (),genau dann ein Diffeomorphismus
ist, wenn f eine Bijektion ist und sowohl f als auch f ! glatte Funktionen sind.

Zusatzlich dazu soll als Anforderung an die Transformation fiir die Geodesic-Interpolating-
Splines gestellt werden, dass diese die gesetzten Landmarken des Beispielbildes auf die
des Referenzbildes abbildet. Dabei soll wieder die Biegeenergie des Gitters moglichst ge-
ring sein.
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3 Ceodesic Interpolating Splines

Herleitung der Gleichung der Biegeenergie der Geodesic-Interpolating-Splines

Grundlage fiir die folgenden Betrachtungen sind die N Landmarken p, € ()* des Bei-
spielbildes und eine zeitabhingige diffeomorphe Abbildung 4(t,.), wobeit t einen be-
stimmten Zeitpunkt beschreibt. Daraufbasierend kannder Pfad o(t) = (gy(t,.), p,(t), ..., py(1))
definiert werden, wobei p;(t) die Trajektorien der Landmarken, also fiirjedesi =1, ..., N
eine sich zeitlich verindernde Kurve, darstellen. Fiir diesen Pfad soll nun die Gleichung
der Energie hergeleitet werden, welche die Grundlage des Minimierungsproblems dar-
stellt.

Die Energie eines Pfades ist in Abhingigkeit dessen Geschwindigkeit V,(¢) nach Ca-
mion und Younes (Camion und Younes, 2001) wie folgt gegeben:

E(0) = j IV, ()11, dt 3.0

Um diese zu berechnen beziehungsweise im weiteren Verlauf zu minimieren, muss
also erstmal der Begriff der Geschwindigkeit eines Pfades aufgegriffen und genauer be-
schrieben werden. Die Geschwindigkeit eines Pfades ist dessen zeitliche Verainderung
und ist fiir einen wie oben definierten Pfad o(t) bezeichnet mit

og(t, ) dpl de
(5= O ) (3.2)

Sei nun h ein Diffeomorphismus, der zur Anpassung der Trajektorien der Landmarken
genutzt werden soll. Die Geschwindigkeit des Pfades ho lisst sich wie folgt darstellen:

V() =

og(t,.)
ot

wobei meh‘l die Jacobimatrix von h~*(t) darstellt.

Die Abbildung h soll genau so gewihlt werden, dass die Norm der Geschwindigkeit
des Pfades o(t) gleich der des Pfades ho(t) ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn h =
g7'(t,.), sodass im weiteren Verlauf die Geschwindigkeit fir die inverse Abbildung des
Diffeomorphismus g betrachtet werden soll:

d d
V() = ( o h(t), pl(wh 1%@),... h! pN(t)) (3.3)

pn(B)

V() = (V,(t,g7(2,), Dmt)g(t) O pN@)g(t) N (1)) (3.4

Die diffeomorphe Abbildung g, als Ziel dieses Ansatzes zu generieren, soll in dieser Arbeit
nicht explizit berechnet werden, sondern durch die Integration einer gewdhnlichen Dif-
ferentialgleichung erschlossen werden. Des Weiteren soll dazu die resultierende Pfadge-
schwindigkeit nur in Abhingigkeit des Pfades der Landmarken selbst und der eulerschen
Geschwindigkeit

t,g(t _59 3.5
Vg( /g(/))—ﬁ ()
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3 Geodesic Interpolating Splines

betrachtet werden. Dabei ist die Glattheit eine wichtige Eigenschaft des Geschwindig-
keitsfeldes, da sonst die Existenz einer diffeomorphen Abbildung als deren Integrand
nicht gewdhrt ist.

Dazu wird des Weiteren eine Substitution der Form ¢;(t) = g(t,p;(t)) furallei =
1,..., N angenommen. Das bedeutet, dass nun die Trajektorien der Landmarken durch
die diffeomorphe Abbildung g bestimmt sind. Weiterhin soll hier einmal angemerkt wer-
den, dass ¢;(0) = g(0,p;(0)) die Landmarken des Beispielbildes und ¢;(1) = g(1,p;(1))
die jeweils korrespondierenden Landmarken des Referenzbildes darstellen, da ein Zeit-
fenster von [0, 1] angenommen wird. Damit folgt nun:

dg; .. og(t,p)  Og(t,p;) dp;
P T S AU
Und damit:
dp; og(t,p;) dp; dg;
(t)g(t) ( ) = 51, ‘%(f) = dt( ) — vy (t,;(t)) 3.6)

Somit ldsst sich die Geschwindigkeit V-, (f) zusammenfassend schreiben als:

dqy
Vi, = (v, (t),—(t) v, (t, ql(t)),-.-,ﬁ(t) —v,(,qy(1))) 3.7

Setzt man diese Definition nun in die Gleichung 3.1 auf der vorherigen Seite ein, so
lasst sich die Energie wie folgt darstellen:

1 d
E(o) = J; IIVg(t),%( ) = Vy(t, (1)), e, = (£) — vy (t, g (1)) 1Pt (3.8)

dt

Da nun die Energie wieder als Summe der Energie der Abbildung und der Energie
des Pfades angesehen werden kann, kann die Exaktheit der Interpolation der Landmar-
ken und daraus resultierend die Exaktheit der Pfade, wie in Kapitel 2 fiir die Thin-Plate-
Splines durch das Einfithren eines A abgeschwacht werden, sodass mit L als Laplace-
Operator folgt:

E(0) = ff Ly (t)|2dxdt+Zf |—(t) v, (t, q:(6)Pdt (3.9)

Da die Energie des Pfades nach Definition nun mehr nur noch von den Trajektorien
eines Pfades ¢; fiiri = 1,...., N und der Geschwindigkeit v, abhangt, kann das Geschwin-
digkeitsfeld fir die minimale Biegeenergie eindeutig bestimmt werden.
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3 Ceodesic Interpolating Splines

Diskretisierung der Energie

Weiterhin soll die Energie diskretisiert werden. In Gleichung 3.9 ist die Abhdngigkeit die-
servon einem Integral zu erkennen, welches iiber die Zeit ¢ liuft. Zu verschiedenen Zeiten
bestehen explizite Werte sowohl der g¢;, als auch der « und -y, sodass eine Zeitdiskretisie-
rung der Ordnung T fiir T + 1 Zeitpunkte angenommen werden kann.

Diese kann wie in Abbildung 3.1 zu erkennen ist, einfach iiber das Zeitintervall von
[0,1] gelegt werden und durch die Differenz und Linge der einzelnen Intervalle kann
dann aufdie Ableitung der jeweiligen Landmarken zu einer bestimmten Zeit geschlossen
werden.

0] 1 Zeit

} ' Fommmm - —

o 1 2 T-1 T diskretisierte Zeit
1/T

Abbildung 3.1: Diskretisierung der Energie fiir die Landmarken verdeutlicht; oben: Zeit-
intervall von [0, 1]; unten: diskretisierte Zeit mit T + 1 Intervallen, jeweils der Linge 1/T

Daraus folgt dann % (t) = T*(q;(t+1) —q;(t)) furt = O, ..., T und damit wiederum
lasst sich die Energie wie folgt darstellen:

T N T-1
E(o) = ; fQ Ly, () Pdtdx + ; ; T (q;(t +1) — q(t)) — v, (t, q;(t))Pdt

(3.10)

Mithilfe dieser Gleichung ist es nun méoglich anhand bestimmter gesetzter oder ge-
nerierter Landmarken ein Geschwindigkeitsfeld einer gewissen Form zu berechnen, wel-
ches die Grundlage der Transformation mithilfe der Geodesic Interpolating Splines dar-
stellt.

3.2 Berechnung des Transformationsfeldes

Das Geschwindikeitsfeld v, welches in der vorliegenden Arbeit genutzt werden soll, um
daraus die resultierende Transformation zu berechnen, soll zusitzlich wie schon zuvor
im Thin Plate Spline-Algorithmus eine lineare Komponente besitzen. Es sei also von der
Form

N
v(x,t) = QY + ) a(Of (;(t), %) (3.1)

i=1
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3 Geodesic Interpolating Splines

mit Q = ( :1(:) 1 ) € R¥™ v e R*2, ¢ € R™ und f(x,y) = (x — y)* *
log(lx — yl), wie irllV der bereits betrachten Thin Plate Spline-Methode, der Kern des Kern-
reproduzierenden Hilbertraums. Es soll hier explizit die Transformation zweidimensio-
naler Koordinaten betrachtet werden, weshalb ¢; firi = 1, ..., N jeweils zwei Kompo-
nenten besitzt. Der Algorithmus kann jedoch auch an mehrdimensionale Koordinaten
angepasst werden.
Setzt man nundie in Gleichung 3.11 beschriebene Geschwindigkeit in die Gleichung 3.12

der Energie ein, so erhilt man die letzendlich zu minimierende Funktion

N T
E(a, ) = Y Y <), a(t) > f(g (), qi(t))

k,I=1t=0

N 14 i
wAY [ 1580 - @ + mOf o), ») e G12)

Da diese abhingig von « und dessen zugrunde liegendem Parameter oy und den Tra-
jektorien ¢;(.) fiir i = 1,..., N ist, konnen nur diese Variablen Anteil daran haben, die
Biegeenergie zu minimieren, sodass deren Berechnung nun in den Vordergrund riickt.

Optimale Parameter zur Berechnung des Geschwindigkeitsfeldes

Die Minimierung der Energie in Bezug auf & und -y soll unter Annahme von festen Tra-
jektoren betrachtet werden. Nun dhnelt das Optimierungsproblem dem aus Kapitel 2.1
auf Seite 4, sodass die optimalen Werte direkt daraus geschlossen werden kénnen, wobei
Q wie oben definiert und S, (t) = S + % * [ mitS(i,j) = f(q,»(t),q]-(t)) furi,j=1,...,N
und I der NxN-Einheitsmatrix:

- d
70 =(Q"S,107Q®) QWSO (F®) firt=0,..,T-1 (.13
a(t) :SA(t)‘l(%(t) —Q(t)y) furt=0,..,T-1 (3.14)
wobei wieder: %(t) =T(q(t+1) —q(t))

Somit kann fiir jeden Zeitpunkt t eine Matrix y(t) € R*? und eine Matrix &« €
RM?2 berechnet werden, welche die fiir die letztlich wichtige Transformation benétigten
Parameter enthilt.

Weiterhin sollen die Trajektoren der Landmarken unter der Abbildung v die Ener-
gie minimieren. Dazu muss die Biegeenergie beziiglich dieser mithilfe eines passenden
Verfahrens optimiert werden. In dieser Arbeit wurde das Broyden-Fletcher—Goldfarb-
Shanno-Verfahren gewihlt, sodass der nichste zu berechnende Wert die Ableitung der
Energie aus Gleichung 3.12 ist.
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3 Ceodesic Interpolating Splines

Gradient der Energie zu einem Zeitpunkt ¢

Die partielle Ableitung der Energie nach ¢;(t) kann aus der Gleichung 3.12 direkt erschlos-
sen werden. Da in dem Paper von Vincent et. al. (Camion und Younes, 2001) fir diesen
eine fehlerhafte Gleichung angegeben war, soll er hier noch einmal explizit beschrieben
werden:

O0E
oq;(t)

N
=2) <a(),at) > Vif (1), qi(t)) — 2A(D,Zi(t) + a(t) Zy(t)
I=1

N
+) (< ay(t), Zy(t) > + < ay(t), Zi(t) >)Vf (), 4 () )
1=
1 (3.15)

Wobei:
N
Z(t) = Dug; — (at)q;(t) + b(t) + Y arf (q,(1), (1))
I=1

Mithilfe dieser Gleichungen ist es nun moglich einen Algorithmus zu entwickeln, um
das Geschwindigkeitsfeld zu berechnen, welches dann weiterhin genutzt werden kann,
um die endgiiltige Transformation zu generieren.

3.3 Implementierung

Um das Geschwindigkeitsfeld zu berechnen, miissen die Parameter & und -y und die Tra-
jektorien der Landmarken wie im vorherigen Abschnitt berechnet werden. Dabei werden
zuerst die Trajektorien der Landmarken angepasst. Hierzu wurde, wie in Abschnitt 3.2
schon bemerkt, das Broyden-Fletcher—Goldfarb-Shanno-Verfahren gewahlt. Dieses ga-
rantiert die Minimierung der gegebenen Gleichung 3.12 auf der vorherigen Seite, indem
vonden Landmarken zu einer bestimmten Zeitt € 2, ..., T anteilig die partielle Ableitung
dieser Landmarken zu der jeweiligen Zeit subtrahiert wird.

Istdie Energie dann minimal fiir die Trajektorien, so werden die fiir die spatere Trans-
formation bedeutsamen Parameter « und 7y fr allet € 1, ..., T berechnet.

Fiir die Funktionsfihigkeit des Algorithmus werden die Paramter « und -y wie in Ab-
schnitt 3.2 beschrieben intitalisiert und die Trajektorien der Landmarken als linear ange-
sehen. Darauthin wird im Wechsel beider einzelner aufgefithrter Optimierungsprozesse
die Energie bis zu einer bestimmten Toleranzgrenze minimiert, wie im folgenden Pseu-
docode verdeutlicht wird.

algorithm Geodesic Interpolating Splines
/| Dieser Algorithmus berechnet die Parameter und optimalen Trajektorien der Landmarken,
welche die Energie minimieren

while zaehler < maxZaehler do
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3 Ceodesic Interpolating Splines

// minimiere Energie mit festem & und 7y
setze s = optimale Schrittweite (LineSearch)
fort=21t0Tdo

mIBFGS
end

// minimiere Energie mit festem ¢q
fort=1to T do

berechne -y (f)

berechne « (t)
end

ifA(E) < tol then
break;
end
end

Hierbeiist es besonders wichtig, die maximale Interationsanzahl nicht zu gering zu wih-
len, da das Broyden-Fletcher—Goldfarb-Shanno-Verfahren eherlangsam konvergiert und
nur so der gewiinschte Effekt der Minimierung beziiglich der Landmarken zustande-
kommt.

Sind die optimal Parameter und Trajektoren der Landmarken so bestimmt, lassen
sichdie Pfade der Landmarken darstellen und das Geschwindigkeitsfeld mit Gleichung3.11
berechnen. Weiterhin lasst sich der gesuchte Diffeomorphismus durch das Losen einer
gewohnlichen Differentialgleichung bestimmen (vgl. Gleichung 3.5).

Die Ergebnisse werden im nichsten Kapitel dieser Arbeit aufgefiihrt, vorerst soll je-
doch der Fall, dass T = 1 gewahlt ist, genauer betrachtet werden, da aus der urspriingli-
chen Idee der Interpolation durch Geodesic Interpolating Splines bereits auf das Ergeb-
nis geschlossen werden kann.

3.4 Ergebnisse der Interpolation durch Geodesic Interpolating Splines

Die Ergebnisse der, in den vorherigen Abschnitten und Kapiteln beschriebene, Geodesic
Interpolating Spline Interpolation soll nun anhand gewahlter Landmarken des bereits
fiir die Thin Plate Spline benutzten dquidistanten Gitters und deren korrespondierenden
Partner visualisiert werden. Die Gitter sehen dabei etwas anders aus, als in vorherigen
Betrachtungen, da die zugrundeliegenden Parameter zur Erstellung des Gitters an die
Funktion getTravoFromVelocityRK4 angepasst wurden.

In dem beschriebenen Algorithmus gibt es viele Parameter, welche eine hohe Auswir-
kung auf das Ergebnis haben und teilweise miteinander korrelieren. Das Ziel an dieser
Stelle ist es einen guten Uberblick iiber das Verhalten dieser Methode zu bekommen, um
sie beziiglich ihres Nutzen einordnen zu kénnen.

Vorerst werden die Ergebnisse allgemein fiir feste Parameter, welche jeweils unter
den Abbildungen genannt sind, gezeigt. Darauthin erst werden einzelne Parameter an-
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3 Ceodesic Interpolating Splines

gepasst und deren Einfluss untersucht.

Visualisierung des berechneten Geschwindigkeitsfeldes

Durch die oben dargestellte Berechnung der Parameter lasst sich das Geschwindigkeits-
feld v eindeutig bestimmen, um daraus weiterhin das Transformationsfeld zu berech-
nen. In diesem Abschnitt soll der beschriebene Algorithmus anhand der resultierenden
Geschwindigkeitsfelder auf seine Giite untersucht werden.

Dazu wurde die Abbildung 3.2 generiert, welche fiir verschieden stark deformierte
Gitter das nach Gleichung 3.11 berechnete Geschwindigkeitsfeld zeigt. Die Beispiele sind
so angeordnet, dass die Stiarke der Deformation von links nach rechts zunimmt.

100 T T T T T 100
80 | 80 |
60 T -‘\ <t 1 60 - ¢k p 3 %
RS 7 o
20 y A I 1 207 + s
0 0
-20 - . : - - -20 t - - - :
-20 0 20 40 60 80 100 20 0 20 40 60 80 100

100

80

0
‘ZT o,

20
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Abbildung 3.2: Geschwindigkeitsfelder fiir verschieden gewihlte Landmarken (griin:
Landmarken des Referenzbildes, rot: Landmarken des Beispielbildes) , welche in der TPS-
Methode unterschiedliche Deformationen vorgerufen haben; oben links: geringe Defor-
mationen; oben rechts: durchschnittliche Deformationen ; unten: hohe Deformationen
[T =5,A=0.]]

Zu erkennen ist, dass die Trajektorien der Landmarken vorerst entlang des visuali-
sierten Geschwindigkeitsfeldes, dann aber in den meisten Fillen gebogen verlaufen. Da-
bei nimmt die Stirke der Biegung von der linken oberen zur unteren Abbildung hin zu.

Dieses Verhalten untersteicht die Korrektheit des in Kapitel 3.3 beschriebenen Algo-
rithmus, denn die Trajektorien wurden genau so angepasst, dass die Biegeenergie des
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3 Ceodesic Interpolating Splines

Transformationsfeldes minimiert wurde.

Anden Stellen, an denen die Vektorpfeile der Geschwindigkeit zusammenlaufen, trat
bei der Methode der Thin Plate Spline-Interpolation die Faltung des Gitters auf. Dieses
Verhalten ist aufgrund der Trajektorien der Landmarken nicht zu erwarten, da deren zu-
grundeliegende Transformation auch die der anderen Bildpunkte der Domain des Bei-
spielbildes sind.

Transformationsfelder der Interpolation durch Geodesic Interpolating Splines

Sind die Geschwindigkeitsfelder berechnet, lassen sich daraus die Transformationsfel-
der bestimmen, indem die gewdhnliche Differentialgleichung aus Gleichung 3.5 gelost
wird. Dazu wurde hier die Funktion getTravoFromVelocityRK4 der FAIR Toolbox genutzt.

Die Ergebnisse sind in Abbildung 3.3 zu erkennen, wobei wie im vorherigen Abschnitt
die Deformation von links nach rechts zunimmt.

Zu erkennen ist, dass die Gitter keine Faltung mehr aufweisen. Das liegt an der Ko-
struktion der Transformation als Diffeomorphismus und damit einhergehend an der Art
der Generierung der Abbildung, der Integration des Geschwindigkeitsfeldes. Daher sieht
man eine deutliche Verbesserung im Vergleich der Interpolation durch Thin-Plate-Splines.

Auf der anderen Seite erkennt man aber auch anhand der markierten Landmarken,
dass diese Methode scheinbar nicht exakt interpoliert. An dieser Stelle miissen die wei-
teren Parameter des Algorithmus in Betracht gezogen werden.

Abbildung 3.3: Transformationsfelder fiir verschieden gewahlte Landmarken, welche in
der TPS-Methode unterschiedliche Deformationen vorgerufen haben; links: geringe De-
formationen; mitte: durchschnittliche Deformationen ; rechts: hohe Deformationen (rot:
Landmarken Referenzbild; griin: transformierte Landmarken)[T = 5,A = 0.1]

Verfeinern des Zeitbereiches

Nach (Camion und Younes, 2001) liefert der Algorithmus, welcher hier aufgearbeitet wur-
de, fiir T = 2dieselben Ergebnisse, wie die Interpolation der Thin Plate Spline-Interpolation.
Dies kann hier nicht bestitigt werden, allerdings wurde hier bereits ein anderer Kern zur
Generierung der Splines genutzt, sodass die Ergebnisse natiirlich abweichen kénnen.

Dass der Parameter T jedoch einen grof3en Einfluss auf die Interpolation besitzt, soll
anhand der folgenden Tabellen 3.4 und 3.4 verdeutlicht werden.
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3 Geodesic Interpolating Splines

Fur die verschieden stark deformierten Gitter wurde das geschriebene Programm
zur Thin Plate Spline-Interpolation ausgefithrt und des Weiteren noch der Algorithmus
zur Berechnung der Geodesic Interpolating Splines, sowohl fur T = 3, T = 5, T = 7
und T = 10. Dabei wurde in jedem Vorgang die Summe der Norm der Interpolationsfeh-
ler(Target Registration Error) der einzelnen transformierten und invers transformierten
Landmarken berechnet.

GIS
TPS |T=3 T= T = T =10
Schwache Deformationen 1.409 | 25.155 13.89 9.073 5.7154
Durschnittliche Deformationen | 2.918 | 21.976 9.057 6.191  5.475
Starke Deformationen 3.078 | 24.233 13.348 9.309 7.747

Tabelle 3.4: Interpolationsfehler(Target Registration Error) der transformierten Land-
marken fiir die verschiedenen Methoden und verschiedene Wahl des Parameter T fiir ver-
schieden starke Deformationen; Gering: Geringe Deformation, Durchschn.:Durschnitt-
liche Deformation, Hoch: Hohe Deformation[A = 0.1]

GIS
TPS T=3 T=5 T=7 T=10
Schwache Deformationen 3.093 | 19.134 10.871 7.225 4.8131
Durchschnittliche Deformationen | 19.226 | 24.365 12.287 8.366 6.652
Starke Deformationen 62.981 | 35.542 22.678 17.723 15.131

Tabelle 3.5: Interpolationsfehler(Target Registration Error) der invers transformierten
Landmarken fiir die verschiedenen Methoden und verschiedene Wahl des Parameter T
fiir verschieden starke Deformationen; Gering: Geringe Deformation, Durchschn.:Dur-
schnittliche Deformation, Hoch: Hohe Deformation[A = 0.1]

Mit Erhohung der Anzahl der betrachteten Zeitpunkte in dem Intervall [0, 1] steigt
auch die Genauigkeit der Interpolation der Landmarken. Das bedeutet, dass fiir genii-
gend grofies T die Landmarken nahezu exakt interpoliert werden konnen.

Warum dies in dieser Arbeit nicht gezeigt werden konnte die Abbildung 3.6

Diese beinhaltet den Verlauf der Biegeenergie fiir die Interpolation durch Geodesic-
Interpolating-Splines. Wie erwartet ist der Graph monoton fallend, da das Ziel der Be-
rechnungen aus 3.2 die Minimierung dieser war. Es ist jedoch auch zu erkennen, dass
die Geschwindigkeit, in der die Energie konvergiert sehr gering ist. Das bedeutet fiir die
Anwendung des Algorithmus, dass fiir dessen Ausfithrung eine lange Zeit benétigt wird.

Die unterschiedlichen Kurven zeigen dieses Verhalten fiir verschiedene T. Dabei ist
deutlich zu erkennen, dass unabhingig von der Anzahl der gewéhlten Zeitschritte im In-
tervall [0,1] die Energie selbst nach dem 500. Iterationsschritt noch weiter sinkt. Wei-
terhin ist es sogar so, dass mit grofier gewdhltem T mehr Iterationen benétigt werden,
um dieselbe Veranderung der Energie zu beobachten, als wenn man weniger Zeitpunkte
betrachten wiirde.
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Abbildung 3.6: Energieverlauf der Geodesic-Interpolating-Splines fiir verschiedene T;
links: T = 3; mitte: T = 5;rechts: T =7

Dabei ist zu erwdhnen, dass die anfingliche Biegeenergie, welche durch die Berech-
nung durch t Zeitpunkte zustandekommt, immer hoher ist, als die, welche nur durch t —1
Zeitpunkte berechnet wurde, sodass die Abbildungen in Relation zueinander betrachtet
werden miissen.

Einfluss der Anzahl der Iterationen
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Abbildung 3.7: oben:Transformationsfeld mit starken Deformationen; unten: Trajekto-
ren fiir veschiedene maximale Iterationsanzahlen maxIter; links: maxIter = 10, mitte:
maxlter = 100; rechts:maxIter = 1000 (rot: Landmarken Referenzbild; griin: transfor-
mierte Landmarken; magenta: Landmarken Beispielbild)[T = 5,1 = 0.1]

Die Ergebnisse aus Abbildung 3.6 fithren zu der weiteren Uberlegung die Anzahl der
[terationen zu erhohen, um so eine weitere Minimierung der Biegeenergie und damit
einhergehend eine Konvergenz und eine genauere Interpolation der Stiitzstellen zu er-
halten.

—24—



3 Geodesic Interpolating Splines

Dieswurde fiir ein neu gewahltes stark deformiertes Gitter in Abbildung 3.7 fiir T = 5
dargestellt.

Die Transformationsfelder verindern sich nicht deutlich. Das liegt daran dass die
Trajektoren ebenfalls kaum eine Verinderung aufweisen.

Das Ziel der Erhohung der Iterationsanzahl, war, dass die Trajektoren sich stark dn-
dern und somit die Energie beeinflussen. Fiir die gewihlten maxIter lisst sich dieser Ef-
fekt kaum erkennen. Das lasst darauf schliefSen, dass eine noch hohere Anzahl Iteratio-
nen ausgefithrt werden muss, um einen relevanten Effekt in der Verinderung des Ge-
schwindigkeitsfeldes und damit einhergehend des Transformationsfeldes zu erhalten.

Dajedoch schon mit Abbildung 3.6 das sehr langsame Zeitverhalten dieses Algorith-
mus gezeigt wurde, ist es fraglich, ob die alleinige Betrachtung der maximalen Iterati-
onszahl diese Methode mitunter unpraktikabel macht. Beispielsweise benotigte eine Be-
rechnung der Parameter und Trajektorien mit T = 10 fiir 1000 Iterationen eine Zeit von
1981.3 Sekunden, also 33.02 Minuten.

Anpassen des Parameters A

Wie bereits fiir die Thin Plate Spline-Interpolation betrachtet, hat des Weiteren der Pa-
rameter A einen grofden Einfluss auf das Verhalten der Berechnungen. Die Glattheit der
Transformation wird unter Hinnahme der Verschlechterung der exakten Interpolation
besser, je kleiner A gewihlt wird.

In Abbildung 3.7 sind, fiir das Gitter mit starken Deformationen, jeweils das Trans-
formationsfeld und die Trajektorien dargestellt. Es ist zu erkennen, dass fiir das Gitter
mit geringerem A nahezu das Identititsgitter zu erkennen ist. Mit Zunahme der Para-
meters fingt das Gitter an sich zu biegen, nicht aber sich zu falten.

Fir den Fall, dass A = 107® erkennt man einen grof3en Interpolationsfehler zwi-
schen transformierten und gewiinschten Landmarken. Dies war zu erwarten, da hier der
Schwerpunkt auf die Glattheit der Transformation gelegt wurde.

Jedoch erkennt man auch, dass trotz der starken Gewichtung fiir die exakte Inter-
polation, wenn A = 10° gewihlt wurde, die Abstinde zwischen den Landmarken nicht
verschwinden. Es ist sogar deutlich zu erkennen, dass fiir A = 10! ein geringerer Inter-
polationsfehler auftritt.

Der Grund hierfiir ist der Einfluss der anderen zu wihlenden Parameter.

Die Wahl des Parameter A beeinflusst auch immer die Parameter der Funktion mIBFGS
und die Toleranzgrenze, an welcher die Minimierung der Energie als abgeschlossen an-
gesehen werden kann. Wihlt man A sehr grof3, um der exakten Interpolation mehr Ge-
wichtung zuzusprechen, dann ist auch die letztlich resultierende Energie und die Ablei-
tung der Energie sehr grof3. Daher ist auch mit relativer Berechnung der Energiediffe-
renz zweier Iterationen die Toleranzgrenze sehr schnell iiberschritten und die weitere
Minimierung bricht vorschnell ab.

Dasselbe Problem spielt auch bei der Wahl eines sehr geringen A eine Rolle. Dort ver-
hilt es sich jedoch so, dass je nach Art der Toleranzgrenze das Gitter so sehr minimiert
wird, dass es verschwindent klein wird, da der Algorithmus nicht vorher abbricht.

Dies liegt an der Tatsache, dass das A stark an der Relation der Biegeenergie beteiligt
ist. Bei der Betrachtung der relativen Differenz der Energie erhilt man beispielsweise fiir
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Abbildung 3.8: oben: Transformationsfelder fiir starke Deformationen; unten: Trajekto-
rien , generiert mit dem Algorithmus der Geodesic-Interpolating-Splines, fiir verschie-
dene A; links: A = 107%; mitte: A = 10%; rechts: A = 10° (rot: Landmarken Referenzbild;
griin: invers transformierte Landmarken, magenta: Landmarken Beispielbild)[T=5]

A =10° und A = 107® einen Wert von jeweils AE = 3.6836 * 10~¢, obwohl die Anzahl der
[teration fiir A = 10° nur zwei betrug und die fiir A = 1078 soga 1000.

Wie im vorherigen Abschnitt beschrieben, kann das Durchlaufen weniger Iteratio-
nen die Trajektoren der Landmarken so beeinflussen, dass das resultierende Transfor-
mationsgitter mehr oder weniger von diesen mitbestimmt wird.

Daher ist es wichtig, beim Verdndern des Parameter A auf die Anzahl der berechne-
ten Iterationen zu achten und die Toleranzgrenzen, sowohl der Iteration allgemein, aber
auch des gewahlten Minimierungsverfahrens fiir die Energie beziiglich der Trajektoren,
dementsprechend anzupassen.

Zusammenfassend kann die Berechnung der Geodesic-Spline-Interpolation mit gut
gewihlten Parametern gute Ergebnisse hervorbringen. Dabei ist es wichtig, das Verhal-
ten des Algorithmus abhingig von Anderungen einzelner Parameter zu kennen, da die
Parameter miteinander korrelieren und somit die beste Wahl aller Parameter im EIn-
klang miteinander gefunden werden muss.

3.5 Vergleich mitder Thin Plate Spline-Interpolation

Abschlief3end sollen die Ergebnisse im Vergleich zur Thin Plate Spline-Interpolation in
den Abbildungen 3.9, 3.10 und 3.11 gezeigt werden. Dabei wurden sowohl die resultieren-
den Transformationsfelder, als auch die Pfade der Landmarken in die jeweiligen Grafiken
mit aufgenommen.
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Abbildung 3.9: Beispieltransformation eines Gitters mit geringen Deformationen; oben
links: Landmarken des dquidistanten Gitters und korrespondierende Landmarken; oben
rechts: berechnete optimale Landmarken mithilfe des Geodesic-Interpolating-Splines;
unten links: erhaltene Transformation durch Thin-Plate-Splines; unten rechts: berech-
neter Diffeomorphismus durch Geodesic Interpolating Splines(rot: Landmarken Refe-
renzbild; griin: invers transformierte Landmarken, magenta: Landmarken Beispielbild)
A =01T=5]

Fir die Thin Plate Spline-Methode existieren nur zwei Zeitpunkte, weshalb dort eine
direkte lineare Interpolation der Landmarken des Referenzbildes und des Beispielbildes
als Pfad angesehen werden kann. Verfeinert man diese nun indem man T > 1 wahlt,
kann bei den bereits genannten Beispielen, welche starke Deformationen aufweisen, die
Biegung der Trajektoren erkannt werden.

Gitter mit geringen Deformationen

Bei der Wahl der Landmarken wie in Abbildung 3.9 ist bereits mit dem Thin Plate Spline-
Verfahren nur eine geringe Biegung des Transformationsgitters zu erkennen. Daraus
kann geschlossen werden, dass die Biegeenergie durch die Verfeinerung aufgrund der
Wahl verschiedener Zeitpunkte t kaum verbessert werden kann.

Derselbe Schluss kann auch aus der Grafik entnommen werden, welche die Trajekto-
rien der jeweiligen Landmarken zeigt. Diese sind fiir die Geodesic-Interpolating-Splines
nur minimal gebogen.

Dass die minimale Biegung des Gitters durch Anwendung der Geodesic-Interpolating-
Splines dennoch verschwindet und ein glattes Gitter hervorruft, liegt an der Art der Ge-

—27—



3 Ceodesic Interpolating Splines

nerierung der Transformation, der Integration des Geschwindigkeitsfeldes.
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Abbildung 3.10: Beispieltransformation eines Gitters mit durchschnittlichen Defor-
mationen; oben links: Landmarken des idquidistanten Gitters und korrespondieren-
de Landmarken; oben rechts: berechnete optimale Landmarken mithilfe des Geodesic-
Interpolating-Splines; unten links: erhaltene Transformation durch Thin-Plate-Splines;
unten rechts: berechneter Diffeomorphismus durch Geodesic Interpolating Splines (rot:
Landmarken Referenzbild; griin: invers transformierte Landmarken, magenta: Land-
marken Beispielbild) [A = 0.1, T = 5]

Gitter mit durchschnittlichen Deformationen

Im Falle der durschnittlichen Deformation des Gitters in Abbildung 3.10 ist im Gegen-
satz zur Thin Plate Spline-Interpolation bereits eine deutliche Verbesserung der Faltung
diese Gitters zu erkennen. Die Geodesic-Interpolating-Splines generieren hier eine dif-
feomorphe Abbildung, welche eben diese Faltung nicht zuldsst.

Ebenfalls ist zu erkennen, dass in dieser Abbildung die Trajektoren der Landmarken
der Interpolation durch Geodesic-Interpolating-Splines bereits leicht gebogen sind, was
die Minimierung der Energie beziiglich der Trajektoren der Landmarken unterstreicht.

Es sind jedoch trotzdem leichte Abweichungen in der Interpolation der Landmarken
fiir die Methode der Geodesic-Interpolating-Splines zu erkennen. Diese sind zuriickzu-
fithren auf die bereits genannten Probleme der Parameterwahl in Kapitel 3.4.
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Abbildung 3.11: Beispieltransformation eines Gitters mit hohen Deformationen; oben
links: Landmarken des dquidistanten Gitters und korrespondierende Landmarken; oben
rechts: berechnete optimale Landmarken mithilfe des Geodesic-Interpolating-Splines;
unten links: erhaltene Transformation durch Thin-Plate-Splines; unten rechts: berech-
neter Diffeomorphismus durch Geodesic Interpolating Splines(rot: Landmarken Refe-
renzbild; griin: invers transformierte Landmarken, magenta: Landmarken Beispielbild)
A =0.1,T = 10]

Gitter mit hohen Deformationen

Bei der Wahl der Landmarken, welche im Thin Plate Spline-Algorithmus eine starke Fal-
tung des Gitters hervorrufen, ist der grofite Effekt zu erkennen. In Abbildung 3.11 ist
eine deutliche Verbesserung des Gitters beziiglich der Faltung fiir die Methode durch
Geodesic-Interpolating-Splines zu erkennen.

Die Trajektoren der Landmarken sind hier auch gebogen, allerdings lisst die doch
relativ starke Abweichung der transformierten Landmarken zu denen aus dem Referenz-
bild daraufschliefien, dass mit einer lingeren Betrachtung der Minimierung der Energie
bessere Ergebnisse und damit noch stirker gebogene Trajektoren zu erwarten sind.

—29—



Schlussfolgerung und Ausblick

Die beiden Methoden der Spline-Interpolation, welche in dieser Arbeit prisentiert wur-
den, sind jeweils Verfahren, welche in dem medizinischen Bereich der Bildregistrierung
gute Ergebnisse hervorbringen kénnen. Dariiber hinaus, kann die Implementation mit-
hilfe geodatischer Splines genutzt werden, um diffeomorphe Transformationen zu gene-
rieren, wenn der Thin-Plate-Ansatz nicht ausreicht, um sinnvolle Ergebnisse zu liefern.

Die Thin Plate Spline-Interpolation lisst sich abhingig von dem Parameter A an die
gegebene Problemstellung anpassen. Somit konnen die Resultate mit Riicksicht auf die
Verschlechterung der exakten Interpolation verbessert werden. Es besteht die Moglich-
keit, dass eine fiir den Algorithmus unpassende Wahl der Landmarken zur Faltung des
Gitters des Transformationsfeldes fithrt und damit der Inhalt des transformierten Bildes
nicht sinnvoll wieder gegeben wird.

Die Interpolation mit Geodesic Interpolating Splines dagegen resultiert in ein bes-
seres Ergebnis der Glattheit des Transformationsfeldes, da hier das Zeitfenster der Be-
trachtung priziser betrachtet wird. Im Grunde werden die Bilder durch diesen Algorith-
mus daher gut transformiert.

Es konnen jedoch aufgrund der Einflisse verschiedenster betrachteter Parameter
und deren Korreliertheit untereinander, relativ grofde Interpolationsfehler der Landmar-
ken auftreteten. Daher ist es wichtig, dass die Bedeutung der Parameter fiir die Berech-
nung des Geschwindigkeitsfeldes und der optimalen Trajektoren bekannt ist, denn es
kann notwendig sein, die Parameter abhingig voneinander anzupassen.

Allerdings ist die Berechnung von exakt interpolierten Landmarken mithilfe des hier
vorgestellten Algorithmus sehr zeitintensiv. Obwohl bereits ein schnellerer Algorithmus
zum Minimieren der Energie beziiglich der Trajektorien genutzt wurde, als in dem ur-
spriinglichen Paper von (Camion und Younes, 2001) angenommen, konvergiert der Algo-
rithmus immer noch sehrlangsam, sodass dieses Verfahren in der Praxis moglicherweise
keinen Nutzen findet.

Um die Geschwindigkeit des Algorithmus zu erhohen wire es weiterhin moglich,
die Wahl des Minimierungsverfahrens zu iiberdenken. Als Alternative konnte das Gauf3-
Newton-Verfahren in Betracht gezogen werden. Vorerst miisste jedoch die Kompatibi-
litat dieses Verfahrens mit dem hier prasentierten Algorithmus untersucht werden und
dieser daraufhin daran angepasst werden.

Insgesamt stellt die Interpolation durch Geodesic Interpolating Splines jedoch eine
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4 Schlussfolgerung und Ausblick

gute Methode dar, um diffeomorphe Abbildung auf Grundlage der Interpolation von kor-
respondierenden Landmarken zu generieren, auch wenn dabei bedacht werden muss,
dass exakte Ergebnisse der Interpolation auch einen hohen Zeitaufwand besitzen.
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