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Kurztassung

Die Bewegungskorrektur fiir kontrastmittelbasierte MRT Daten ist eine Her-
ausforderung in der Bildregistrierung [13]. In dieser Arbeit wird ein moglicher
Registrierungsansatz von Hamy u. a. [13| implementiert und mit Zeitreihen-
aufnahmen der menschlichen Niere getestet. Der Algorithmus liefert dhnliche
Ergebnisse zum globalen Ansatz und bessere als der sequentielle Ansatz von
Brehmer u. a. [3]. Dariiber hinaus wird der Ansatz auf einem kiinstlich erzeug-
ten Datensatz getestet, um die Tauglichkeit zu iiberpriifen. In einem ersten
Schritt wird eine robuste Hauptkomponentenanalyse durchgefiihrt, welche ei-
ne gegebene Zeitreihe von Bildern in eine Matrix mit geringem Rang und
eine diinn besetzte Matrix zerlegt. Dies ermoglicht die Bewegungskomponen-
ten von den Intensitdtsschwankungen zu trennen. Im zweiten Schritt wird
die Bewegungskomponente unabhingig von dem Kontrastmittel registriert.
In dieser Arbeit wird eine Einfiihrung in die Bildregistrierung gegeben und
das Registrierungsmodell beschrieben. Des Weiteren wird eine mogliche Er-
weiterung auf 3D beschrieben und zukiinftige Aufgaben diskutiert.

Abstract

Motion correction for contrast enhanced MRI data is a challenge in image
registration [13] . In the course of this work , a possible approach of Hamy
et al. [13] was implemented and tested with time lapse images of the human
kidney. The algorithm provides similar results to the global approach and
better than the sequential approach from Brehmer et al. |3]. In addition,
the implementation was tested on an artificially generated dataset to verify
its suitability. In Hamy’s approach, a robust principal component analysis is
performed in a first step, which decomposes a given time series of images into
a low rank matrix and a sparse matrix. This makes it possible to separate
the motion components from the intensity fluctuations. In the second step,
the motion component is registered independently of the contrast medium.
In this thesis, an introduction to image registration is given first and then
the registration model is described. Furthermore, a possible extension to 3D
is described and tasks for future work are discussed.
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Einleitung

Diese Arbeit beschiftigt sich mit der Bildregistrierung von medizinischen
Bilddaten. Genauer werden Bilder aus einem dynamischen- kontrastmittelba-
sierten MRT verwendet. In der Bildregistrierung ist es das Ziel Bilder durch
Deformationen moglichst dhnlich zu bekommen. Dabei konnen ganz unter-
schiedliche Ansitze verwendet werden. Allgemein lassen sich diese in zwei
Arten unterscheiden. Zum einen die merkmalsbasierten Ansétze: Bei dieser
Art der Herangehensweise erfolgt die Registrierung allein {iber merkmals-
pezifische Punkte, welche Landmarken genannt werden. Zum Anderen die
intensitidtsbasierten Ansitze: Bei diesen Ansétzen wird ein Distanzmalfs zur
Bestimmung der Ahnlichkeit definiert. Dieses operiert auf den Grauwerten
der Bilder operiert und soll in der Regel minimiert werden. Da es sich hierbei
um ein schlecht gestelltes Problem handelt, muss ein Regularisierer eingefiigt
werden, der die Plausibilitit der Deformation beeinflusst.

In dieser Arbeit wird der von Hamy u. a. [13] eingefiihrte Ansatz vorgestellt
und auf Daten der Niere und einem kiinstlich erzeugeten Datensatz ange-
wendet. Ziel dieses Ansatzes ist eine Bewegungskorrektur einer Zeitreihe von
Bildern durchzufiihren. Dazu werden die Bilder vor der Registrierung in zwei
Anteile zerlegt. Fiir die Daten der menschlichen Niere soll der eine Anteil
einen geringen Rang haben und hauptsidchlich die Bewegungskomponenten
enthalten. Der zweite Anteil soll wiederum die, vom Kontrastmittel hervorge-
rufenen, starken Unterschiede in den Intensititen enthalten. Da diese Tren-
nung in der Realitdt nicht exakt ist, wird iiber Zerlegung und Registrierung
iteriert. Die aus diesem Ansatz erhaltenen Ergebnisse werden anschliefend
mit Ergebnissen aus Brehmer u. a. [3| verglichen und beurteilt.



1 Einleitung

1.1 Motivation

Die Bildregistrierung ist ein wichtiges Gebiet der Bildverarbeitung und findet
in vielen Bereichen, wie Astronomie, Kunst, Biologie, Chemie und Medizin
seine Anwendung [18|. In der Medizin sind die Bilder wegen verschiedenster
Einfliisse, wie Herzschlag, Atmung, unterschiedliche Ausrichtung des Patien-
ten etc. nicht immer direkt vergleichbar. So spielt die Bildregistrierung bei der
Analyse solcher Daten unter anderem in der Tumorerkennung, OP-Planung
oder beim Beobachten eines Krankheitsverlaufes eine immer grofer werdende
Rolle [2].

In der quantitativen Magnetresonanztomographie werden auf einer Zeitreihe
von Bildern basierend quantitative Bildmerkmale bestimmt, welche die Gewe-
beeigenschaften charakterisieren. Wichtig dabei ist, dass die Bilder raumlich
ausgerichtet sind, um eine zuverldssige Berechnung gewéhrleisten zu kénnen
[10]. Auch hier kann die Bildregistrierung helfen.

Ein iiblicher Ansatz ist die paarweise Registrierung per Mutual Information,
da die Aufnahmen héufig mit einem Kontrastmittel durchgefiihrt werden und
so hohe Unterschiede in den Intensitdten auftreten konnen [10|. Dabei wird
immer ein bewegtes Bild auf ein festes Referenzbild ausgerichtet. Sind mehr
als zwei Bilder gegeben, ist die Frage wie das Referenzbild gewéhlt wird. In
der Literatur sind dafiir verschiedene Lésungen zu finden. Bei einigen An-
satzen wie z.B. dem von Seghers u. a. [22] wird eine paarweise Registrierung
aller moglichen Bildpaare und die erhaltenen Transformationen miteinander
kombiniert. Andere wie Guyader u.a. [10] oder Brehmer u.a. [3| versuchen
eine gruppenweise durchzufiihren, bei denen mehrere Bilder gleichzeitig regi-
striert werden konnen.

In dieser Arbeit wird der Ansatz von Hamy u.a. [13] vorgestellt, implemen-
tiert und mit den Ansétzen aus Brehmer u. a. 3| verglichen. Zusétzlich werden
Tests auf einem kiinstlich erzeugten Datensatz durchgefiihrt. Dieser Ansatz
ist eher mit dem Ansatz von Seghers u.a. [22] zu vergleichen. Es wird je-
doch eine robuste Hauptkomponentenanalyse als Vorverarbeitung durchge-
fiihrt. Dadurch soll die Bewegungskomponente vom Kontrastmittel basierten
Teil zu trennen.



1.2 Aufbau der Arbeit

Zeitpunkt 6 Zeitpunkt 20 Zeitpunkt 40

Abbildung 1.1. Drei reprisentative 2D Bilder des 4D Datensatzes der linken
menschlichen Niere. Der Datensatz hat die Grofe 146 x 82 x
52 x 49 und die abgebildeten Schichten die Grofe 146 x 82

In Abbildung[L.1]sind beispielhaft drei Bilder einer Zeitreihe von kontrastmit-
telbasierten Daten der linken menschlichen Niere zu sehen, bei denen Hamys
Algorithmus angewendet werden konnte. Es fillt auf, dass sich die Niere und
umliegende Strukturen iiber die Zeit auf und ab bewegt. Des weiteren ist
erkennbar, dass das Kontrastmittel zum Zeitpunkt 6 komplett in die Niere
verteilt ist, wahrend es zum Zeitpunkt 20 die Niere bereits verlassen hat.
Aufgabe eines Ansatzes zur Bewegungskorrektur ist es nun, die Bewegun-
gen des Gewebes zu registrieren, wihrend die Dynamik, d.h. der Fluss des
Kontrastmittels erhalten bleibt.

1.2 Aufbau der Arbeit

In Abschnitt 2] werden Grundlagen Bildregistrierung, Optimierung und zur
robusten Hauptkomponentenanalyse gegeben. Diese sind fiir das spétere Ver-
stdndnis des in dieser Arbeit verwendeten Modells nétig. Dann werden in
Abschnitt [3| das Modell und die verwendeten Methoden vorgestellt, bevor in
Abschnitt [] die Ergebnisse der numerischen Experimente présentiert werden.
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Abschliefend werden in Abschnitt 5] die Ergebnisse zusammengefasst und
diskutiert, sowie ein Ausblick fiir spitere Arbeiten gegeben.
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Mathematische Grundlagen

In diesem Kapitel werden die fiir das Modell von Hamy u.a. [13] notigen
mathematischen Grundlagen vorgestellt. Dazu werden die Daten vor der Re-
gistrierung in zwei Komponenten zerlegt. In der einen Komponente soll das
Kontrastmittel und in der anderen die iibrig gebliebenen Informationen ent-
halten sein. Dies geschieht iiber eine robuste Variante der Hauptkomponen-
tenanalyse.

Fiir ein besseres Verstindnis des in dieser Arbeit verwendeten Modells, wird
in diesem Kapitel zun#chst ein kurzer Einblick in die Grundlagen der nicht
parametrischen Bildregistrierung [17, |18] und der mathematischen Optimie-
rung [20] gegeben. Dazu werden Bilder im mathematischen Sinne definiert
und erklédrt wie mit ihnen gearbeitet werden kann. Des Weiteren werden Bei-
spiele fiir Distanzmale und Regularisierer gegeben. Anschliefend wird die
robuste Variante der Hauptkomponentenanalyse [5] eingefiihrt.

2.1 Grundlagen der Bildregistrierung

Die Bildregistrierung ist eine sehr anspruchsvolle Aufgabe in der Bildverar-
beitung. In diesem Abschnitt wird eine Einfiihrung in die Grundlagen der
nicht-parametrischen Bildregistrierung und die in dieser Arbeit verwendeten
Methoden gegeben. Falls nicht anders erwahnt, wird sich in den folgenden Ab-
schnitten auf Modersitzki [18] und Modersitzki [17] bezogen. Auch fiir eine
allgemeine Einfiihrung in in die Registrierung wird auf diese Werke verwiesen.



2 Mathematische Grundlagen

Bei klassischen Problemen der Bildregistrierung sind ein Templatebild 7" und
ein Referenzbild R gegeben. Diese kénnen z.B. aus unterschiedlichen Per-
spektiven, zu unterschiedlichen Zeitpunkten, mit anderen Modalitdten oder
von anderen Individuen erzeugt worden sein. Dabei kénnen in der Theorie
d-dimensionale Bilder als stetige Funktionen aufgefasst werden und sind wie
folgt definiert.

Definition 2.1 (d-dimensionales Bild).
Sei d € N. Eine Abbildung 7" : R — R heift d-dimensionales Bild, wenn

1. T einen kompakten Tréger hat,

2. 0 < T(z) < oo fiir alle z € RY,

3. Jpa T(2)Fdz < oo endlich fiir alle k > 0.

Ziel der Bildregistrierung ist es, fiir das Templatebild T" eine Transformation
y : R? — R? zu finden, so dass die beiden Bilder méglichst #hnlich sind, d.h.
R ~ T(y(z)). Dabei kann die Transformation y in einen Identititsteil und
einen Deformationsteil u mit v : R? — R d.h.

y(@) = © — u(x) (2.1)

aufgeteilt werden. Diese Aufteilung wird in Abschnitt eine Rolle spielen.
Ein moglicher Ansatz ein solches Problem zu losen ist es, ein Distanzmafl D
zwischen den zu registrierenden Bildern 7" und R zu definieren und dieses
beziiglich der Deformation u zu minimieren:

DIR,T;u] := D[R, T(z — u(x))] = min.

Dabei ist es notwendig, dass das Distanzmafs sein Minimum annimmt, wenn
sich die Bilder am dhnlichsten sind. Dieser intuitive Weg hat jedoch einige
Nachteile und ist dadurch nach Hadamard [12] ein schlecht gestelltes Problem.
Zum Einen konnen kleine Anderung der Eingabe zu einer groken Anderung
der Ausgabe fiihren kénnen, zum anderen kann die Losung nicht eindeutig
sein, da das Problem nicht konvex ist. Auferdem kann die Transformation
sogar nichtstetig sein.



2.1 Grundlagen der Bildregistrierung

Definition 2.2 (Korrektgestelltheit Hadamard [12]).

Ein mathematisches Problem heifst korrekt gestellt, wenn

e cine Losung existiert
e die Losung eindeutig ist

e die Losung stetig von der Eingabe abhingt

Nicht korrekt gestellte Probleme heifsen schlecht gestellte Probleme

Aus diesem Grund ist es notig einen zuséitzlichen Term, den Regularisierer S,
hinzuzufiigen. Dieser ermdoglicht es bestimmte Transformationen zu bevorzu-
gen und nicht stetige auszuschliefien.

Aus einer Linearkombination von Distanzmafs und Regularisierer ldsst sich
ein Zielfunktional J : R? — R aufstellen welches optimiert wird, um das
Registrierungsproblem zu losen.

Definition 2.3 (Variationeller Ansatz der Bildregistrierung).
Seien T, R : R? — R Bilder, y : R? — R? eine unbekannte Transformation
und d € N. Dann wird

J(y) = D[T(y), R] + aS[y] % min (2.2)

Registrierungsproblem genannt. Dabei bezeichne D das Distanzmaf, S

den Regularisierer und o € R, den Regularisierungsparameter

In dieser Arbeit wird mit der FAIR-Toolbox [17] gearbeitet. Diese verwendet
einen ,Discretize-then-Optimize,, Ansatz, um das Registrierungsproblem zu
16sen. Dies bedeutet, dass das Registrierungsproblem zunéchst diskretisiert
wird, bevor die Optimierungsprobleme mittels newtonbasierter Verfahren ge-
16st werden. Warum eine Diskretisierung ndotig ist, wie das Registrierungs-
problem gelost werden kann, wie die Ahnlichkeit von Bildern gemessen
werden kann und wie die Regularisierung funktioniert, wird in den folgenden
Abschnitten erklart.



2 Mathematische Grundlagen

Diskretisierung

In der Theorie konnen Bilder als stetige Funktionen aufgefasst werden. Dies
ist jedoch in der Praxis, unter anderem auf Grund von begrenzter Speicherka-
pazitit, nicht moglich, so dass die Bilder in der Regel, durch eine Abtastung,
diskretisiert vorliegen. Dabei wird jedem Wert ein bestimmter Punkt auf ei-
nem Gitter zugeordnet. Das Gitter wird auf einem d-dimensionalen Bildge-
biet Q = (w!, w?) x -+ x (W21 wW?) definiert. Das Standardgitter der Grofe
m = (m},...,m?) ist das zellzentrierte Gitter welches auch in dieser

Arbeit verwendet wird.

Definition 2.4 (Zellzentriertes Gitter).
Sei Q = (W, w?) x - -+ x (W1 W) ein Bildgebiet und m = [m*, m?] die
Bildgréfe. Dann wird durch h = [h!, ... h9] mit

2 _ 21
i wr—w
= mt

die Gitterweite definiert. Ferner seien fiir j = [j1,..., 79 die Zellmittel-

punkte durch

g€ =wil 4 (j—05)hr mite=[¢,..., & ]eR™
definiert. Dann ist das zellzentrierte Gitter durch

T; = (6;1,...,65{1) mitj’ = 1,...,m’ und: =1,...,d

definiert.

Neben dem zellzentrierten Gitter sind in der Literatur unter anderem auch
das nodale oder das gestaffelte Gitter zu finden. Bei diesen Varianten wird
nicht iiber die Zellmittelpunkte sondern iiber die Kanten bzw. Eckpunkte in-
terpoliert.

Fiir die praktische Anwendung ist es wichtig in welcher Reihenfolge die Punk-
te im Vektor z; gespeichert werden. In dieser Arbeit (siche wurde die
lexikographische Anordnung genutzt. Der Ablauf hierfiir ist in Abbildung [2.1]
erklart.



2.1 Grundlagen der Bildregistrierung
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Abbildung 2.1. Die Punkte reprisentieren ein zellzentriertes Gitter und die
Pfeile veranschaulichen die Reihenfolge, in der die Punkte im
Vektor z; bei einer lexikographischen Anordnung gespeichert
werden.

Interpolation

Wie im vorherigen Abschnitt erwéhnt ist das Referenzbild R lediglich auf ei-
nem Gitter gegeben. Um das transformierte Templatebild 7T'(y) am transfor-
mierten Gitter auswerten zu kénnen, ist eine Interpolation nétig. Dazu wird
eine Funktion 7 mit 7 (z;) = T(x;) := T; gesucht, welche im Hinblick auf
die spatere Optimierung stetig und differenzierbar sein sollte. Im Folgenden
werden verschiedene Ansdtze der Interpolation fiir den 1D-Fall vorgestellt.
Mit Hilfe des Kronecker Produktes konnen diese jedoch leicht in hohere Di-
mensionen iiberfiihrt werden.

Definition 2.5 (Kronecker Produkt).
Seien zwei Matrizen A € R™ " und B € RPY gegeben. Dann ist das
Kronecker Produkt von A und B durch

CLLlB 500 CLLnB
A®B: EIRmpan

am1B ... am.B

definiert.
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Nachste Nachbar Interpolation

Der einfachste Ansatz ist die Néchste-Nachbar-Interpolation. Dabei werden
Punkte aufserhalb des Bildgebietes auf 0 und Punkte innerhalb auf den Wert
gesetzt zu dessen Zelle sie gehoren.

Mathematisch lisst sich dies durch 7V : R — R mit

TNN(x)—{Ti fallsxe%gx—xigg

0 sonst

beschreiben. Die resultierende Interpolationsfunktion ist nicht stetig, an den
Zellrandern nicht differenzierbar und die Ableitung innerhalb der Zellen ist
stets 0. Diese Eigenschaften kénnen wihrend der spéter eingefiihrten Opti-
mierung fithren. Aus diesem Grund wird diese Art der Interpolation in dieser
Arbeit nicht genutzt.

Lineare Interpolation

Eine weitere Methode ist die Lineare Interpolation. Diese ist durch 7" :
R — R mit

firé =
0 sonst h

(g = {(1 — Ty + €Ty falls 2, < 2 < 24 T —

definiert. Auch dieser Ansatz ist einfach zu implementieren und ist im Ge-
gensatz zur Nachsten Nachbar Interpolation stetig. An den Gitterpunkten
entstehen jedoch auch durch lineare Interpolation im Allgemeinen Stellen an
denen nicht differenziert werden kann, weshalb in dieser Arbeit auch dieser
Ansatz nicht verwendet wird.

10



2.1 Grundlagen der Bildregistrierung

Spline Interpolation

Im Sinne der eingangs erwdhnten Bedingungen an 7T liefert die Spline Inter-
polation die besten Ergebnisse. Ziel ist es eine Funktion 7°7"¢ : R — R zu
finden, welche die Daten interpoliert und die Biegeenergie

ST = [ (@ (@)do
Q

minimiert. Die Losung des Minimierungsproblems

S[T] = min u.d.N T(z;) =1 j=1,....m
ist ein kubischer Spline, welcher durch eine Linearkombination von Koeffizi-
enten c¢; und Basisfunktionen b; dargestellt werden kann. Durch Translatio-
nen eines sogenannten Muttersplines by konnen die b; berechnet werden. Fiir
((x+2)3, —2<zr<l1
—r3 = 2(xT1)P +6(r+1), —1<x<0
bo(x) =< 2®+2(x—1)3—6(x—1), 0<z<]l1
(2 — )3, 1<z<2

0, sonst

erhalt man

T () =) esbi(x).
j=1

Fiir die Berechnung der Koeffizienten ¢ = [cy,. .., ¢, muss das Gleichungs-
system
Bnc=T,

gelost werden, wobei T' das diskretisierte Bild mit allen werten 7; représen-
tiert. Dabei hat B,, € R™*™ folgende Gestalt:

4 1 0
1 4 1
B, =
1 4 1
0 1 4

11
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Da by(x) = 0 fiir x ¢ (—2,2) gilt fiir jeden Punkt y = p+ ¢
Tspline — Cp71b<§ + 1) + Cpb(£> + Cb+1b(£ - 1) + Cp+2b(€ - 2)

Im Gegensatz zu den bereits eingefiihrten Interpolationsansitzen, liefert die
Spline Interpolation nicht nur ein stetiges sondern auch ein iiberall differen-
zierbares Ergebnis. Da bei spiteren Arbeiten die Ableitung nétig ist, wird
dieses Verfahren in dieser Arbeit genutzt.

Bis hier her wurde erldutert wie Bilder in der Theorie definiert werden kénnen
und wie mit ihnen gearbeitet werden kann. Im Hinblick auf die spétere Re-
gistrierung werden im Folgenden einige Ansétze beschrieben, wie die Distanz
zwischen zwei Bildern berechnet werden kann.

Distanzmalle

Wie bereits erwihnt wird durch das Distanzmaf D die Ahnlichkeit zwischen
zwei Bildern gemessen. Dabei sind je nach Ausgangslage verschiedene Metho-
den hilfreich. Grundlegend sind die merkmalsbasierten und die intensitétsba-
sierten Distanzmafe zu unterscheiden. Ein Beispiel fiir die merkmalsbasierten
Distanzmafke ist der Abstand zwischen Landmarken. Dabei hingt das FErgeb-
nis allein von der Wahl und dem Abstand korrespondierender Landmarken
zueinander ab. In [18] werden solche Ansétze genauer betrachtet. Bei Inten-
sititsbasierten Distanzmafen wird die Ahnlichkeit zweier Bilder iiber deren
Grauwerte bestimmt. Einige Beispiele wie die Summe der quadrierten Diffe-
renzen (SSD), Normalisierte Gradientenfelder (NGF), Normalisierte Kreuz-
korrelation (NCC), Mutual Information (MI) sind in der Literatur zu finden
[18] und werden im Folgenden kurz vorgestellt.

Summe quadrierter Differenzen

Ein sehr intuitives Distanzmaf ist das SSD. Dieses vergleicht die Grauwert-
unterschiede in jedem Pixel, um die Ahnlichkeit zweier Bilder zu messen.

12



2.1 Grundlagen der Bildregistrierung

Definition 2.6 (SSD).
Sei d € N und T, R Bilder. Das Distanzmaf der Summe der quadrierten
Differenzen ist als

D 1 2
DSSP(T, )= /R (T(z) — R(z)) dz (2.3)

definiert.

Ein grofser Vorteil dieses Distanzmafes ist es, dass es leicht zu interpretieren
und implemetieren ist. Die Einfachheit bringt allerdings auch Nachteile mit
sich. Sind die zu registrierenden Bilder durch unterschiedliche Modalitaten er-
zeugt, konnen die Grauwerte mdoglicherweise nicht ohne weiteres miteinander
verglichen werden. Des Weiteren konnen vereinzelnd hohe Intensitdtsunter-
schiede, die z.B. durch ein Kontrastmittel hervorgerufen werden, das Ergebnis
stark beeinflussen.

Normalisierte Kreuzkorrelation

Ein Problem der SSD liegt im direkten Vergleich der Intensititen von T'(y)
und R. Ein Distanzmaf mit dem dieser direkte Zusammenhang geschwécht
wird, ist die normalisierte Kreuzkorrelation [17]. Dabei werden die Grauwerte
unter bestimmten Skalierungsfaktoren miteinander verglichen, wodurch das
Malfs robuster gegeniiber unterschiedlichen Modalitdten wird. Mehr Informa-
tionen dazu sind in [17] zu finden.

Definition 2.7 (NCC).
Seien d € N und 7T, R Bilder. Das Distanzmaft der Kreuzkorrelation ist
als

(T, R)®
1712, | =2

gegeben, wobei ||T'|| = \/(T,T) bezeichne.

DNCCIT Rl =1~ (2.4)

13



2 Mathematische Grundlagen

Normalisiertes Gradienten Feld

Eine weiteres Distanzmafs, welches das Problem der SSD bei multimodalen
Bildern behebt, ist das normalisierte Gradienten Feld (NGF). Dieses Distanz-
mak wurde erstmals von Haber, Modersitzki [11] vorgestellt und operiert auf
den Gradienten der Bilder. Dabei wird ausgenutzt, dass Bilder als dhnlich
angesehen werden kénnen, wenn sie an den gleichen Stellen Anderungen der
Intensitit aufweisen. Es wird also versucht in den Bildern Kanten gleicher
Richtung zu finden. Dabei muss der Grauwertunterschied an diesen Stellen
nicht zwingend gleich grofs sein. Aus diesem Grund wird eine Normalisierung
durchgefiihrt.

Definition 2.8 (Normalisiertes Gradienten Feld).
Seien T und R Bilder. Dann ist das Distanzmals NGF tiber

NGF . _ VT (y(z))"VR(x) : z
D [T,R]—/Ql (HVT(y(x))HHVR(x)H) ‘

definiert.

Mutual Information

Eine ganz andere Idee verfolgt die sogenannte Mutual Information (MI). Die-
ses Distanzmafl basiert auf der Entropie und kann wie folgt definiert werden
[18].

Definition 2.9 (Entropie).
Sei ¢ € N und p mit p : R? — R sei eine Dichte auf R%. Dann ist die
Entropie iiber

H(p) == —/ plog pdx
R4

definiert.
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2.1 Grundlagen der Bildregistrierung

Definition 2.10 (Mutual Information).
Seien d € N und R, T Bilder. Dann ist das Distanzmafs der Mutual In-
formation DM durch

D[R, T] := H(pr) + H(pr) — H(pr1)

definiert.

Ein Problem bei diesem Distanzmaf ist es, dass es hochgradig nicht konvex
ist, d.h. viele lokale Minima auftreten und es wesentlich schwieriger zu im-
plementieren ist als z.B. SSD. Auch die Parametereinstellungen sind nicht
trivial. Trotzdem wird es hiufig genutzt, da es meist sehr gute Ergebnisse
auch fiir multimodale Daten liefert.

Regularisierer

Wie bereits einfithrend erw#dhnt ist ein Regularisierer notwendig, um eine
plausible Transformation als Losung des Registrierungsproblems zu erhalten.
Durch das Hinzufiigen des Terms aS[y] in werden dem Problem zusétz-
liche Informationen gegeben. Der Parameter « soll dafiir sorgen, dass die
Lésung moglichst eindeutig ist und das Problem im Idealfall konvex wird.
Dadurch soll sichergestellt werden, dass das Registrierungsproblem kor-
rekt gestellt ist.

Je nach Bedarf kdnnen so unterschiedliche Eigenschaften der Transformati-
on y erzwungen werden. Die meisten Anséitze basieren auf Varianten von Lo
Normen und beziehen sich meistens auf die in Abschnitt beschriebene
Deformation u. Im Folgenden werden einige mogliche Regularisierer vorge-
stellt.
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2 Mathematische Grundlagen

Elastische Regularisierung

Die von Broit 1981 eingefiihrte elastische Regularisierung beruht auf Glei-
chungen aus der Elastizititstheorie und ist damit physikalisch motiviert.

Sl =5 | 3 Zmr w2+ A+ p)(7u)?d (2.5)

Durch die Konstanten A und g, auch Lamé Konstanten genannt, kénnen die
Eigenschaften von elastischen Materialien modelliert werden. Fiir tiefer ge-
hende Informationen wird auf [18| verwiesen.

Diffuse Regularisierung

Der Diffuse Regularisierer wurde erstmals von Fischer und Modersitzki 8]
in die Bildregistrierung eingefiihrt. Seinen Ursprung hat dieser Regularisie-
rer von den Euler-Lagrange Gleichungen und beschreibt eine generalisierte
Diffusionsgleichung.

Sy / v l12de 2.6)

Dieser Regularisierer bestraft den Gradienten der Transformation in jede
Raumrichtung, wodurch Osszilationen in der Transformation unterdriickt wer-
den konnen.

Krimmungsbasierte Regularisierung

Ein weiterer Regularisierer ist der kriimmungsbasierte Regularisierer. Dabei
wird durch Verwendung des Laplace Operators A versucht die Kriimmung
der Deformation zu beeinflussen.

S (y Z/ | A g ?dz (2.7)

16



2.1 Grundlagen der Bildregistrierung

Dieser Ansatz wurde erstmals von Fischer und Modersitzki [8] in die Bildre-
gistrierung eingefiihrt. Durch Betrachtung der zweiten Ableitungen anstelle
der ersten, sind die Transformationen deutlich glatter als die der diffusen oder
elastischen Regularisierung.

Multilevelregistrierung

Fiir eine effiziente Registrierung ist es haufig sinnvoll eine Vorregistrierung
auf einer groberen Auflésungen bzw. sogenannten Level der Bilder durchzu-
fiihren.

Definition 2.11 (Multileveldarstellung von 2D Daten [17]).
Seien m! = m?2 = 2L mit L € N und ein Bild 7 € R"™ *™ gegeben. Dann
heiRt 70,1 = 0, ..., L mit

T '=T@1:2:m" -1,1:2:m*—-1)+T2:2:m',1:2:m? - 1)
+T1:2:m—1,2:2:m?) +T'2:2:m",2:2:m?)/4

fiir [ = L : —1: 1 Multileveldarstellung von T'

Dies bringt einige Vorteile mit sich. Erstens sind die Optimierungsprobleme
auf groberen Auflosungen leichter und schneller zu l6sen, da weniger Pixel
miteinander verglichen werden miissen. Zweitens konnen die Ergebnisse aus
Registrierungen auf groberen Auflésungen als Startwert fiir die Registrierung
der néchst feineren Auflésung genutzt werden, wodurch auch hier Zeit gespart
wird. Drittens sind auf groberen Auflosungen weniger Details zu erkennen,
wodurch die Registrierung robuster wird und die Gefahr in lokalen Minima
stecken zu bleiben reduziert wird.

17



2 Mathematische Grundlagen

2.2 Mathematische Optimierung

Bis hierher wurde erklirt wie die Ahnlichkeit von Bildern gemessen wird,
daraus ein Registrierungsproblem aufgestellt werden kann und wie es regu-
larisiert werden kann. Offen ist wie ein solches Problem gel6st wird. In der
Regel konnen gewohnliche Verfahren der Optimierung das Registrieungspro-
blem 16sen. Im Folgenden Abschnitt wird eine kurze Einfiihrung in die
Optimierung gegeben und genauer auf das in dieser Arbeit verwendete Gaufs
Newton Verfahren eingegangen. Fiir tiefer gehende Informationen und weite-
re Ansédtze der Optimierung wird auf [20] verwiesen.

Die Optimierung ist ein wichtiges Werkzeug der Entscheidungstheorie und
findet in allen Bereichen der Naturwissenschaften seine Anwendung. Mathe-
matisch gesehen kann die Optimierung als Minimierung oder Maximierung
einer Zielfunktion bzgl. ihrer Variablen, welche gewissen Einschrinkungen
unterliegen konnen, beschrieben werden (2.12]).

Definition 2.12 (Restringiertes Optimierungsproblem).
Seien d € N, x € R? der Vektor an unbekannten Variablen, f : R — R
die Zielfunktion und ¢;(z) mit ¢ : R? — R die Nebenbedingungen. Dann
kann ein Optimierungsproblem als

ci(x) =0 1EE

min f(z u.d.N 2.8
:vE]Rdf( ) C,L(l') <0 ] el ( )

definiert werden

Eine Moglichkeit Probleme der Form zu unterscheiden ist die Aufteilung
in sogenannte restringierte und unrestringierte Optimierungsprobleme.
Unrestringierte Probleme sind solche Probleme bei denen es keine Nebenbe-
dingungen gibt oder sie keinen Einfluss auf das Ergebnis haben und ignoriert
werden kénnen d.h. £ = Z = () in 2.8] In restringierten Problemen hingegen
spielen die Nebenbedingungen eine zentrale Rolle und bestimmen die zulés-
sige Menge, auf der optimiert wird.
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2.2 Mathematische Optimierung

Eine wichtige Bedeutung in der Optimierung hat das Konzept der Konvexi-
tat.

Definition 2.13 (Konvexitt).
Eine Menge A C R? heift konvex, wenn

A+ (1-NyeA

fiir alle z,y € C' und X € (0,1).

Analog heifst eine Funktion f konvex, wenn

f((A=Az+ A y) < (A1=N)f(x)+Af(y) Vz,y € R4 A € (0,1) (2.9)

gilt und strikt konvex falls < in [2.9] gilt.

Mit Hilfe der Konvexitdt konnen Aussagen iiber die Losung eines Optimie-
rungsproblems getroffen werden. So ist jedes lokale Minimum gleichzeitig auch
ein globales Minimum, falls die Zielfunktion konvex ist. Ist die Zielfunktion
strikt konvex, ist die Losung sogar eindeutig.

Optimierungsalgorithmen

Optimierungsalgorithmen sind iterative Algorithmen, bei denen ein Startwert
zo so lange aktualisiert bzw. verbessert wird, bis f(zx) = f(z*) im Optimal-
fall das Minimum annimmt. Gute Algorithmen sollten robust, effizient und
moglichst genau sein. In den meisten Féllen muss ein Kompromiss zwischen
diesen Eigenschaften gefunden werden, da z.B. sehr schnell konvergierende
Algorithmen sehr ungenau sein kénnen oder robuste Ansétze moglicherweise
sehr langsam sind. Die Algorithmen unterscheiden sich in der Regel darin wie
von einer Iteration in die néichste gegangen wird. Dabei nutzen die meisten
Strategien die Werte der Zielfunktion f, die Nebenbedingungen ¢; und die
ersten und zweiten Ableitungen der Zielfunktion.
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2 Mathematische Grundlagen

Bei sogenannten Line Search Ansdtzen wird in jeder Iterierten eine Suchrich-
tung pr € R? berechnet und festgelegt wie weit in diese Richtung gegangen
wird. Seien f und x wie in Definition gegeben. Dann konnen die Iterierten
iiber

Tp1 = Tk + QpPg

berechnet werden, wobei oy, € R die Schrittweite angibt. Beim Newtonverfah-
ren wird die Suchrichtung iiber die Taylorentwicklung zweiter Ordnung der
Zielfunktion

[y +p) = fip"V f + %PTVkaP = my(p)

berechnet. Angenommen /2 f; ist positiv definit, dann entspricht die Such-
richtung dem Vektor p, welcher my(p) minimiert. Durch differenzieren und
nullsetzen erhilt man

pr=—(V2fi) "'V fi

als Suchrichtung des Newtonverfahrens. Fiir den Fall, dass V2 f;, nicht positiv
definit ist, ist die Suchrichtung moglicherweise nicht definiert oder erfiillt die
Abstiegseigenschaft V f,.V2f, < 0 nicht mehr und muss angepasst werden.
Zudem ist es oft umstiindlich, fehleranfillig oder teuer die Hessematrix V2 f;,
zu bestimmten.

Diesen Nachteil umgehen Quasi-Newton verfahren, indem sie die Hessematrix
lediglich approximieren. Eine Moglichkeit wird beim Gauss-Newton Verfah-
ren genutzt, bei welchem die Residuen ri der gegebenen Funktion via klein-
ste Quadrate Methode minimiert werden. Die Hessematrix wird hierbei iiber
die Jakobimatrix J mit V2f; ~ JIJ; approximiert. Anschliefend wird die
Suchrichtung nicht direkt iiber die Newton Gleichung V2 f(z1)p = —V f(21)
sondern durch Losen des Gleichungssystems

JE TSN = —Jlry

berechnet.
Wie weit in diese Richtung gegangen wird, kann auf verschiedene Arten fest-
gelegt werden. In dieser Arbeit wurde die Armijo Schrittweite

[l + apr) < flak) + aaV fipr,
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2.2 Mathematische Optimierung

mit ¢ € (0,1) genutzt, d.h. der Abstieg von f soll proportional zu der Schritt-
weite o und der Richtungsableitung V ffp;. sein. Fiir weiter Details wird
hier auf [20] verwiesen.

Fiir die restringierte Optimierung ist ein moglicher Losungsweg die Umformu-
lierung der Zielfunktion. Dabei werden die Nebenbedingungen direkt in die
umformulierte Zielfunktion aufgenommen. Einen solchen Ansatz beschreiben
die sogenannten Lagrange Multiplikatoren. Dabei wird die neue Zielfunktion
aus einer Linearkombination der eigentlichen Zielfunktion und den Neben-
bedingungen zusammengesetzt. Die Faktoren der Nebenbedingung werden
Lagrange Multiplikatoren genannt. Betrachtet man z.B. das lineare Optimie-
rungsproblem [6]

7 Ax <b
mina’ x u.d.N

reR™ T Z 0

mit A € R™" z € R", b € R™, x € R" | erhdlt man die Lagrangefunktion
L(z,\) = 'z + M (Ax — b). Hier ist A € R der Lagrange Multiplikator [6].
Sobald jedoch nicht lineare Optimierungsprobleme betrachtet werden, wird
die Theorie der Lagrange Multiplikatoren etwas umfangreicher. Eine Erwei-
terung dieses Verfahrens ist die sogenannte augmented Lagrange Methode.
Bei dieser Methode wird der Lagrangefunktion zusétzlich ein quadratischer
Strafterm hinzugefiigt. Dieser soll die Konvexitit des Optimierungsproblems
beeinflussen und das Losen damit erleichtern. Angenommen es sei ein Op-
timierungsproblem wie in Definition gegeben. Dann ist die augmented
Lagrangefunktion [20] durch

Uz A p) = fla) = Neil) + g Y ) (2.10)

€€ 1€E

mit A\, € N definiert. Losungsansitze, welche auf dieser Funktion basieren,
fixieren zunédchst A\, um eine Néiherung fiir den Lagrangemultiplikator zu er-
halten Anschliefend wird p fixiert, um einen Wert fiir x zu finden, welcher
[ ungefihr minimiert. Diese Losungsmethode ist ein Sonderfall einer allge-
meineren Klasse von Algorithmen die als sogenannte alternating directions
Methode (ADM) bekannt ist [5]. Fiir genauerer Informationen hierzu wird
auf [23] verwiesen.
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2 Mathematische Grundlagen

2.3 Robuste PCA

Die Hauptkomponentenanalyse (engl. principal component analysis kurz: PCA)
ist ein wichtiges Verfahren um grofe Datensétze zu strukturieren, zu ver-
anschaulichen und vor allem die Dimensionen zu reduzieren. Allerdings ist
der klassische Ansatz sehr empfindlich gegeniiber Rauschen und Ausreiftern
[5]. Heutzutage sind verrauschte Daten allgegenwirtig und gerade bei Zeitrei-
hen von kontrastmittelbasierten MRT kdnnen die Intensitdtsunterschiede sehr
grofs sein.

Aus diesem Grund ist es wichtig dieses Verfahren zu verbessern und robuster
gegeniiber solchen Fehlerquellen zu machen. In diesem Abschnitt wird eine
robuste Variante der PCA von Candés u. a. [5] eingefiihrt, welche eine gege-
bene Matrix in eine Matrix mit geringem Rang (Low-rank) und einen diinn
besetzten bzw. Sparseanteil zerlegt.

Gegeben sei eine Matrix M von der angenommen wird, dass sie in
M = Ly + Sy,

zerlegt werden kann. Dabei sei Ly der Teil mit geringem Rang und S, der
diinn besetzte Anteil. Wichtig zu erwihnen ist, dass die Gestalt des nied-
rigdimensionalen Spalten- bzw. Zeilenraumes von M und der Ort, wo sich
die von Null verschiedenen Eintrége in S befinden, unbekannt sind. Dieser
Ansatz konnte fiir verschiedene Anwendungen hilfreich sein. So konnte man
in der Videoiiberwachung die einzelnen Frames als Spalten in der Matrix M
speichern und sich den Hintergrund als Low-rank Komponente und sich be-
wegende Objekte als Sparse Komponente vorstellen. Ein dhnlicher Ansatz
wird in dieser Arbeit betrachtet. Die Matrix M wird mit Daten aus einem
dynamischen, kontrastmittelbasierten MRT gefiillt, das Kontrastmittel soll
in die Sparse Komponente und der Rest in dem Low-rank Anteil gespeichert
werden.

Zunéchst scheint es unmoglich ein solches Problem zu 16sen, da die Menge an
Unbekannten in Lo und Sy doppelt so grofs ist wie die Anzahl an Messwer-
ten. Uberraschenderweise ist dieses Problem durch eine konvexe Optimierung
l16sbar.
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2.3 Robuste PCA

Dazu bezeichne
1M =" oi(M)

die Nuklearnorm von M, wobei o;(M) die Singuldrwerte von M sind. Diese
entstammen einer Singulirwertzerlegung von M, welche im Folgenden defi-
niert wird.

Definition 2.14 (Signularwertzerlegung).

Sei M € R™ ™ mit m > n und m,n € N. Dann existieren Matrizen U €
R™ ™ und V € R™" sowie eine Diagonalmatrix ¥ = diag(oy,...,0,) €
R™*™ 5o dass

M=UxVT (2.11)

gilt. Weiter gilt o1, ...,0, > 0 und somit rang(M) =r € N

Diese Norm kann als konvexe Anndherung der Rangfunktion verstanden wer-
den. Im Hinblick darauf, dass die eine Komponente geringen Rang haben soll,
macht die Verwendung dieser Norm Sinn. Mit

1Ml o= | Myl

]

wird die unserem Fall die 1-Norm von M bezeichnet. Diese dient dazu zu
messen wie diinn besetzt eine Matrix ist. Mit Hilfe dieser Normen, kénnen L
und S durch 16sen von

min || L]l + AllS]h

u.d.N.d L+S=M

exakt aus M gewonnen werden, wobei A € N. Fiir genauere Informationen

(2.12)

wann eine solche Zerlegung Sinn macht und unter welchen Voraussetzungen
diese Zerlegung exakt ist, wird auf Candés u.a. [5] verwiesen. Zum Losen
des Problems [2.12] wird die in Abschnitt eingefiihrte augmented Lagrange
Methode |16} [20] genutzt. Diese erzeugt eine Losung durch Optimieren der
erweiterten Lagrangefunktion |1} [20]
WL, S, Y) = LIl + AllSl + (Y, M = L= 5) + gIIM — L= Sf-
(2.13)
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2 Mathematische Grundlagen

Ein Ansatz ist es iterativ zunéchst (Ly, Si) € arg ming, s I(L, S, Y}) zu setzen
und anschliefiend den Lagrange Multiplikator Yy = Yy + (M — Ly — S)
zu aktualisieren. Details zu diesem Ansatz sind in [20] zu finden. Wie in [23]
nachzulesen ist, haben miny [(L,S,Y) und ming [(L, S,Y") einfache Lésungen.

Sei S; : R — R mit S;[z] = sgn(z) max(|z| — 7,0) der sogenannte Shrinkage
Operator, welcher fiir Matrizen eintragsweise zu verstehen ist, dann gilt

argmin (L, $,Y) 3 Sy, (M — L + pY).

Analog sei D, (X) mit D,(X) = US,(X)V* der Singuldr-Schwellwert Opera-
tor,wobei X = UXV* eine Singuldrwertzerlegung von X ist , dann gilt

argmLinl(L, S,Y) 3 Dyjp(M — S+ p'Y).

Der daraus resultierende iterative Ansatz, [ zunédchst bzgl. L bei festem S zu
minimieren, dann [ bzgl. S bei festem L zu minimieren und anschlieffend den
Lagrangemultiplikator Y zu aktualisieren, ist in Algorithmus [I] zusammenge-
fasst.

Algorithm 1: Principial Component Pursuit [5]
Data: Matrix M
Result: Low-rank Matrix L und Sparse Matrix S
initialize: Sop =Yy =0,p € R mit > 0
while not converged do

Lis1 = Dy (M — S + p=VYy)

Sir1 = Sun(M = Liy1 + pt — 1))

Yis1 = Yigr + (M — Lig1 — Sky1)
end while

Wie die Parameter p, A und die Abbruchbedingung gewahlt wurden, wird in
Abschnitt B beschrieben.
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3

Registrierungsmodell

Im folgenden Abschnitt wird der von Hamy u. a. [13] entwickelte Algorithmus
fiir die Bewegungskorrektur von Daten aus einem dynamischen kontrastmit-
telbasierten MRT (Robust Data Decomposition Registration", kurz RDDR)
vorgestellt. Dazu wird zuniichst ein grober Uberblick iiber das Modell gegeben
und anschliefend genauer auf die verwendeten Methoden eingegangen.

3.1 Modelliibersicht

Der Prozess des RDDR wird in Abbildung veranschaulicht und kann wie
folgt beschrieben werden. Gegeben sei eine Zeitreihe von kontrastmittelbasier-
ten MRT Bildern, welche in eine Matrix M {iberfiihrt wird und dann durch
eine robuste PCA mit Startwert \;,,;; zerlegt wird. Anschliefend werden die so
erhaltenen Matrizen mit geringem Rang aufeinander registriert. Die dadurch
erhaltenen Deformationsfelder werden auf die Original Zeitreihe angewandt,
so dass ein Teil der Bewegung entfernt werden kann. Dieser Ablauf wird dann
mit steigendem A iiber eine fixe Anzahl an Iterationen wiederholt.

Da durch die robuste PCA die Bewegungskomponenten nicht exakt aus den
Daten gefiltert werden konnen, ist der iterativer Algorithmus gewihlt worden.
Der mit den Iterationen steigende Parameter A ermdglicht es den Anteil der
Bewegungskomonente in der Low-rank Matrix zu regulieren.

Dieser Algorithmus wurde im Zuge dieser Arbeit in Matlab implementiert
und kann als Ergénzung der FAIR Toolbox [17] verwendet werden.
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Input
Bilder Output
M Bilder
’ Schleife Uber 1 < i < Njger 0= Niter
’ﬁm:i—i_l 1 < Niter
4, hd
Lowrank Sparse
—_—
|_) Gruppenweise Aktualisiere
Registrierung Deformationsfelder | Registrierung

Abbildung 3.1. Diagramm welches den Algorithmus von Hamy u. a. |\ ver-
anschaulicht.
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3.2 Methoden

3.2 Methoden

Im Folgenden wird genauer auf die verwendeten Methoden eingegangen. Die
robuste PCA wurde naiv nach dem in Abschnitt [2.3|eingefiihrten Algorithmus
implementiert. Fiir die Regularisierung wurde der kriimmungsbasierte Re-
gularisierer Gleichung und als Distanzmall wurde eines, welches der SSD
ahnlich ist, verwendet. Da die robuste PCA und der Regularisierer schon
in den vorherigen Abschnitten eingefiihrt wurden, wird in diesem Abschnitt
lediglich Residual Complexity als neues Distanzmals vorgestellt.

3.2.1 Herleitung der Residual Complexity (RC)

Wie in Abschnitt erwiahnt wurde, ist es sinnvoll bei Bildern mit sehr un-
terschiedlichen Intensitdtswerten ein Distanzmak zu nutzen, welches diesen
Unterschied kompensiert. Einige mogliche Anséitze die den direkten Vergleich
der Intensitidten zu umgehen, ist es andere Bildmerkmale, wie z.B. Kanten,
zum Vergleich heranzuziehen (vgl. Abschnitt 2.1). In diesem Abschnitt wird
ein weiterer Ansatz, welcher auf SSD beruht, beschrieben und hergeleitet. Da-
bei soll der Intensitdtsunterschied durch eine Korrektur / ausgeglichen werden
und die Einfachheit von SSD bewahrt werden.

Es seien zwei Bilder R, T € R%*? gegeben, wobei der Zusammenhang
R=T(y)+1

angenommen wird. Dabei bezeichne y : R? — R? die Transformation und I €

R(@*9) die Intensititskorrektur. Dann kann ein zur SSD dhnliches Distanzmaf

wie folgt definiert werden:

E(I,y) = min||R — T(y) — I||* + B| P1]|2, (3.1)
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3 Registrierungsmodell

wobei || - || die Euklidische Norm und P den Regularisierungsoperator fiir
I beschreibt. Durch analytisches Losen nach I, kann dieser Term aus der
Distanzfunktion eliminiert werden. Differenzieren und 16sen nach I liefert:

ViE(ILy) = —2(R—T(y) —I)+28PTPI =0
& [=(Id+pP"P)"'r. (3.3)

-~

\%4

Hierbei bezeichne r = R — T'(y) das Differenzbild von R und 7'(y) und Id
die Einheitsmatrix. Es ist sichergestellt das V existiert, da PT P positiv se-
midefinit ist. Des Weiteren ist V' symmetrisch, wodurch einsetzen von in

B.11

E(y) = ||r = Vr|I* + 8| PVr|?
"(Id=WT'Id=V))r+ pr"(VIPTPV)r
rT(Id — 2V + VI (Id + BPTP)V)r
rT(Id —2V +V)r
=r"(Id=V)r
=r" (Id— (Id+ pP"P) ")) r (3.4)

als Distanzfunktion liefert, welche nun nicht mehr von S abhéngig ist. Um
weiter zu vereinfachen, wird nun die Matrix PTP genauer betrachtet.
Da PTP in jedem Fall quadratisch, symmetrisch und positiv semidefinit ist,
existiert eine Eigenwertzerlegung

PTP=QAQ"  A=[\,...,\n], A\ >0 (3.5)

mit einer Diagonalmatrix A, welche die Eigenwerte beinhaltet und einer or-
thogonalen Matrix Q, welche die Eigenvektoren von PT P enthilt. Durch Sub-
stituieren von [B.5in B.4l wird die Distanzfunktion weiter vereinfacht und man
erhélt

B(y) = " Qding ( = ) Q"

= rTQdiag (
=rTQLQ r.

Hm)
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Wenn nun ein geeigneter Regularisierungsoperator P gewéhlt wird, ist A =
QLQT bekannt und das Minimierungsproblem
min E(y) = min(R — T(y))" AR — T(y))
y y

= myin(QT)TLQTT (3.6)

kann beziiglich y gelost werden. Bei diesem Ansatz wird jedoch lediglich @) im
Vorwege festgesetzt und L wiahrend der Optimierung berechnet. Dazu wird

E(y,L) = (Q"r)"L(Q"r)

betrachtet. Sucht man nach dem Minimum beziiglich der Eigenwerte von L,
so ist eine trivial Losung die Nullmatrix, welche jedoch nicht von Interesse
ist. Um dies zu verhindern wird eine Regularisierung fiir die Eigenwerte in
L eingefiihrt, die dafiir sorgt, dass die Eintrige in L. moglichst gleichverteilt
sind. Dabei sei bemerkt, dass, falls L der Einheitsmatrix entspricht, sich die
Distanzfunktion zur im vorherigen Abschnitt eingefithrten SSD verein-
facht:

E(y,1d) = (Q"r)TI1d(QTr) = rTr.

Dies entspricht dem Fall, dass keine Intensitdtskorrektur, sprich S = 0 durch-
gefithrt wird. SSD liefert optimale Ergebnisse, wenn die Daten mit einem
unabhingigem identisch verteilten Rauschen behaftet sind.

Je mehr die Verteilung der Eigenspektren in L von der Gleichverteilung ab-
weicht, desto mehr Werte enthiilt QLQT auf den Nebendiagonalen. Dies be-
deutet, dass das Rauschen auf den Daten stirker korreliert ist. Da die Ver-
teilung des Rauschens im Allgemeinen unbekannt ist, wird hier die Annahme
getroffen, dass das Rauschen mdglichst unkorreliert ist, d.h die Werte in L
sollen moglichst gleichverteilt sein. Dies kann durch einen, auf der Kullback-
Leibler Divergenz beruhenden Regularisierungsterm zwischen der Gleichver-
teilung und der Verteilung der Eigenwerte in L

KL(L) == log(l) + Y _; (3.7)

erreicht werden. Der erste Term sorgt dafiir, dass die Werte in L nicht ne-
gativ und gleichverteilt sind, wiahrend der zweite Term dafiir sorgt, dass die
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3 Registrierungsmodell

Eigenwerte nicht zu groft werden. Durch diese Art der Regularisierung wird
die Ndhe zu den Daten gewihrleistet, so dass eine Informationsmessung und
keine Entfernungsmessung durchgefiihrt wird. Durch Einfiigen des Regulari-
sierungsterm [3.7) erhélt man

E(L,y) = (Q"r)"L(Q"r) + aKL(L) (3-8)

als Distanzmafs, wobei der Parameter o € Ny ist. Durch Differenzieren bzgl.
l; und gleichsetzen mit 0 erhilt man

(%’7‘)2—0414—04:0:>li:—1 :

li (¢Fr)? Ja+ 1

Dabei bezeichnen ¢; die Eigenvektoren in Q@ = [qq, ..., qn]. Setzt man in
3.8 ein so erhilt man

N
E(y) = aN—aZlog

n=1

(3.9)

1
(gnr)?/a+1

Die Terme, welche nicht von y abhdngen kdnnen ignoriert werden, das sie
keinen Einfluss auf die Lage des Minimums haben. Dadurch erh&lt man

E(y) = Zlog ((qgr)z/a +1) (3.10)

als vorlaufiges Distanzmal. Allerdings ist dies noch nicht die finale Form des
Distanzmafes, da die genaue Form der Eigenvektoren in () noch nicht defi-
niert wurde.

Die orthogonale Matrix @ besteht aus den Eigenvektoren von PTP = QTAQT,
wobei P der Regularisierungsoperator fiir das Korrekurfeld I ist. Als ) wird
die diskrete Kosinus Transformation (DCT) gewihlt. Dies hat zwei Vorteile.
Fiir den Fall einer Matrixmultiplikation entspricht Q7r der DCT von r und
ist mittels FF'T schnell zu berechnen, d.h.

DCT(r) := Q™.

Zum einen korrespondieren die DCT Eigenvektoren zum diskreten ableitungs-
basierten Regularisierer P und zum anderen sind es Eigenvektoren der Ko-
varianzmatrix eines schwach stationéren Prozessen, was die Annahme eines
schwach stationdren Residuums impliziert. Das daraus erhaltene Distanzmaf
wird Residual Komplexity genannt.
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3.2 Methoden

Definition 3.1 (Residual Komplexity).

Seien d € Nund R, T € R? vektorisierte Bilder. Ferner sei mit N € N die
Anzahl an Eigenvektoren von Q aus Gleichung bezeichnet. Dann ist
das Distanzmaf der Residual Komplexity D¢ : R? — R durch

DECIR, T] := zleog (%2 + 1) (3.11)

mit ¢ = DCT(r) und r = R — T'(y) definiert.

Analog zu SSD oder NGF kann auch fiir dieses Distanzmafl eine intuitive
Erklarung fiir die Idee gegeben werden.

Seien mit x die DCT-Koeffizienten des Differenzbildes r bezeichnet. Dann
kann das Bild stark komprimiert werden, wenn nur wenige Koeffizienten un-
gleich von null sind. Daraus lisst sich ableiten, dass zwei Bilder als dhnlich
angesehen werden kénnen, wenn die Kosinustransformation des Differenzbil-
des moglichst wenige Koeffizienten besitzt.

Das in Definition eingefiithrte Distanzmaf verfolgt genau diese Idee. Es
bestraft kleine Koeffizienten iiberproportional stark zu den grofen. Dadurch
erreicht das Distanzmak sein Optimum, wenn die Kosinustransformierte des
Differenzbildes mdoglichst wenige Koeffizienten besitzt. Diese Losung korre-
spondiert dann zu der richtigen Ausrichtung von Templatebild zu Referenz-
bild.

3.2.2 Registrierungsmodell

In jeder Iteration wurde eine “Gruppenweise“Multilevel Registrierung durch-
gefiithrt. Dabei wurden die Low-rank Bilder der einzelnen Zeitpunkte auf den
Durchschnitt aller Low-rank Bilder in der jeweiligen Iteration registriert. Als
Ausgangspunkt wurde Level 4 gewéhlt und bis zur feinsten Auflésung auf
Level 7 iteriert. Als Distanzmal wurde das in [3.2.1] beschriebene Distanzmaf
verwendet und als Regularisierer der kriimmungsbasierte Regularisierer aus
verwendet. Damit ldsst sich das Registrierungsproblem in unserem
Fall wie folgt formulieren.
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3 Registrierungsmodell

Definition 3.2 (Registrierungsproblem).

Seien T : R? — R die Low-rank Komponenten eines Bildes einer Zeitreihe
von Bildern,R : R? — R der Durchschnitt aller Low-rank Komponenten,
y : R — R? eine unbekannte Transformation und d € N. Dann wird

durch
J(y) = DC[T(y), R] + BS"*[y] = min (3.12)

mit € N das in dieser Arbeit verwendete Registrierungsproblem defi-

niert .
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4

Implementierung und Ergebnisse

Im Folgenden werden die wihrend der Anfertigung dieser Arbeit durchgefiihr-
ten Tests vorgestellt. Zunichst wird auf die Experimente mit realen Daten aus
einem dynamischen kontrastmittelbasierten MRT eingegangen. Anschliefend
werden die Ergebnisse fiir Tests mit einem kiinstlich erzeugtem Datensatz
vorgestellt

4.1 Tests auf realen Daten

In diesem Abschnitt werden alle durchgefiihrten Experimente und Ergebnis-
se bei Verwendung von realen MRT Daten prisentiert. Zunichst werden die
Tests der robusten PCA beschrieben bevor auf die Ergebnisse des Algorith-
mus von Hamy u. a. [13] eingegangen wird. Dabei wird auch genauer auf die
Wahl der jeweiligen Parameter eingegangen.

Zunichst wurden Tests mit einem 4D Datensatz, welcher durch ein kontrast-
mittelbasiertes MRT erzeugt wurde, durchgefiihrt. Dieser besteht aus an 49
Zeitpunkten aufgenommenen 3D Bildern der Grofse 146 x 82 x 52 Voxel von
der Niere, welche mit freundlicher Genehmigung von Jarle Rgrvik vom Uni-
versitdtskrankenhaus Haukeland in Bergen in Norwegen bereitgestellt wurde.
Des Weiteren wurden die Algorithmen in Matlab (Version 9.6 R2019a) im-
plementiert.

Zunichst wurde die robuste PCA getestet. Die Implementierung erfolgte Naiv
nach dem in Abschnitt vorgestellten Algorithmus. Da es sich bei dem in

33



4 Implementierung und Ergebnisse

Hamy beschriebenen Verfahren um einen 2D Ansatz handelt, wurde zunéchst
manuell eine Schicht, in der ein groker Querschnitt der Niere iiber alle Zeit-
punkte zu sehen ist, aus dem Datensatz ausgewéhlt. Hierdurch wurden 49 2D
Bilder der Grofie 146 x 82 Pixel erzeugt. Die Matrix M € RM6*82x49 wyrde
anschliefsend spaltenweise mit den vektorisierten Bildern der einzelnen Zeit-
punkte gefiillt.

Nach dem Durchlaufen des Algorithmus erhilt man damit eine Matrix L €
R146%82>x49 it geringem Rang und eine diinn besetzte Matrix S € R46+82x49,
Per reshape kénnen daraus wieder 49 Bilder der Grofe 146 x 82 erhalten
werden. Der Parameter p = ning/4||M|| mit (ny,ny) = (146,82) und die
Abbruchbedingung

M — L = S| < 5[|M][r

mit ¢ = 1077 wurden wie in [5] gewéhlt.

In Abbildung sind die Originalbilder der Zeitpunkte 6, 20 bzw. 40 und
korrespondierdenen Matrizen mit geringem Rang bzw. die diinn besetzte Ma-
trix nach durchlaufen der robusten PCA fiir das laut [5] optimale A\, =

max(ny,ny) gezeigt. Auffillig bei den Ergebnissen ist, dass neben den
durch das Kontrastmittel hervorgerufenen hohen Intensititen im Bereich der
Niere auch Anteile der Bewegung in der Sparse Matrix S auftauchen. Des
Weiteren sieht man, dass die Komponente mit geringem Rang wesentlich we-
niger Rauschen als die Originaldaten enthéalt. Auch dieser Anteil ldsst sich in
der Sparse Komponente wiederfinden.

Bei weiteren Tests, wurden fiir A verschiedene Werte getestet. Dadurch konn-
te ein Eindruck {iber den Einfluss des Parameters A gewonnen werden und
ein geeigneter Startwert Mg fiir den Algorithmus von Hamy gefunden
werden. In Abbildung ist der Rang der Matrix M in Abhéngigkeit von A
gezeigt.

Die Wahl von A beeinflusst wie viel der Details bzw. der Bewegung in L zu
sehen ist. In Abbildung ist dies gut zu erkennen. Dort ist ein Profil des
zeitlichen Verlaufes von L fiir verschiedene Lambda und der Originaldaten M
(ganz links) zu sehen. Je grofer A gewéhlt wird, desto mehr Details werden

34



4.1 Tests auf realen Daten

Abbildung 4.1. Ergebnisse der robusten PCA mit A = \.. In den Zeilen
sind jeweils das Originalbild (links), die Komponente mit
geringem Rang L (Mitte) und der diinn besetzte Anteil S
(rechts) fiir verschiedene Zeitpunkte zu sehen. In der ersten
Zeile fiir Zeitpunkt 6, in der zweiten Zeile fiir Zeitpunkt 20
und in der dritten Zeile fiir Zeitpunkt 40.
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4 Implementierung und Ergebnisse
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Abbildung 4.2. In dieser Abbildung ist der Plot des Rang der Matrix M in
Abhéngigkeit des Trade-Off-Parameters A zu sehen. Dabei
bezeichne A, das in [5| optimale A.

in L sichtbar. Auferdem fallt auf, dass auch die Bewegungskomponente fiir
wachsendes Lambda in L verschwindet.

Aus den Abbildungen und wurde empirisch Agq+ S0 gewihlt, dass der
Rang der Matrix M ein viertel so grofs ist wie die Anzahl an Zeitpunkten.
Somit soll gewdhrleistet sein, dass ein Teil der Bewegung in L enthalten ist
und der Grofteil des Kontrastmittels in S steckt. Auf Grund des exponetiel-
len Verlaufes der Kurve in wurde A anschlieffend in jedem Iterationschritt
logarithmisch erhoht. Dies soll dazu fiihren, dass die Menge an Details in L
von Iteration zu Iteration nicht sprunghaft ansteigt. Die Gesamtzahl an Ite-
rationen wurde wie in Hamy u. a. [13] vorgeschlagen auf 10 festgesetzt.

Bei den Experimenten des gesamten Algorithmus [3.1] wurden verschiedene
Werte sowohl fiir den Regularisierungsparameter S im Distanzmaf als
auch fiir der Regularisierungsparameter fiir den Kriilmmungs basierten Regu-
larisierer getestet. In Abbildung ist eine Profilansicht der besten Ergeb-
nisse fiir den Algorithmus von [13] bei Anwendung auf die Daten der Niere
gezeigt. Dabei wurde das « aus[3.11] als 200 festgelegt. Der Regularisierungs-
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4.1 Tests auf realen Daten

Original  rang(L) = 3 rang(L) = 12rang(L) = 49

Abbildung 4.3. Zeitliches Profil der Matrizen mit geringem Rang fiir unter-
schiedliche Wahl von A und eine fixe Spalte (28); Von links
nach rechts sind die zunéchst Originaldaten dann die Er-
gebnisse fir A = 0.005 bzw. A = 0.00071 und A = 0.011 zu
sehen.

parameter 5 aus wurde bei 8000 startend in jeder Iteration um jeweils
100 verringert. Die Idee dahinter ist, dass die Bewegung in der Low-rank
Komponente, also in dem Teil der registriert werden soll, mit zunehmender
Iteration schwécher wird.

Als optimales Ergebnis wird angenommen, dass horizontale Banden in der
Profilansicht zu sehen sind. Ist dies fiir alle Profile der Fall, so ist im Zeit-
verlauf keine bzw. wenig Bewegung zwischen den einzelnen Zeitpunkten zu
erkennen. Vergleicht man das Profil der Originaldaten mit den registrierten
Daten, so fillt auf, dass eine Bewegungskorrektur stattgefunden hat, aber
dennoch noch keine klaren Banden zu erkennen sind. Ein moglicher Grund
kénnte die noch nicht optimale Wahl der Parameter sein und konnte in wei-
teren Untersuchungen gepriift werden.

Als Erweiterung zu dem von Hamy u. a. [13] vorgestellten Algorithmus wurde
der Ansatz auch fiir 3D Daten getestet. Dazu wurden nicht eine manuell aus-
gewihlte Schicht sondern die gesamte 3D Bilder der Niere als Spaltenvektoren
in der Matrix M gespeichert und als Input fiir den Algorithmus iibergeben.
Fiir die Registrierung wurde die in FAIR bereits implementierte Funktion
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4 Implementierung und Ergebnisse

Original  Nach Registrierung

Abbildung 4.4. Ergebnisse des Algorithmus von Hamy u.a. fiir Kon-
trastmittel basierte Daten der Niere. Dabei ist in beiden
Bildern das Profil der Originalzeitreihe (links) und nach der
Registrierung (rechts) zu sehen

MLIR , die 3D Daten verarbeiten kann, verwendet. Da die Laufzeit durch
die erhohte Anzahl an Pixeln bzw. Voxeln enorm steigt, konnten nur Tests
von Level 3 bis 5, wobei Level 6 die feinste Auflésung ist, durchgefiihrt wer-
den. In jeder Iteration miissen auf hochster Aufiésung anstatt 49 2D Bildern
der Grofe 146 x 86 49 3D Bilder der Grofe 146 x 86 x 56 registriert werden.
Das bedeutet, dass nicht 12556 sondern 703136 Pixel in jeder Registrierung
miteinander verglichen werden miissen.

Des Weiteren wurde das A = A, konstant als das in |5] festgelegte \ gewéhlt
und die Parameter fiir die Registrierung aus dem 2D Ansatz iibernommen
und nicht weiter angepasst. Da die Auflosung sehr gering ist, ist es schwer
eine Bewertung der Ergebnisse vorzunehmen. Wird der Datensatz nach der
Registrierung betrachtet lasst sich jedoch erahnen, dass eine Bewegungskor-
rektur erfolgt ist.

Um Vergleiche zu anderen Arbeiten ziehen zu kénnen, wurde ein weiterer Da-
tensatz der Niere von Jarle Rgrvik einigen Tests unterzogen. Dieser besteht
aus 45 3D Bildern einer rechten menschlichen Niere mit Grofse 178 x 95 x 30.
Dieser Datensatz wurde von Brehmer u. a. genutzt um die dort einge-
fiihrten Ansdtze zur Registrierung von kontrastmittelbasierten MRT Daten
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4.1 Tests auf realen Daten

Zeitpunkt 6 Zeitpunkt 12 Zeitpunkt 40

Abbildung 4.5. Drei reprisentative 2D Bilder des 4D Datensatzes der rech-
ten menschlichen Niere. Der Datensatz hat die Grofe 178 x
95x30x45 und die abgebildeten Schichten die Grofe 178 x95

durchzufiihren. Analog zu Brehmer u. a. wurden daraus dann 2D Bilder
der Grofe 178 x 95 aus der 18ten z Schicht generiert. In Abbildung sind
drei Zeitpunkte reprisentativ abgebildet.

Analog zum vorher vorgestellten Datensatz, wurden auch hier Tests fiir die
robuste PCA durchgefiihrt, um einen geeigneten Startwert fiir A zu finden.
Die Parameter fiir die Registrierung wurden iibernommen. In Abbildung
sind die Ergebnisse aus den verschiedenen Ansétzen zu sehen.

Den Ergebnissen fiir NGF liegt der sequentielle Ansatz aus [3] zu Grunde.
Dabei wird eine Zeitreihe von Bildern 7" = (73, ..., Tx) nach folgender Ziel-
funktion registriert:

K

Y, T) =Y {DV"[Thoa(ysr), T(ue]) + S(ye) } -

Dabei wird mit Y = (y1,...,yx) das Array welches alle Transformationen
enthilt bezeichnet. Bei diesem Ansatz werden sequentiell je zwei Bilder der

39



4 Implementierung und Ergebnisse

Zeitreihe registriert. Dies geschieht bis eine Abbruchbedingung, z.B. eine ma-
ximale Anzahl an Iterationen erreicht ist, erfiillt ist. Ein Problem dieses An-
satzes ist, dass die y; so gut wie nicht gekoppelt sind, so dass eine Anderung
von ¥y, nur in jedem K-ten Schritt Auswirkungen hat. Dadurch ist eine hohe
Anzahl an Iterationen und damit eine lange Rechenzeit notwendig, um ein
akzeptables Ergebnis zu erzielen. Fiir die Ergebnisse dieses Ansatzes in
wurde nur einmal {iber die Zeitreihe iteriert. Es ist also noch eine Verbesse-
rung hinsichtlich der erwarteten optimalen Lésung zu erwarten, wenn mehr
Iterationen durchgefiihrt werden.

Fiir die Ergebnisse fiir SqN in Abbildung wurde der globale Ansatz von
Brehmer u. a. [3] genutzt. Bei diesem Ansatz wird kein explizites Referenzbild
benétigt, sondern alle Bilder der Zeitreihe werden gleichzeitig registriert. Die
zu minimierende Zielfunktion kann dabei wie folgt formuliert werden:

Jolo .= DI°[T(Y)] + S9°[Y],

wobei S9°[Y] := 375 S(yx) und S ein beliebiger Regularisierer aus Ab-
schnitt sei. Das globale Distanzmafl D9 basiert dabei auf einem Array
von Merkmalen. Die Bilder der Zeitreihe werden als registriert angesehen,
wenn der Rang dieses Arrays minimal aber nicht Null ist. Mathematisch ge-
sehen kann dies tiber eine Minimierung des sogenannten SqN Distanzmalies,
welches in [3] vorgestellt wird, erreicht werden. Fiir genauere Informationen
tiber die Gestalt dieses Distanzmafes wird auf Brehmer u. a. |3| verwiesen.

Beim Vergleich der Ergebnisse aus Abbildung fallt auf, dass der im Zuge
dieser Arbeit implementierte Algorithmus von Hamy u.a. [13] &dhnliche Er-
gebnisse liefert wie der Ansatz von Brehmer u.a. [3] und damit bessere als
der Ansatz mit NGF als Distanzmafs. Dabei sei nochmal erwéhnt, dass bei se-
quentiellen Ansatz mit NGF einer Verbesserung der Ergebnisse erwartet wird,
wenn die Anzahl an Iterationen erhdht wird. Vergleicht man die Ergebnisse
fiir Position 58 miteinander, féllt auf, dass die horizontalen Kanten fiir den
SqN Ansatz etwas klarer zu erkennen sind. Allerdings sind fiir unseren An-
satz deutlich mehr Banden zu erkennen. Dies kénnte darauf hinweisen, dass
mehr Details im Ansatz von Hamy u.a. [13] erhalten bleiben, wihrend die

40



4.2 Tests auf kiinstlich erzeugten Daten

Ergebnisse von Brehmer u. a. [3] wihrend der Registrierung gegléttet wurden
und so etwas Information verloren gegangen sein konnte.

Fiir Position 80 fallt auf, dass der dunkle Streifen am unteren Rand der Ori-
ginalbilder beim Ansatz von Hamy u. a. [13] erhalten bleibt und beim Ansatz
von Brehmer u. a. [3] verschwindet. Wenn davon Ausgegangen wird, dass eine
Deformation in die hier nicht zu sehende Dimension nicht dafiir verantwortlich
ist, sind die Ergebnisse fiir diese Position des in dieser Arbeit implementierten
Ansatzes besser einzuschétzen, als die von Brehmer u. a. [3].

4.2 Tests auf kinstlich erzeugten Daten

Im folgenden werden die Ergebnisse des Algorithmus von Hamy u. a. [13] bei
Anwendung auf eine kiinstlich erzeugte Zeitreihe von Bildern prisentiert.
Fiir die Tests wurde ein Datensatz, der freundlicher Weise von Roland Haa-
se zu Verfiigung gestellt wurde, genutzt. Dieser Besteht aus 40 Bildern mit
200 x 200 Pixeln.

In Abbildung sind zwei Bilder zur Reprasentation dargestellt. Das ge-
fiillte Rechteck und der weike Rahmen bleiben iiber die Zeit konstant. Nur
die Ellipse, bei der die Orientierung des Querbalkens im Inneren in jedem
Zeitschritt abwechselnd horizontal bzw. vertikal ist, bewegt sich im Verlauf
entlang eines Halbkreises. In Abbildung sind das erste und letzte Bilder
der Zeitreihe zu sehen.

Als Ergebnis ist zu erwarten, dass die Zeitreihe nach der Registrierung aus
zwei verschiedenen Bildern besteht. Bei beiden Bildern sollte die Bewegung
der Ellipse nicht mehr zu sehen sein, wiahrend das eine Bild die Ellipse mit
horizontalem Balken und das andere die Ellipse mit vertikalem Balken ent-
hélt. Dies ist damit zu Begriinden, dass die Informationen in den Bildern bis
auf die Richtung des Balkens in der Ellipse gleich sind.

Der Startwert fiir den Parameter A der robusten PCA wurde als Aguy =
0.0078 gesetzt und wie bei den vorherigen Experimenten ermittelt. Fiir die
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Abbildung 4.6. Ergebnisse der verschiedenen Anséitze zur Registrierung fiir
Kontrastmittel basierte Daten der menschlichen Niere. Da-
bei ist in den Bildern das Profil der Originalzeitreihe nach
der Registrierung nach Hamy u. a. [13] , mit SqN und globa-
len Ansatz bzw. NGF und sequentiellen Ansatz an den
Positionen 58 (obere Zeile) und 80 (untere Zeile) zu sehen
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4.2 Tests auf kiinstlich erzeugten Daten

Zeitpunkt 1 Zeitpunkt 40

©

Abbildung 4.7. Zwei reprisentative Bilder aus der Zeitreihe der Kiinstlich
erzeugten Daten. Links das erste Bild und rechts das letzte
Bild der Zeitreihe. zwischen den Bildern bewegt sich die El-
lipse entlang eines Halbkreises vom Startbild zum Endbild.

Parameter in der Registrierung erwiesen sich 0.05 fiir das « im Distanzmaf
RC und 50 als Regularisierungsparameter als giinstig. In Abbildung sind
die Ergebnisse fiir den kiinstlich erzeugten Datensatz mit diesen Parametern
zu sehen. Dabei sei bemerkt, dass die gesamte Zeitreihe wie erwartet abwech-
selnd aus den beiden dort zu sehenden Bildern besteht. Es fillt auf, dass die
Bewegung der Ellipse entlang des Halbkreises korrigiert wurde und auch die
restlichen Elemente starr bleiben. Der Balken in der Mitte der Ellipse konnte
jedoch nicht den Originaldaten entsprechend rekonstruiert werden. Es bleibt
in der Mitte ein Kreis zuriick. Ferner sind an den insgesamt vier Schnitt-
punkten von Ellipse und Balken Auswdélbungen zu sehen und der Balken ist
generell schmaler als in den Originaldaten. Dies liegt zum einen daran, dass
in jeder Iteration auf den Durchschnitt aller Matrizen mit geringem Rang
registriert wird. Jener enthélt in jeder Iteration sowohl Informationen vom
horizontalen, als auch vom vertikalen Balken. Aufserdem ist es moglich, dass
der kriimmungsbasierte Regularisierer fiir diese Art von Daten nicht die op-
timale Wahl ist und dadurch innerhalb der Ellipse Rundungen an Punkten,
an denen der Balken auf die Ellipse trifft, auftreten. Es liegt nahe, dass auch
in diesem Setting die Parameter noch nicht optimal gewdhlt wurden. Hierzu
miissten noch weitere Experimente durchgefiihrt werden.
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Abbildung 4.8. Ergebnisse des kiinstlich erzeugten Daten, nach durchlaufen
des Algorithmus nach Hamy u. a. [13].
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5

Fazit und Ausblick

In diesem Kapitel werden die in Abschnitt [4] vorgestellten Ergebnisse zusam-
mengefasst und diskutiert. Zunéchst werden die Ergebnisse der robusten PCA
diskutiert. Anschliefend wird der Algorithmus von Hamy u. a. [13] analysiert
und diskutiert. Abschliefsend wird ein Fazit gezogen und ein Ausblick fiir zu-
kiinftige Arbeiten gegeben.

Die Bewegungskorrektur von Zeitreihen von MRT Bildern ist ein wichtiges
Teilgebiet der Bildregistrierung. Im Zuge dieser Arbeit wurde ein Algorith-
mus von Hamy u.a. [13] implementiert und mit zwei anderen Ansétzen, die
in [3] zu finden sind, verglichen. Dazu wurden 4D Daten aus einem kontrast-
mittelbasierten MRT der menschlichen Niere als Eingabebilder verwendet. Es
konnte gezeigt werden, dass der Algorithmus von Hamy u.a. [13] fiir den be-
trachteten Datensatz dhnlich gute Ergebnisse liefert wie der globale Ansatz
von Brehmer u. a. [3]. Des Weiteren wurde deutlich, dass der hier vorgestellte
Algorithmus wesentlich bessere Ergebnisse liefert als der sequentielle Ansatz.

Weiterhin wurde durch die Anwendung auf dem kiinstlich erzeugtem Daten-
satz gezeigt, dass der Algorithmus von Hamy u.a. [13] plausible Ergebnisse
fiir die Bewegungskorrektur liefert. Es wurden zwar die Balken in der Ellipse
nicht exakt rekonstruiert, dennoch konnte die halbkreisformige Bewegung der
Ellipse komplett entfernt werden. Dabei sind die restlichen, starren Bildele-
mente unberiihrt geblieben. In weiteren Arbeiten ist zu iiberpriifen, ob mog-
licherweise die Verwendung eines anderen Regularisierungsmodells fiir diesen
Anwendungsfall noch bessere Ergebnisse liefert.
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Fiir zukiinftige Arbeiten sind wiahrend der Anfertigung dieser Arbeit einige
Fragen aufgekommen, die im Folgenden kurz zusammengefasst werden.

Beim Ansatz einer PCA stellt sich die Frage, ob eine solche Zerlegung der
Daten in orthogonale Komponenten iiberhaupt Sinn macht oder ob eine an-
dere Art der Reprisentation vielleicht sinnvoller wire. Dennoch kann iiber
den Parameter A\ gut kontrolliert werden, wie stark die Daten in Low-rank
und Sparse Anteil zerlegt werden.

Auferdem stellt sich die Frage, ob die robuste PCA die Daten wirklich nur in
die Bewegungskompontente und den Kontrastmittel basierten Anteil aufspal-
tet oder ob noch weitere Komponenten verindert werden. Angenommen, es
werden nur diese beiden Anteile der Daten beriihrt, so ist in den Ergebnissen
zu erkennen, dass je nach Wahl von \ die Aufteilung von Bewegung und Kon-
trastmittel in die Low-rank und Sparse Komponente unterschiedlich stark ist.
Auffillig ist auch, dass Bewegung und Kontrastmittel nie zu hundert Prozent
separiert werden. Dabei kommt die Frage auf, ob ein Ansatz mdglich ist, bei
welchem dies der Fall ist. Mathematisch gesprochen koénnte eine Zerlegung
von

M=L+B+K

moglich sein, wobei L eine Low-rank Matrix und B und K Sparsematrizen die
die Bewegungskomponente bzw. den Anteil vom Kontrastmittel enthalten. So
ware zu iiberpriifen, ob das Losen des Minimierungsproblems

min [[L]l. + o[ Blly + Bl Ky

(5.1)
u.d.N.d L+K+B=M

mit zusétzlichen Anforderungen an K und B eventuell die gewiinschten Er-
gebnisse erzielen kénnte. Dann kdnnte man aus den Werten in B ein Defor-
mationsfeld berechnen und sich eine Registrierung eventuell sparen.

Ein grofer Punkt beim Implementieren, war das Finden geeigneter Parame-
ter. Zukiinftig konnte untersucht werden, ob die Parameter aus dem Distanz-
maf und dem Regularisierer voneinander abhingig sind, oder ob sie generell
weiter optimiert werden kénnen. Ein mdoglicher Ansatz konnte sein, zu versu-
chen die Parameter durch ein Neuronales Netz zu lernen und so zu optimieren.
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Des Weiteren ist die Anzahl an Iterationen N, noch nicht weiter untersucht
worden. Aus diesem Grund konnte man auch hier weitere Testldufe mit we-
niger oder mehr als 10 Iterationen durchfithren, um zu iiberpriifen, ob der
dadurch reduzierte bzw. erhdhte Rechenaufwand die Ergebnisse nennenswert
verschlechtert bzw. verbessert.

Auch fiir den 3D Ansatz kdnnen weitere Experimente durchgefiihrt werden.
Zum einen kann auch hier ein variables A in der robusten PCA eingefiihrt
werden und zum anderen konnen die Parameter besser angepasst werden.
Dariiber hinaus konnte ein anderer Optimierungsalgorithmus die Rechenzeit
verbessern und so zu interpretierbaren Ergebnissen auf hoheren Auflésungen
fiihren.

Im Zuge der Registrierung wurde Residual Komplexity als Distanzmafl ver-
wendet. Dabei wird die Annahme getroffen, dass das Rauschen auf den Daten
als moglichst unkorreliert anzunehmen ist. Hier konnten andere Rauschmo-
delle getestet werden, da das Rauschen von vielen Faktoren abhéingig ist. So
haben nicht nur die Modalitiat, sondern auch die Wahl des Gerites und Stor-
faktoren aus der Umgebung einen Einfluss auf das Rauschen.

Beim implementierten Algorithmus wird ein Distanzmaf mit Allgemeiner
Form

D|T,R] =" Ar

genutzt (vgl. Gleichung . Dabei enthilt A auf dem gesamten Bildgebiet
Werte. Es werden folglich alle Pixel unterschiedlich stark gewichtet. Eine mog-
liche Erweiterung kénnte sein, durch einflieen von a priori Wissen, die Ma-
trix A so anzupassen, dass sich auf Teile des Bildes konzentriert wird in denen
Bewegung erwartet wird. So kdnnte man Bildbereiche in denen z.B. die Wir-
belséule zu sehen ist durch einfiigen einer weiteren Matrix W gar nicht oder
weniger gewichten als z.B. den Bereich in denen die Niere zu sehen ist. Des
Weiteren konnten hier Ansétze wie z.B. der von Konig u. a. [15] genutzt wer-
den um die rigiden Eigenschaften von einigen Strukturen sicherzustellen.
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