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Kurzfassung

In dieser Arbeit werden Losungsverfahren zweiter Ordnung zur Losung semiglatter,
konvexer Optimierungsprobleme mit semiglatten Proximal-Abbildungen vorgestellt.
Es werden Clarkes generalisierte Jacobi-Matrizen genutzt, um die primalen und dua-
len Optimalitdtsbedingungen fiir das Problem aufzustellen. Diese werden mithilfe von
Prox-Schritten umformuliert. Zur Lésung wird ein semiglattes Newton-Verfahren vor-
gestellt. Durch die Multiplikation mit einer Blockmatrix kann das Newton-System
symmetrisiert werden. Zudem wird ein Levenberg-Marquardt-Algorithmus zur Lo-
sung des Problems vorgestellt. Die Konvergenzanalyse dieses Algorithmus liefert eine
Aussage dariiber, in welchen Féllen in einer Iteration ein hinreichender Abstieg erzielt
werden kann. Die Algorithmen werden auf das Rudin-Osher-Fatemi-Problem (ROF-
Problem) angewendet. Dabei konvergieren alle drei Verfahren. Aufgrund der beno-
tigten Cholesky-Zerlegungen ist die Rechenzeit des Levenberg-Marquardt-Verfahrens
deutlicher hoher als die der beiden Newton-Algorithmen. Das semiglatte Newton-
Verfahren hat fiir dieses Problem im Durchschnitt eine geringere Laufzeit als CVX
mit dem Loser MOSEK.

Abstract

In this work we present second order solution methods for solving semismooth, con-
vex optimization problems with semismooth proximal operators. Clarke’s generalized
Jacobians are used to formulate the primal and dual optimality conditions for the pro-
blem. They are rewritten by proximal steps and solved using a semismooth Newton
method. By multiplication by a block matrix the Newton system can be symmetrized.
Moreover we present a Levenberg-Marquardt algorithm for solving the problem. The
convergence analysis of this algorithm provides requirements for a sufficient descent
in an iteration. The algorithms are applied to the Rudin-Osher-Fatemi problem (ROF
problem). All methods converge. Because of the required Cholesky factorization, the
computational costs of the Levenberg-Marquardt method are higher than the costs
of the Newton methods. The Semismooth Newton method on average needs lower
computation time than CVX with the MOSEK solver for this problem.
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Einleitung

Viele Aufgabenstellungen in der Bildverarbeitung, wie etwa die Rauschreduktion
oder die Segmentierung, kénnen als konvexe Minimierungsprobleme formuliert wer-
den [6]. Allerdings sind die entsprechenden Zielfunktionen in vielen Anwendungen
nicht differenzierbar. Daher kénnen Optimierungsverfahren héherer Ordnung, wel-
che im Allgemeinen eine schnellere Konvergenz liefern, aber die Existenz zweiter
Ableitungen voraussetzen, nicht ohne weiteres auf derartige Probleme angewendet
werden.
In dieser Arbeit sollen Probleme der Form

min F(u) (1.1)
fiir eine Funktion F': R® — R gelost werden. Ist F' zweimal stetig differenzierbar,
so kann zur Losung das Newton-Verfahren angewendet werden, welches auf der Tay-
lorentwicklung zweiter Ordnung beruht und daher die Hesse-Matrix bendtigt. Falls
F' nur einmal stetig differenzierbar ist, konnen gradientenbasierte Verfahren genutzt
werden. Fiir nicht stetig differenzierbare Zielfunktionen F', welche konvex sind, kon-
nen sogenannte prox-Methoden verwendet werden [9]. Die Frage, mit der sich diese
Arbeit beschéftigt, ist, ob sich fiir konvexe, jedoch nicht differenzierbare Funktionen,
auch Verfahren zweiter Ordnung nutzen lassen. Es werden Optimierungsalgorith-
men zweiter Ordnung fiir eine bestimmte Klasse konvexer, sogenannter ,semiglatter
Funktionen entwickelt.

Verwandte Arbeiten

Ein Beispiel fiir Optimierungsalgorithmen erster Ordnung fiir konvexe Probleme ist
die ,primal-dual hybrid gradient method“ (PDHG-Methode) [5]. Sie beruht auf einem
Splitting der Zielfunktion, bei dem ein linearer Operator genutzt wird, und verwen-
det zum Update der primalen und dualen Variablen Prox-Schritte. Die Updates sind
dabei immer sowohl von der primalen als auch von der dualen Variablen der vorheri-
gen Iteration abhéngig [5]. Die Schrittweitenwahl spielt fiir die Konvergenzrate dieser
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Methode eine entscheidende Rolle [9, 13, 27]. Wird die Schrittweite ungeeignet ge-
wahlt, so kann keine Konvergenz erreicht werden; bei einer passenden, gegebenenfalls
adaptiven, Wahl ist es jedoch moglich, lineare Konvergenz zu zeigen [16].

Zu den Verfahren zweiter Ordnung fiir konvexe Zielfunktionen gehdren beispielsweise
Interior-Point- und semiglatte Newton-Verfahren. Beide Verfahren nutzen Newton-
Schritte und benétigen somit die zweite Ableitung der Zielfunktion beziehungsweise
einer dquivalenten Formulierung.

Karmarkar stellte 1984 den ersten Interior-Point-Algorithmus fiir lineare Zielfunktio-
nen vor [19]. Dieser Algorithmus konvergiert polynomial. Die Anwendung auf konve-
xe Funktionen erfolgt durch eine Umformulierung des Problems mithilfe von Kegeln.
Diese kann allerdings sehr aufwindig sein und das Problem durch Einfithrung neu-
er Variablen und Nebenbedingungen vergrofern [14]. Bei Interior-Point-Verfahren
wird auf die mit einem Strafparameter multiplizierte Zielfunktion des Optimierungs-
problems eine sogenannte Barriere-Funktion addiert. Die dadurch gewonnene, noch
immer konvexe, Funktion nimmt ihr Minimum im Inneren des zuléssigen Bereichs an.
Nun wird in jeder Iteration ein einzelner Newton-Schritt vollzogen und anschliefend
der Strafparameter erhoht [2]. Die Iterierten miissen bei diesem Verfahren jedoch
nicht zwingend in der zuldssigen Menge liegen [3].

Der Begriff Semiglattheit (,semismoothness “) wurde 1977 von Mifflin eingefiihrt [20].
1983 stellte Clarke ein neues Subdifferential vor [7], welches Qi und Sun 1993 nutz-
ten, um ein semiglattes Newton-Verfahren zu entwickeln [29]. Semiglatte Newton-
Verfahren konvergieren lokal mindestens Q-superlinear [17]|. Hintermiiller, Ito und
Kunisch konnten 2002 zeigen, dass sich eine primal-duale Methode mit aktiven Men-
gen (,primal-dual active-set*) zur Losung von quadratischen Problemen mit linearen
Nebenbedingungen auch als semiglattes Newton-Verfahren formulieren lasst [18]. Die
Schrittweiten-Steuerung erfolgt bei diesen Verfahren meist mit Armijo-Schrittweiten.
Es werden jedoch teilweise auch Filter-Methoden eingesetzt, um Schritte abzuleh-
nen [21].

Fiir Probleme mit stetig differenzierbaren Zielfunktionen schlugen Nocedal und Yu-
an 1998 eine Kombination von Trust-Region-Verfahren und Liniensuche vor [26].
Yuan untersuchte 1983 die Eigenschaften von Trust-Region-Algorithmen fiir nicht-
glatte Probleme [37]. Auch Trust-Region-Algorithmen nutzen Newton-Schritte, um
das Subproblem zu 16sen. Das Levenberg-Marquardt-Verfahren kombiniert das Gaufs-
Newton Verfahren mit dem Trust-Region-Ansatz, um kleinste Quadrate-Probleme
zu losen [25]. Michael Ulbrich nutzt in dem von ihm vorgeschlagenen Trust-Region-
Verfahren fiir semiglatte Funktionen Projektionen im Newton-Algorithmus [33].

Aufbau

Kapitel 2 enthélt eine genaue Definition der Voraussetzungen. Dariiber hinaus wer-
den die Notation und weitere wichtige Begriffe fiir diese Arbeit eingefiihrt. Die Pro-
blemstellung wird in Kapitel 3 exakt formuliert. In Kapitel 4 wird ein semiglattes
Newton Verfahren entwickelt. Der Algorithmus nutzt anstelle der Ableitungen der
Zielfunktion Subdifferentiale von Prox-Schritten der gesplitteten Zielfunktion. Aufer-



dem wird eine Modifikation vorgenommen, um eine mogliche Verbesserung der Eigen-
schaften des Systems zu untersuchen. Um eine bessere Konvergenz zu erzielen wird in
Kapitel 5 eine modifizierte Form des Levenberg-Marquardt-Algorithmus entwickelt,
welche ebenfalls die Subdifferentiale von Prox-Schritten nutzt. Des Weiteren wird das
Konvergenzverhalten dieses Verfahrens untersucht. Die vorgestellten Algorithmen
werden in Kapitel 6 auf das Rudin-Osher-Fatemi-Problem (ROF-Problem) [31], als
typisches nichtglattes Bildverarbeitungsproblem, angewendet. Das Modell von Ru-
din, Osher und Fatemi dient der Entfernung von - iiblicherweise normalverteiltem -
Rauschen in Bildern unter Kantenerhalt. Die Ergebnisse der Experimente mit den
neuen Algorithmen werden aufserdem mit den Losungen der PDHG-Methode und
eines Interior-Point-Algorithmus verglichen. Im letzten Kapitel 7 werden die Ergeb-
nisse dieser Arbeit diskutiert.






Grundlagen

In diesem Kapitel werden neben der Notation die wichtigsten Begriffe und einige
niitzliche Aussagen zum Verstdndnis der Arbeit erldutert. Fiir Grundlagen aus der
Analysis sei auf die Lehrbiicher von Forster [10, 11, 12| verwiesen. Elementare Begriffe
der Optimierung, wie sie beispielsweise im Anhang des Werkes von Nocedal und
Wright [25] erldautert werden, werden ebenfalls als bekannt vorausgesetzt.

2.1 Notation und mathematische Konventionen

Die Menge der reellen Zahlen wird mit R bezeichnet. Alle Vektoren z € K% sind
Spaltenvektoren der Dimension d {iber dem Korper K. Der effektive Definitionsbe-
reich {z € R" : f(z) < oo} einer Abbildung f: R" — RU{—00, 00} wird mit dom(f)
bezeichnet. Mit || - || werden Normen geschrieben. Spezielle Normen werden durch
den entsprechenden Index gekennzeichnet. Wenn kein Index angegeben ist, wird fiir
Vektoren die euklidische Norm und fiir Matrizen die Operatornorm verwendet. Die
Einheitsmatrix wird mit I bezeichnet. Die Eigenwerte einer n-dimensionalen symme-
trischen Matrix A werden mit o;(A), i = 1,...n, bezeichnet. Dabei werden Eigen-
werte mit einer algebraischen Vielfachheit iiber 1 auch mehrfach genannt und es gilt
01(A) > 02(A) > -+ > 0,(A). Mit f: X =Y wird eine mengenwertige Abbildung
[ bezeichnet, welche Elemente aus X auf Teilmengen von Y abbildet [30].

2.2 Grundbegriffe und Aussagen

Ziel dieser Arbeit ist es, Optimierungsprobleme in der Bildverarbeitung zu lésen. Ein
Bild ist dabei im Rahmen dieser Arbeit zunéchst eine reelle, skalar- oder vektorwer-
tige Funktion S: D — R", wobei D das Bildgebiet darstellt.

Um auch mit den erweiterten reellen Zahlen RU{—o00, oo} arbeiten zu konnen, werden
zuerst einige Rechenregeln eingefiihrt.
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Definition 2.1 (Rechenregeln fiir erweiterte reelle Zahlen)
Es sei ¢ € R™ beliebig. Dann gelten folgende Regeln:

1. £00 4+ ¢ = o0,

2. +00-0=0,

3. infR =supl) = —o0,
4. inf() = supR = oo und

5. 00 F 00 = 0.

Da in dieser Arbeit mit nichtglatten Funktionen gearbeitet wird, werden verschie-
dene Arten von Subdifferentialen eingefiihrt. Subdifferentiale sind mengenwertige
Operatoren. An Stellen, an denen eine Funktion differenzierbar ist, stimmen sie mit
dem Differential iiberein. In den iibrigen Punkten enthélt ein Subdifferential mehre-
re Subgradienten, welche die Funktion jeweils nur in diesem einen Punkt beriihren.
Enthélt ein Subdifferential die 0, so liegt an der Stelle entweder ein Optimum oder
ein Sattelpunkt.

Definition 2.2 (Subdifferential; |30, Def. 8.3])
Sei §: R" — RU{—00, 00} eine Funktion und z € R™ ein Punkt, sodass S(z) endlich
ist. Dann heifst die Menge

98(x) == 4 J € R : limint 2 &) = S@) = ()7 = 7)
o |z — ||

>0 (2.1)

requldres Subdifferential von S an der Stelle x und die Menge
0S(z) :={J e R": H{xx} C R" mit 2 — z, S(z) — S(x) und

E{Jk} € éS(iL‘k) mit Jk — J} (2‘2)

wird als Subdifferential von S an der Stelle x bezeichnet.

Im Vergleich zum reguldren Subdifferential muss der Limes inferior im klassischen
Differential mit dem Limes superior iibereinstimmen und den Wert 0 annehmen.
Fiir eigentliche, konvexe Funktionen S stimmen das Subdifferential und das regulé-
re Subdifferential immer iiberein [30, Prop. 8.12]. Eine eigentliche Funktion nimmt
niemals den Wert —oo an und ist in mindestens einem Punkt endlich [30, S. 5].

Die weiteren Subdifferentialbegriffe setzen eine stirkere Form der Stetigkeit voraus,
die Lipschitz-Stetigkeit, welche hier in Anlehnung an [25] eingefiithrt wird.

Definition 2.3 (Lipschitz-Stetigkeit; [25, S. 624])
Sei © C R”™ eine Menge und S: 2 — R™ eine Funktion. Es bezeichnen || - ||y und
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| - [[w beliebige Normen auf R™ bzw. R"™. Falls fiir eine Teilmenge N C Q eine
Lipschitz-Konstante L > 0 existiert, sodass fiir alle z,y € N gilt

15(z) = S(llv < Lllz = ylw, (2.3)

so heillt S Lipschitz-stetig auf N.

Fiir einen beliebigen Punkt x € Q wird S lokal Lipschitz-stetig in x genannt, falls
eine offene Umgebung N' C Q von z und eine Konstante L > 0 existieren, sodass die
obige Bedingung (2.3) fiir alle y € N erfiillt ist.

Ein Subdifferentialbegriff, welcher nur fiir Lipschitz-stetige Funktionen definiert ist,
ist das nun folgende B-Subdifferential. Ist eine Funktion in = lokal Lipschitz-stetig,
so ist sie in einer offenen Umgebung von x fast iiberall differenzierbar |34].

Definition 2.4 (B-Subdifferential; [34, Def. 2.1])
Sei 2 C R" offen und S: Q@ — R™ eine in x € 2 lokal Lipschitz-stetige Funktion. Dg
bezeichne die Menge aller Punkte, in denen S differenzierbar ist. Die Menge

0pS(z) :={J e R"""™: IH{xy} C Dg mit z, — x,VS(x) — J} (2.4)

heifst B-Subdifferential von S in x, benannt nach Georges Bouligand.

Zur Veranschaulichung wird die Lipschitz-stetige Abbildung f : R — R mit f(z) = ||
betrachtet. Das B-Subdifferential im Punkt 2 = 0 ist die Menge {—1,1}. An der Stel-
le 0 nimmt f das Minimum an. Im B-Subdifferential ist die 0 jedoch nicht enthalten.
Daher kann es - zumindest intuitiv - nicht genutzt werden, um mittels des Newton-
Verfahrens das Minimum zu bestimmen. Denn im Newton-Verfahren wird das Mini-
mum durch das Finden einer Nullstelle des Differentials bestimmt (vgl. Kapitel 4).
Frank Clarke fiihrte in [7] einen allgemeineren Begriff ein:

Definition 2.5 (Clarkes generalisierte Jacobi-Matrix; |7])

Sei 2 C R” offen und S: © — R™ eine in x € () lokal Lipschitz-stetige Funktion.
Die konvexe Hiille des B-Subdifferentials dcS(x) := co(0pS(z)) an der Stelle z € Q
heifst Clarkes generalisierte Jacobi-Matriz.

Betrachtet man nun erneut die Funktion f(z) = |z|, so erhédlt man 0¢ f(0) = [—1, 1].
Dieses Subdifferential enthélt die 0 und ist somit dazu geeignet, die Optimalitétsbe-
dingung 0 € J¢ f(x) zu iiberpriifen. Der Vergleich der beiden Subdifferentialbegriffe
ist in Abbildung 2.1 zu sehen.

Im Folgenden wird hauptsichlich mit Clarkes generalisierter Jacobi-Matrix gearbei-
tet.

Sie ist eine nichtleere, kompakte und konvexe Menge. Zudem ist sie lokal beschrinkt
und oberhalbstetig [34, Prop. 2.2]. Oberhalbstetigkeit bedeutet fiir eine mengenwer-
tige Abbildung f: Q = R™, Q C R"”, dass fiir jedes x € € und fiir alle € > 0 ein
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Abbildung 2.1: Vergleich (a) des B-Subdifferentials und (b) der generalisierten
Jacobi-Matrix nach Clarke fiir die Betragsfunktion f. Die roten
Geraden sind die Elemente des B-Subdifferentials. Die generalisier-
te Jacobi-Matrix enthélt alle Geraden, die durch den hinterlegten
Bereich verlaufen.

0 > 0 existiert, sodass fiir alle y € Q mit der Eigenschaft ||z — y|| < 0

fly) S{z+h:ze f(x)|h] <e} (2.5)

erfiillt ist [34, Def. A.7].
Um das Wachstum von Funktionen zu vergleichen, wird die O-Notation genutzt,
welche von Landau eingefiihrt worden ist.

Definition 2.6 (Landau-Symbole; [11, S. 133ff.])
Seien f,g: D — R zwei Funktionen und xg ein Beriihrpunkt von D. Dann wird

f(x) =o(g(x)), fir x — z9, x € D (2.6)

geschrieben, wenn fiir alle ¢ > 0 ein § > 0 existiert, sodass fiir jedes z € D, fiir das
|z — xo| < 6 gilt,

|f(@)| < elg()| (2.7)
erfiillt ist. Man schreibt

f(z) = O(g(x)), fir x — x0, z € D, (2.8)
falls eine Konstante ¢ > 0 und ein a € D existieren, sodass fiir alle x > a gilt, dass

()] < clg(=)] (2.9)

erfillt ist.
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In Anlehnung an [17] wird nun der Begriff Semiglattheit eingefiihrt:

Definition 2.7 (Semiglattheit; [17, Theorem: 2.9])
Sei {2 C R" offen und nichtleer. Eine Funktion S: 2 — R™ heifit semiglatt, wenn fiir
alle w € Q) die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:

1. S ist lokal Lipschitz-stetig in w,
2. die Richtungsableitungen
S(w+td) — S(w)

= lim 2.1
/(w,d) =l : (210)
existieren fiir alle Richtungen d € 2 und
3. fiir jedes J € 0cS(w + d) mit d — 0 gilt
1S(w + d) = S(w) — Jd|| = of||d]). (2.11)

Der Begriff wurde von Mifflin [20] fiir Funktionale eingefiihrt und spéter von Qi und
Sun auf vektorwertige Funktionen [29] erweitert.
Ein Beispiel fiir eine nicht semiglatte Funktion ist f: R — R mit

B :L'QSiH(%), x #0,
f(@) = {0, e (2.12)

Diese Funktion f ist lokal Lipschitz-stetig und auch die Richtungsableitungen exis-
tieren, sodass Clarkes generalisierte Jacobi-Matrix

2xsm(1) —cos(l), x #0,

L . (2.13)

oo f(z) = {

bestimmt werden kann. Allerdings ist die dritte Bedingung fiir Semiglattheit nicht
erfiillt. Betrachtet man die Stelle x = 0, so erhélt man fiir d — 0 nur

‘ d? sin <2) — 0 — 2dsin <1> +cos( >H o(||d|). (2.14)

Diese Funktion ist also nicht semiglatt. Dieses Beispiel veranschaulicht die Bedeutung
der dritten Bedingung. Diese ist mit der totalen Differenzierbarkeit vergleichbar. Bei
zu starken Anderungen der Richtungsableitungen in einem Punkt ist sie nicht mehr
erfiillt.

Es werden zwei weitere Funktionen g,h: R — R betrachtet. Neben der konvexen
Betragsfunktion ist auch g(x) = log(1 + |z|) semiglatt, aber nicht konvex. Dagegen
ist h(x) = /]| nicht semiglatt, da h nicht lokal Lipschitz-stetig ist.

Semiglattheit bleibt bei Addition, skalarer Multiplikation und Verkettung erhal-
ten [20]. Stetige Differenzierbarkeit ist eine stérkere Eigenschaft als Semiglattheit.
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Konvexitét sowie stiickweise Differenzierbarkeit implizieren Semiglattheit [32, 36].
Normen sind ebenso wie stiickweise affine Funktionen semiglatt [36].

Zur Beschreibung des Problems werden im Verlauf dieser Arbeit die Konjugierte einer
Abbildung und Proximal-Abbildungen (,proximal mappings*) benétigt. Die beiden
Begriffe werden nun analog zu [30] eingefiihrt.

Definition 2.8 (Konjugierte; [30, S. 473])
Fiir eine Funktion f: R” — RU{—o00, 0o} heift die Funktion f*: R" — RU{—00, 00}
mit

[ () := sup {{v,u) — f(u)} (2.15)

uER™

die (Legendre-Fenchel-)Konjugierte von f.

Fiir eine konvexe und unterhalbstetige Funktion f gilt, dass f** = f ist [3, S. 94].
Eine Funktion f: R™ — R heiftt unterhalbstetig, wenn fiir alle o € R gilt, dass die
Menge

{z € dom(f): f(z) < a} (2.16)
abgeschlossen ist |30, Theorem 1.6].

Definition 2.9 (Moreau-Hiille und Proximal-Abbildung; [30, Def. 1.22])
Sei §: R™ — RU{—00, 00} eine eigentliche, unterhalbstetige Funktion und sei A > 0.
Die Funktion

exf(z) = min {f(u) + %Hu - z||2} (2.17)

u€R™

heifst Moreau-Hiille. Der zugehorige Minimierer

Pogte) = arg guin { 7(0) + 212} 219

wird als Prozimal-Abbildung oder Proz-Schritt bezeichnet.

In [22| werden zwei niitzliche Eigenschaften fiir Proximal-Abbildungen gezeigt.

Satz 2.10 (|22, Prop. 4a))
Sei f: R" — R U {—00,00} eine konvexe und eigentliche Funktion und seien z,y,
z € R™. Dann gilt:

z=x+yNf@)+f(y) = (z,y) & x=Pz) Ny = Ppe(2). (2.19)

Diese Aussage erleichtert die Berechnung des Prox-Schrittes, wenn die Proximal-
Abbildung der Konjugierten bekannt ist, denn sie impliziert

Pp(2)=y=2—x=2— Ps(2). (2.20)
Des Weiteren gilt:

10
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Satz 2.11 (|22, Prop. 6a])
Sei f: R" — RU {—00,00} eine konvexe und eigentliche Funktion und sei z € R".
Dann gilt:

x=Py(z) & ze€x+ Nf(x). (2.21)
Diese Aussage folgt direkt aus der Optimalitdtsbedingung

065‘f(x)+§(a;—z) (2.22)

fiir die Proximal-Abbildung.
Zuletzt wird noch die Monotonie einer Abbildung eingefiihrt.

Definition 2.12 (Monotonie; |30, Def. 12.1])
Eine mengenwertige Abbildung T: R™ = R™ heifit monoton, falls

(y1 = Yo, ¥1 — w0) = 0 (2.23)

fir alle zo, z1 € R™, yo € T(x0), 11 € T(z1) gilt.
Wenn zusétzlich die Gleichheit nur im Fall zg = 21 gilt, so heilst T' strikt monoton.

Monotonie spielt in der konvexen Analysis eine grofse Rolle. Wenn eine eigentliche
Abbildung T: R — R U {—o00,00} konvex ist, so sind die Elemente ihres Sub-
differentials monoton. Fiir eigentliche, unterhalbstetige Abbildungen gilt sogar die
Aquivalenz [30, Theorem 12.17].

Auf Grundlage der in diesem Kapitel eingefithrten Begriffe und Aussagen werden
im weiteren Verlauf der Arbeit Lésungsverfahren fiir die Problemstellung entwickelt
und analysiert, welche im folgenden Kapitel vorgestellt wird.
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Problemstellung

In der Bildverarbeitung stoft man héufig auf konvexe Minimierungsprobleme. Sie
treten beispielsweise bei der Rauschreduktion von Bildern oder auch bei Segmentie-
rungsproblemen auf. Diese Probleme sind jedoch selten stetig differenzierbar.

In dieser Arbeit sollen konvexe, eigentliche, nicht differenzierbare Probleme der Form

nf (e,u) + g(u) + f(Au —b) (3.1)

betrachtet werden. Dabei seien A € R™*™, b € R™, ¢ € R". Die Funktion g: R — R
sei zweimal stetig differenzierbar und konvex, f: R™ — R U {—o00, 0o} sei unterhalb-
stetig, eigentlich und ebenfalls konvex.

Da die Zielfunktion in (3.1) konvex und eigentlich ist, existiert mindestens ein Mi-
nimierer. Aufgrund der Konvexitdt sind alle lokalen Minimierer sogar globale Mini-
mierer und die Menge der Minimierer ist ebenfalls konvex. Bei strikter Konvexitét
ist der Minimierer sogar eindeutig [30, Theorem 2.6].

Mittels der Konjugierten lasst sich das duale Problem herleiten:

infsup (¢, ) + g(u) + (v, Au=b) — f*(v) (3.2)
> supinf {e.u) +g(u) + (A v.u) — (v.0) = f*(0) (33)
=sup —(v.0) — () ~ sup {{~A"v — c.u) —g(u)} (3.4)
=sup ~(v.0) ~ g (~ATv — ) = J*(v). (35)

Aus den Sattelpunktproblemen (3.2) und (3.3) lassen sich nun die notwendigen
primal-dualen Optimalitdtsbedingungen

{o € dg(u) — (—ATv —¢),

(3.6)
0€df*(v) — (Au —b)

13



3 Problemstellung

ableiten. Falls die Optimalitiatsbedingungen fiir (u,v) = (u*, v*) erfiillt sind und der
primale und der duale Zielfunktionswert gleich sind, also

(e, u") + g(u’) + f(Au" = b) = —(v*,0) — g*(~=ATv" —¢) = f*(v") (3.7)

gilt, sind die Optimalitdtsbedingungen auch hinreichend [25].
Mittels der Aquivalenz aus Satz 2.11 lassen sich die Optimalititsbedingungen fiir ein
beliebiges festes 7 > 0 umschreiben zu:

0€dgu)—(—ATv—rc) & 0e7dg(u) —T(—ATv—¢) (3.8)
s0cu—(ut+7(—ATv—c)) +70g(u) (3.9)
S u=Pylutr(—ATv—¢)) (3.10)
S0=u—Pylut+r(—ATv—0c)), (3.11)

analog gilt fiir ein beliebiges festes o > 0:
0€df*(v) = (Au—b) © 0=v— FPyp<(v+ 0(Au —b)). (3.12)

Diese Formulierung erlaubt es nun, das urspriingliche Minimierungsproblem 3.1 durch
Losen des nichtlinearen Gleichungssystems

U_PT (U+T(—ATU—C)) N
< U—Pif*(v—i—a(Au—b)) > =0 (3.13)

zu losen. Die Losungsmenge dieses Gleichungssystems ist nichtleer, da das Minimie-
rungsproblem 3.1 mindestens eine Losung besitzt. Die Wahl der Parameter ¢ und 7
spielt fiir die Losung des Gleichungssystems keine Rolle. Allerdings beeinflusst sie die
Konvergenz iterativer Verfahren zur Losung des Minimierungsproblems (3.1). Denn
die Aquivalenzen in (3.8) - (3.12) beruhen auf der Annahme, dass (u,v) ein kritischer
Punkt der Sattelpunktprobleme (3.2) und (3.3) ist. Diese ist jedoch fiir die Iterierten
nicht erfillt.

Zur Losung von (3.13) gibt es verschiedene Moglichkeiten. Hier werden zwei Losungs-
ansétze vorgestellt. Als erstes wird in Kapitel 4 das semiglatte Newton-Verfahren
eingefithrt, welches auf der Idee des klassischen Newton-Verfahrens beruht. Anstelle
von Ableitungen werden jedoch Clarkes generalisierte Jacobi-Matrizen genutzt. An-
schliefend wird in Kapitel 5 eine Adaption des Levenberg-Marquardt-Algorithmus
eingefithrt. Dazu wird die Nullstellensuche erneut als Minimierungsproblem formu-
liert, um dann wie im vorherigen Ansatz Clarkes generalisierte Jacobi-Matrizen ver-
wenden zu kénnen.
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Semiglattes Newton-Verfahren

In diesem Kapitel wird ein semiglattes Newton-Verfahren vorgestellt, um das Pro-
blem 3.13 aus Kapitel 3 zu 16sen. Das Newton-Verfahren wird genutzt, um Null-
stellen einer Funktion zu finden [25]. Es ist ein iteratives Verfahren, das die Taylor-
Approximation erster Ordnung nutzt. Fiir eine differenzierbare Funktion f: R” — R"
ergibt sich aus dieser in der k-ten Iteration die sogenannte Newton-Richtung

d, = — (Vf(zk) " flaw). (4.1)

Dazu muss die Jacobi-Matrix invertierbar sein. Damit dj eine Abstiegsrichtung ist,
muss d; f(zx) < 0 sein. Mit (4.1) folgt

Vf(zp)de = —f(z1) (4.2)
& —dy V f(ap)dy = dj f(z). (4.3)

Aufgrund der Negativitit der rechten Seite muss die Jacobi-Matrix V f(z) positiv
definit sein [25]. Die grundlegende Iteration hat dann die Form

Thtl = Tk + Vgpdy. (4.4)

Dabei ist v > 0 die Schrittweite. Zur Schrittweiten-Steuerung werden unterschiedli-
che Methoden angewendet. Eine Mdoglichkeit, die auch in dieser Arbeit genutzt wird,
sind Armijo-Schrittweiten. Die Armijo-Bedingung fiir ein ¢ € (0,1)

flag + vedy) < fxg) + Cl/ka,;rdk (4.5)

sorgt dafiir, dass die Verringerung des Funktionswertes proportional zu dem Gradi-
enten und der Schrittweite vy der aktuellen Iteration ist [25].

Im Unterschied zum Newton-Verfahren fiir differenzierbare Funktionen wird im se-
miglatten Newton-Algorithmus ein beliebiges Element aus Clarkes generalisierter
Jacobi-Matrix (siehe Definition 2.5) anstelle des Gradienten zur Bestimmung der
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4 Semiglattes Newton-Verfahren

Suchrichtung genutzt. Trotz dieser Beliebigkeit, kann man zeigen, dass das Verfahren
lokal mindestens Q-superlinear konvergiert, wenn alle Elemente aus Clarkes genera-
lisierter Jacobi-Matrix an der Nullstelle * von f invertierbar sind. Das bedeutet,
dass

[ehsr — 2™ = o([lzr — 27) (4.6)
fir £ — oo gilt [17].

Definition 4.1 (Semiglattes Newton-Verfahren [17, Algorithmus 2|)
Fiir eine semiglatte Funktion F': R® — R", ist das semiglatte Newton- Verfahren wie
folgt definiert:

Algorithmus 1 Semiglattes Newton-Verfahren

Eingabe: o € R"
1: k=0
2: while Abbruchkriterium nicht erfillt do
3:  Wahle G(zx) € dcF (xf) beliebig
4:  Lose G(zk)dy, = —F(xy) nach di,
5 Tpy1 = Tk t+dg
6: k=k+1
7: end while

Der Schritt in Zeile 4 ist ohne weitere Voraussetzungen nicht immer moglich. Daher
wird hier in der Implementierung ein Vielfaches der Einheitsmatrix auf die Newton-
Matrix G(xy) addiert (vgl. Kapitel 6).

4.1 Newton-System

Die Optimalitatsbedingungen (3.6) fiir das betrachtete Minimierungsproblem (3.1)
sind mengenwertig. Daher ldsst sich das semiglatte Newton-Verfahren nicht direkt
auf diese anwenden. Fiir semiglatte Prox-Schritte, ldsst sich das Problem (3.1) jedoch
iiber das Gleichungssystem (3.13) 16sen. Dieses bietet den Vorteil, dass es keine In-
klusionen mehr enthilt, sondern nur noch Gleichungen. Man nutzt also die Funktion

u— Pry(u+71(—ATv—c))

Flu,v) = < v — Pyp(v + o(Au — b)) ) (47)

fiir das semiglatte Newton-Verfahren. Unter der Voraussetzung, dass die Prox-Schritte
semiglatt sind, existieren auch Clarkes generalisierte Jacobi-Matrizen, denn Semi-
glattheit setzt die Existenz aller Richtungsableitungen (vgl. Definition 2.7 Bedin-
gung 2) voraus. Dies sichert die Existenz des B-Subdifferentials und damit auch der
generalisierten Jacobi-Matrix nach Clarke.
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4.2 Modifiziertes Newton-System

Das klassische Newton-Verfahren kann nicht zur Losung des Gleichungssystems (3.13)
genutzt werden, da die Proximal-Abbildungen nicht unbedingt stetig differenzierbar
sind. Ein Beispiel dafiir ist die konvexe, semiglatte Betragsfunktion A: R — R mit
h(z) = |z|. Die zugehorige Proximal-Abbildung

r+1, =< -1,
Pu(z) = {0, | <1, (4.8)
r—1, x>1

ist nicht differenzierbar [8].
Aus Algorithmus 1, Zeile 4, erhélt man somit das Newton-System

I-K 7KAT\ (u*\  (u—Pyu+71(-ATv—2c)) (4.9)
—oHA I-H)\W) \v—Pyp(v+o(Au—10b)) )" ’
Dabei sind K und H so gewéahlt, dass

K € 9cPry(u+1(—ATv—¢)) und (4.10)
H € 0cPyp«(v+o(Au—b)). (4.11)

Dieses System ist jedoch nicht in jedem Fall eindeutig 16sbar. Ergibt sich beispielswei-
se K = 1/2] und H = I, so erhélt man auf der linken Seite des Newton-Systems (4.9)
die Newton-Matrix

C/;; i 264T> : (4.12)

Im Kern dieser Matrix ist fiir v € ker(A") auch der Vektor (O, U)T. In dem Fall, dass
A aus der Diskretisierung eines Differentialoperators stammt, liegen alle Konstanten
v in ker(A"). Dieser Fall kann beispielsweise bei entsprechender Wahl von 7 und o
bei der Losung des Rudin-Osher-Fatemi-Problems auftreten (vgl. Kapitel 6.1); dort
entspricht AT dem Divergenzoperator.

4.2 Modifiziertes Newton-System

Es wird nun versucht, das System (4.9) durch eine Multiplikation mit einer Block-
matrix einfacher 16sbar und effizienter implementierbar zu machen. Das neue System
soll symmetrisch sein, sodass der Speicherbedarf reduziert werden kann. Wenn die
neue Newton-Matrix zudem auch positiv definit ist, besitzt das System eine eindeu-
tige Losung. Aufserdem kann das Newton-System dann iiber effizientere Verfahren
fiir symmetrisch positiv definite Systeme gelost werden. Zur Modifikation wird die
Blockmatrix

B= <(T[§)_1 (_Gg{)_1> (4.13)
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4 Semiglattes Newton-Verfahren

genutzt. Dabei wird angenommen, dass die Inversen K~ und H~! zu den Matrizen
K und H aus (4.10) und (4.11) existieren. Aus der Multiplikation von links mit der
Matrix B aus (4.13) ergibt sich das modifizierte System

(U™ o) () =2 (e )
_ <(TK)1£u — Prg(u+ T(—ATv — c)))) '
(—cH) v — Pyp<(v+ o(Au —1)))
(4.14)

Das Problem dieses Ansatzes ist, dass zur Aufstellung des Systems die Elemente
aus Clarkes generalisierter Jacobi-Matrix zu den Prox-Schritten bestimmt werden
miissen.

Das modifizierte System besitzt, wie im Folgenden gezeigt wird, einige interessan-
te Eigenschaften. Zuerst wird der Zusammenhang zum Newton-System im glatten
Fall gezeigt. Anschlieftend wird die Newton-Matrix auf Symmetrie und Definitheit
untersucht.

4.2.1 Zusammenhang zum glattem Fall

Ziel dieses Abschnittes ist es, zu zeigen, dass die modifizierte Newton-Matrix (4.14)
im Fall stetiger Differenzierbarkeit der klassischen Newton-Matrix entspricht.
Dazu wird das restringierte Optimierungsproblem

irkf g(z), sodass Az—b=0 (4.15)

z€R™
. 0, z=0,

—inf g(z) + f(Az—b), f() = — Soy() (4.16)
z€R™ 00, sonst

= inf sup {g(z) +v'(Az — b)} (4.17)
ZER” ’UERm

betrachtet. Dabei sei g: R™ — R eine quadratische Funktion mit z — %zTM z4+clz.
Die Matrix M € R™™ sei positiv definit und ¢ € R™ Um das Newton-System
aufzustellen, werden die Prox-Schritte Pr4(u) iiber die Optimalitidtsbedingung fiir
den Prox-Schritt (2.22)

0=z—u+71Vg(2)
S0=z—u+17(Mz+c¢)
S0=UI+7M)z+71c—u
sz=T+17M) Y u—Tc),

das heift Prg(u) = (I + 7M)~ (u — 7¢), und fiir f*(u) =0

1
Py (u) :argminin—u||2+a-0:u (4.22)
z
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4.2 Modifiziertes Newton-System

bestimmt. Daraus ergeben sich

K =0cPrg(u) = (I +7M)! (4.23)
o M= %(K‘l s (4.24)

und
H = 0¢Pype(u) = 1. (4.25)

Denn fiir stetig differenzierbare Funktionen stimmen Clarkes generalisierte Jacobi-
Matrix und die Jacobi-Matrix iiberein. Der Grund dafiir ist, dass in jedem Punkt
einer solchen Funktion alle Richtungsableitungen gleich sind. Daher enthélt das B-
Subdifferential in jedem Punkt nur ein Element, ndmlich die Jacobi-Matrix. Da
Clarkes generalisierte Jacobi-Matrix der konvexen Hiille des B-Subdifferentials ent-
spricht, enthélt auch diese jeweils nur ein Element. Man erhélt somit im modifizierten
System (4.14) auf der linken Seite die Newton-Matrix

M AT Vg AT
R EEN) 20
Dies entspricht der Matrix im klassischen Newton-Verfahren fiir gleichungsbeschréank-
te Probleme [25]. Es lésst sich auch zeigen, dass die rechten Seiten der Systeme iiber-

einstimmen. Im klassischen Verfahren wiirde man die Optimalitdtsbedingungen fiir
die Lagrange-Funktion

1
g(z) + AT (Az —b) = §ZTMZ +c¢' 24+ N (A2 —b) (4.27)
mit A; > 0 fiir alle 4 = 1, ..., m betrachten und erhielte somit die rechte Seite
Mz+c+ ATA
( As — b ) . (4.28)

Setzt man im modifizierten System (4.14) die berechneten Proximal-Abbildungen
und ihre Differentiale ein, so erhélt man

(71_([+TM) (z= (I+7M)"Hz+7(-ATA—0)) —TC)))
—1(A=A—0(Az-b))
B (Mz+c+AT)\>
Az —D

(4.29)

Die Systeme sind also fiir quadratische, gleichungsbeschrankte, differenzierbare Pro-
bleme gleich.
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4 Semiglattes Newton-Verfahren

4.2.2 Symmetrie der Newton-Matrix

Zur Untersuchung der Symmetrie der Newton-Matrix im modifizierten semiglatten
Newton-Verfahren, welches auf dem System (4.14) beruht, werden einige Begrifflich-
keiten bendotigt, die hier in Anlehnung an [30] definiert werden. Zunéchst wird der
Begriff der Prox-Begrenztheit eingefiihrt.

Definition 4.2 (Prox-Begrenztheit; [30, Def. 1.23])
Eine Funktion f: R” — R U {—o00,00} heifst proz-begrenzt, falls es ein A > 0 gibt,
sodass fiir beliebige x € R™ gilt, dass die Moreau-Hiille e) f(x) > —oo ist.

Besitzt eine Funktion also eine eigentliche Moreau-Hiille, so ist sie prox-begrenzt.
Des Weiteren wird die Prox-Regularitéit vorgestellt.

Definition 4.3 (Prox-Regularitét; [30, Def. 13.27])

Eine Funktion f: R™ — R U {—00, 00} heift proz-reguldr in  fir © € df(Z), wenn
f endlich und lokal unterhalbstetig in & ist und ein € > 0 sowie ein p > 0 existieren,
sodass

f(x,)zf(x)—i-(U,x’—@_g

wenn v € df(x),|v— 0] <€z —Z| <eund f(z) < f(Z) + e (4.31)

|z’ — z|? fiir alle 2’ € B(Z,€), (4.30)

Dabei bezeichne B(z, €) die abgeschlossene Kugel um Z mit Radius e.

Nach Rockafellar und Wets [30] gilt:

Lemma 4.4 (|30, Bsp. 13.30])
Eine eigentliche, unterhalbstetige, konvexe Funktion S ist in jedem Punkt & € dom(5)
prox-regular fiir alle o € 95(%).

Die Symmetrie im Minimierer folgt mit:

Satz 4.5 (|30, Korollar 13.53])

Sei f: R" — R U {—00,00} eine prox-begrenzte Funktion und Z ein Punkt mit
der Eigenschaft 0 € 0f(Z). Sei f aufserdem prox-regular fiir © = 0 in Z. Dann
existiert eine offene Menge O, die Z enthélt, sodass alle Elemente der nicht-leeren
und kompakten Menge dp(Pyf)(Z) fiir £ € O symmetrisch sind.

Um Satz 4.5 auf das modifizierte System (4.14) anwenden zu konnen, wird die Ab-

bildung §(u) = g(u) — (—ATv,u) + (c,u) betrachtet, da sich aus der ersten Optima-
litdtsbedingung in (3.6)

0 € dg(u) — (ATv—c¢) (4.32)

< 0 € 0g(u). (4.33)
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4.2 Modifiziertes Newton-System

ergibt. Betrachtet man nun den Prox-Schritt auf g, erhélt man fiir ein primal-dual
optimales Paar (u*,v*) des Problems 3.1:

*

4.34
4.35
4.36
4.37

Py (u™)
@Oeag(u) (—ATv* —¢) +u—u*
< 0€dg(u)+u ( —ATv* —¢)

S u=Py(u"—A v —c).

(4.34)
(4.35)
(4.36)
(4.37)

Die letzte Zeile entspricht der ersten genutzten Optimalitdtsbedingung in (3.6). Ana-
log gilt dies fiir f*. Dazu wird f*(v) = f*(v) — (Au,v) + (b, v) untersucht:

P (v) (4.38)
& 0e (9f*(v) (Au* —b) + v —0* (4.39)
S 0e€df*(v)+v— (v + Au* —b) (4.40)
& u= Pp(v" + Au™ - D). (4.41)

Es folgt also mit Satz 4.5 die Symmetrie der Elemente aus dem B-Subdifferential im
Minimum des urspriinglichen Problems (3.1). Daraus folgt direkt die Symmetrie der
Elemente aus Clarkes generalisierter Jacobi-Matrix im Optimum. Somit sind auch
deren Inverse symmetrisch. Da die Subtraktion der Identitdt die Symmetrie nicht
beeinflusst, sind die beiden Blécke 1/7(K~t — I) und —1/o(H ' — I) ebenfalls sym-
metrisch. Die beiden anderen Blécke der modifizierten Newton-Matrix sind jeweils
die Transponierten voneinander, sodass die Matrix insgesamt symmetrisch ist.

4.2.3 Definitheit

Fiir symmetrisch positiv definite Matrizen A konnen effizientere Losungsverfahren,
wie das Cholesky-Verfahren, fiir Gleichungssysteme der Form Az = y angewendet
werden. Zudem wiirde die positive Definitheit die eindeutige Losbarkeit garantieren.
Daher soll nun die Definitheit der modifizierten Newton-Matrix untersucht werden.
Dazu wird T': R” — R", u + u — P;(u) betrachtet. Es gilt

(T(u) — T, u—u') (4.42)
= (u— Py(u) —u' + Pj(u'), u—u') (4.43)
= (u—u, u—u') — (Py(u) — P3(u), u—u) (4.44)
= |lu— /| = (Py(u) — Py(u'), u—u). (4.45)

Da der Prox-Operator kontrahiert [22, Prop. 5b|, kann man den hinteren Term mit-
hilfe der Cauchy-Schwarz’schen-Ungleichung durch

(Pg(u) — P3(u), u—u') <||P(u) = Py(u)||lu— o] (4.46)

<l = [l = || = JJu — || (4.47)
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4 Semiglattes Newton-Verfahren

abschétzen. Somit ergibt sich insgesamt die Ungleichung

(T(u) = T(u), u—) (4.48)
> Jlu— o[> = flu—|? (4.49)
— 0. (4.50)

Es folgt also die Monotonie von T.

In Anlehnung an [36] kann die positive Semidefinitheit aller Elemente aus dem B-
Subdifferential von T' gezeigt werden, falls der Prox-Operator P; semiglatt und damit
Lipschitz-stetig ist.

Satz 4.6 (|36, Lemma 3.5|)
Sei S: R™ — R"™ eine monotone, Lipschitz-stetige Abbildung und x € R™. Dann ist
jedes Element aus dpS(z) positiv semidefinit.

Beweis. Sei z ein differenzierbarer Punkt.

Es wird zunéchst gezeigt, dass V.S(z) positiv semidefinit ist.

Angenommen V.S(Z) ist nicht positiv semidefinit, das heifit es existieren eine Kon-
stante @ > 0 und ein d € R™ mit ||d|| = 1 und d'VS(Z)d = —a. Fiir ein beliebiges
t > 0sel ¢(t) = S(x +td) — S(x) —tVS(x)d.

Da S in z differenzierbar ist, gilt ||¢(t)|| = o(t), fiir ¢ — 0. Aus der Monotonie von
S folgt aukerdem

0 < (td, S(z + td) — S(z)) (4.51)
= (td, ¢(t) +tVS(2)d) (4.52)
= (td,tVS(z)d) + (td, ¢(t)) (4.53)
= —t2a + (td, p(t)) (4.54)
und mit der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung
< —t*a +td| [l o(t)]] (4.55)
= —tPa+ o(t?). (4.56)

Dies ist jedoch ein Widerspruch zur Positivitdt von «. Somit ist V.S(Z) positiv se-
midefinit.

Fiir jedes « € R™ und fiir alle J € 9pS(z) existiert eine Folge von differenzierbaren
Punkten 2% — 2, sodass V.S(2*) — J gilt. Da alle V.S(z*) positiv semidefinit sind,
ist auch J positiv semidefinit. O

Wenn P; semiglatt ist, so ist Satz 4.6 auf die betrachtete Abbildung 7" anwendbar. Die
positive Semidefinitheit der Elemente des B-Subdifferentials liefert auch die positive
Semidefinitheit der Elemente aus Clarkes generalisierter Jacobi-Matrix, da diese nur
Konvexkombinationen aus dem B-Subdifferential enthélt.
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4.2 Modifiziertes Newton-System

Somit ist der Block I — K im urspriinglichen System (4.9) positiv semidefinit. Auch
der Block 1/-(K~! — I) im modifizierten System (4.14) ist positiv semidefinit. Dies
lasst sich iiber die Diagonalisierung von K zeigen, da

K=U"DU (4.57)
o I-K=U"U-U"DU (4.58)
& [-K=U"(I-D)U (4.59)

gilt, wobei U orthogonal und D eine Diagonalmatrix ist. Zudem gilt fiir eine positiv
semidefinite Matrix I — K, dass I — D nur nichtnegative Eintrige enthéalt. Damit
besitzt auch D~! — I, da K kontrahierend ist, ausschlieflich nichtnegative Eintrige.
Daraus folgt

U'b'-nUu=U'"D'U-I1=K1'1-1 (4.60)

und somit insgesamt auch die positive Semidefinitheit der Matrix K ~! — I. Analog
lisst sich auch die positive Semidefinitheit der Matrix H~! — I zeigen.

Da jedoch keine Aussage iiber die Definitheit von A getroffen werden kann, ist es
nicht moglich, die Definitheit der modifizierten Newton-Matrix anzugeben.

Somit ist es mit der verwendeten Blockmatrix B nicht gelungen, ein System auf-
zustellen, welches symmetrisch positiv definit ist. Es kann also auch in dem Fall,
dass die Inversen der Ableitungen der Prox-Schritte bestimmt werden koénnen, kein
Losungsverfahren fiir symmetrisch positiv semidefinite Systeme angewendet werden.
Daher wird im néchsten Kapitel an Stelle eines Newton-Verfahrens ein Levenberg-
Marquardt-Ansatz gewahlt, um das Problem (3.1) zu lésen.
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Semiglatter Levenberg-Marquardt-
Algorithmus

In diesem Kapitel wird zunéchst der klassische Levenberg-Marquardt-Algorithmus
erlautert. Darauf aufbauend wird eine modifizierte Version des Algorithmus fiir se-
miglatte Funktionen entwickelt. Abschliefsend erfolgt die Konvergenzanalyse des vor-
gestellten modifizierten Algorithmus.

5.1 Klassischer Levenberg-Marquardt-Algorithmus

Der Levenberg-Marquardt-Algorithmus dient der Losung des Minimierungsproblems
in S F()? (51)
arg min —||F(x .
ngﬁR" 2

flir eine stetig differenzierbare Funktion F': R” — R™. Zur Minimierung wird ein
Gauft-Newton-Ansatz genutzt, wobei anstelle einer Liniensuche das Trust-Region-
Verfahren angewendet wird [23].

Die Idee eines Trust-Region-Verfahrens ist es, iiber eine lokale Approximation der
Funktion innerhalb der aktuellen Trust-Region die nichste Iterierte zu bestimmen.
Dazu muss in jeder Iteration eine Modell-Funktion iiber die Trust-Region minimiert
werden. Die Grofie der Region wird dabei in jeder Iteration angepasst, um eine aus-
reichende Verbesserung des Zielfunktionswertes zu erreichen [25].

Die Losung des Problems (5.1) entspricht der Losung von

1
x+arg(11q€1]}£1}l §||F(a:—i-al)|]2 (5.2)

fiir ein beliebiges # € R". Linearisiert man den Term (d) = 1/2||F(z + d)|?, so
erhélt man 1 (d) = 1/2||F(z) + VF(z)d||?. Es soll nun 1 unter der Bedingung, dass
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5 Semiglatter Levenberg-Marquardt-Algorithmus

|ld||?> < A% mit A > 0 gilt, minimiert werden. Im Folgenden gelten die Bezeichnungen:
fr == F(zx) und VF () := Gj. Fur den Minimierer gilt

A

0= Va g llf + > + 5 (1) — A7) (53)
S 0=G" (f+Gd)+ ) (5.4)
ed=— (GTG + )\I)A aTf (5.5)

mit A > 0 [23]|. Es muss nun also nach Nocedal und Wright [25] das Trust-Region
Subproblem

-1
d=— (GTG+/\I) aTy,
so dass ||d]| < A

(5.6)

gelost werden.
Aufgrund der Symmetrie von GG ist eine Eigenwertzerlegung G' G = QAQ T mog-
lich. Daraus ergibt sich

-1
d=— (QAQT + AI) GTf (5.7)
=-QU+A)T QTGS (58)
da @ eine orthogonale Matrix ist [25].
Es bezeichne ¢; die j-te Spalte von @ und Uj(GTG) den j-ten Eigenwert von G'G.

Dann lésst sich fiir ein beliebiges A, welches nicht das Negative eines Eigenwertes
von GG ist, das Subproblem aufgrund der Orthogonalitéit von @ schreiben als

n TT
_ GG f
13 o9
" (¢f GTf)?
sodass ||d|| = J < A. 5.10

Fiir den Fall, dass A\ grofer ist als —o,(G'G), ist ||d|| auf dem offenen Intervall
(—on(GTG), 00) stetig und monoton fallend gegen 0 fiir A\ — oco. Zudem gilt, falls
q GTf # 0 ist, dass limy_,_, (7@ lldl| = oo. Somit gibt es in diesem Fall eine
eindeutige Losung A* der Nebenbedingung auf diesem Intervall. Andere Losungen
aufkerhalb des Intervalls sind auch moglich. Diese werden hier nicht beriicksichtigt,
da sie nicht die positive Definitheit von GG + AT liefern [25]. Positive Semidefinit-
heit ist jedoch nach folgendem Lemma von Moré und Sorensen [24] eine notwendige
Bedingung fiir eine Losung des Trust-Region-Subproblems.

Lemma 5.1 ([24, Lemma 2.1])
Fiir eine Losung d* des Trust-Region-Subproblems (5.6) existiert ein A > 0, sodass
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5.2 Modifizierter Levenberg-Marquardt-Algorithmus

e GG+ A\ positiv semidefinit ist und

o MA — ||d*||) = 0 gilt.

Der Fall q1T G f = 0 wird nach [24] als ,hard case* bezeichnet, da er nicht zwingend
eine Losung des Subproblems (5.6) im Intervall (—o,(GTG),00) liefert, weil der
Grenzwert limy_,_, (7¢) [|d|| nicht gegen oo geht.

Um eine Losung fiir das Subproblem (5.6) zu finden, werden zwei Funktionen einge-
fiihrt:

P1(A) = [ldN)[| — A (5.11)
und
1 1
$2(A) = TS (5.12)

Zur Erfiillung der Nebenbedingung in (5.6) muss ¢1(\) = 0 gelten. Fiir einen Trust-
Region-Radius A > 0 ist dies dquivalent zu der Bedingung, dass ¢2(A\) = 0 gilt.
Somit kann das Subproblem (5.6) durch Anwendung des Newton-Verfahrens auf ¢
gelost werden. Die Updates haben dann nach [25] die Form

$2(Mk)
Ph( k)

Nachdem das Subproblem (5.6) ndherungsweise gelost worden ist, werden der Trust-
Region-Radius angepasst und die néachste Iterierte bestimmt. Dies geschieht jeweils
in Abhéngigkeit von dem Verhéltnis

e SIF@e))? = $I1F (zk + di) |12
sIF@p)l? = 311 F(2k) + VF (k) dg|?

(5.14)

der tatséchlichen Verbesserung des Zielfunktionswertes durch die Anwendung des be-
stimmten Schrittes und der mittels der Linearisierung vorhergesagten Verbesserung.
Je kleiner dieses Verhéaltnis ist, desto deutlicher weicht die tatsdchliche Reduktion
von der Vorhersage ab. Ist das Verhéltnis klein, so wird der Trust-Region-Radius
verringert und fiir sehr kleine p wird ohne Update der Iterierten erneut das Subpro-
blem (5.6) gelost. Ist p jedoch grof, so wird der Radius vergrofert, falls die Losung
des Subproblems (5.6) auf dem Rand des zuléssigen Bereichs liegt [25].

5.2 Modifizierter Levenberg-Marquardt-Algorithmus

Es wird nun ein Levenberg-Marquardt-Algorithmus fiir das Problem (3.1) entwickelt.
Um ein Minimierungsproblem der Form (5.1) zu erhalten, werden erneut (3.11) und
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5 Semiglatter Levenberg-Marquardt-Algorithmus

(3.12) betrachtet. Da diese eine Nullstellensuche erfordern, kann auch die Norm der
beiden rechten Seiten, also des Vektors

u— Prg(u+7(—ATv — c))) ’

F(u,v) := < v— Py (v + o(Au—1b)) (5.15)

betrachtet werden. Diese nimmt ihr Minimum an der Nullstelle an.

. T T\
Im Folgenden sei z = (u , U ) .
Fiir die Linearisierung wird aufgrund der Nicht-Glattheit von F'(u,v), wie im se-
miglatten Newton-Ansatz zuvor, auch Clarkes generalisierte Jacobi-Matrix genutzt.
Man erhélt fiir ein beliebiges G* € 0o F(x)

- 1 i}
v(d) = S|[F(z) + G d]? (5.16)
als Linearisierung. Daraus ergibt sich das Trust-Region Problem
1
in —|lIF G*dll? 5.17
min || F(z) + G*d||%, (5.17)
so dass ||d|| < A, A>0. (5.18)

Durch Einfiihrung des Lagrange-Multiplikators A > 0 erhélt man durch Differentia-
tion im Optimum

1 ) A
0=Va 5IF @)+ G dI + 3 (ld* - A%)
& 0=G"" (F(z) +G*d) + \d
-1
o d=— (G*TG* + AI) G*TF(x). (5.19)

Zur Untersuchung der Verbesserung wird die Linearisierung in das Ausgangspro-
blem (5.1) eingesetzt. Da hauptséchlich der Quotient aus realer Verbesserung und
vorhergesagter Verbesserung betrachtet wird, wird

o (dy) = ||F () + Grd|)? (5.20)

fir das zu G}, € G gehorende Element dj, definiert.
Aus (5.19) erhélt man

(G;;TG; + u) d=—G.TF(z)
& —lIGid|? = Alld|* = d" Gy F(), (5.21)
wodurch sich die vorhergesagte Verbesserung

$1(0) = o1 (di) = | F(ap)|* = |F(zx) + Grdgl?
= —2F(z3) " Gidy — || Grdi|?
= 2||Grde||* + 2X[|dk||* — || GFdi)?
= || Grdil” + 2| dx|? (5.22)
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5.2 Modifizierter Levenberg-Marquardt-Algorithmus

ergibt.

Da die Uberpriifung der positiven Definitheit im klassischen Trust-Region-Ansatz
sehr rechenintensiv ist, haben Nocedal und Yuan eine Kombination aus Trust-Region-
Verfahren und Liniensuche [26] vorgeschlagen. Diese wird durchgefiihrt, falls in der
ersten Iteration zur Losung des Trust-Region Subproblems (5.19) keine Verbesserung
des Zielfunktionswertes erreicht werden konnte. Die Liniensuche erfolgt dabei in der
Richtung, welche in der ersten Iteration bestimmt worden ist.

Fiir eine Funktion F: R" — R", die semiglatt ist, wird der folgende Levenberg-
Marquardt-Algorithmus betrachtet:

Algorithmus 2 Levenberg-Marquardt

Eingabe: 20 e R", A >0,0<p<1,0< 01 <1 <09, Ape > >0
1: k=0
2: while Abbruchkriterium nicht erfillt do

3:  Wahle Gy, € 0cF(xy) beliebig

4 by = |GGl + R |G F ()|

5. linesearch = FALSE

6: A=0

7. while ||dg|| > Ay do

8: while TRUE do

9: Fiihre Cholesky-Zerlegung G;Gk + Al = R;Rk durch
10: if Cholesky-Zerlegung erfolgreich then
11: break

12: else

13: A = min{b,, A + ¢}

14: end if

15: end while

16: Lose R;dek = —GgF(xk) nach dj,

17: if HdkH > A then

18: Lose R g = dj, nach g

19: Setze A\ = \ + % . ”dkl;A’“
20: end if

21: end while
22:  while ||[F(x; + dy)|| > || F(x3)| do

23: linesearch = TRUE

i — .1 2(|F(zp) | =1 F (2 +dg) )
24: a = max {0,9, /(2+ Ty )}
25: d, = ady

26: end while

27: Tht1 = Tk + di;

28:  if linesearch = TRUE then
29: Ar = 0,94,

30: else , ,
. P @R = @kt dy) |
31: Pk = X P+ TG rdn)|I?
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5 Semiglatter Levenberg-Marquardt-Algorithmus

32: if p > p then

33: if ||dkH = Ay then
34: A = o9\

35: end if

36: else

37: AL = 014

38: end if

39:  end if

40 k=k+1

41: end while

5.3 Analyse des modifizierten Levenberg-Marquardt-Algo-
rithmus

Fiir die Analyse des modifizierten Levenberg-Marquardt-Algorithmus werden im Fol-
genden die Ideen aus dem Konvergenzbeweis von [26, Kapitel 3| genutzt.

Es gelte fr = F(xp). Es wird zunéchst eine untere Schranke fiir die vorhergesagte
maximale Verbesserung gesucht. Die maximale Verbesserung in der k-ten Iteration
fir eine feste Wahl G € OcF(wy,) ergibt sich aus der Linearisierung und hat die
Form

o(0) — ok (dy) = —2f) Gidj, — ||GidiP?, (5.23)

wobei dj die Losung des Trust-Region Subproblems (5.19) in der k-ten Iteration ist.
Diese kann durch eine beliebige Wahl von dj nach unten abgeschitzt werden, da der
Minimierer des Problems die Verbesserung maximiert.

Der folgende Satz liefert eine untere Schranke fiir eine Wahl von dj = —fyG}';T fx
mit v > 0 und damit auch eine Abschitzung fiir die maximale Verbesserung der
Vorhersage.

Satz 5.2 (|28, Theorem 4|)

Sei dj, = arg min ¢ (dj) unter den Nebenbedingungen, dass ||dy| < Aj und aukerdem
di €R™

di, = —’yG,’:,Tfk fiir v > 0 gilt. Dann folgt, dass

?x(0) — or(dy) = |Gy frl| min § 24, "m0 b (5.24)
1G% Gxll

Beweis. Betrachtet man ¢ (dj}), so ergibt sich

ok (0) — o (dy) = —2f Grdy — ||Grdz||® (5.25)
= 27T GLGiT fr — V2GEGET fil? (5.26)
= 29)|G}T fill? = V2 GRGLT fil*- (5.27)
N—————
>0
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Es werden nun zwei Falle betrachtet.

Fall 1: ||GZG2Tf;€H2 =0.

Man erhilt in diesem Fall ¢y (0) — ¢x(di) = 2v||G;" fx|*>. Da diese Verbesserung
maximal sein soll, wird v maximal gewéhlt. Aus den Nebenbedingungen erhilt man

1zl

1G7T frll
A
T (5.29)
1GE" fell
Durch Einsetzen des maximalen Wertes fiir + folgt also
o (0) — or(dy) = 20k ||G3 fill- (5.30)

Fall 2: |GGET fil|? > 0.
In diesem Fall wird das Maximum durch Ableiten nach v bestimmt. Es ergibt sich
die Bedingung
0=2|G}" ful® — 2GR G fill? (5.31)
> 2||GLT fill? = 201G fel PIGET G- (5.32)

Daraus folgt

> 1 (5.33)
e |
und
NG full? = VIGRGE fel>- (5.34)
Damit erhélt man die untere Schranke
1(0) — ¢n(di) = YIGE fell? (5.35)
eare '
Insgesamt folgt also die Behauptung
: IGE" fll
0u(0) = 6u(d) = G fulmin {2y, 1 ALY (537)
HGkTGkH ]

Zusatzlich zu der Schranke fiir die maximale Verbesserung in der Vorhersage, kann
auch eine obere Schranke fiir d;;T G,’:,T fr bestimmt werden. Uber diese konnen Bedin-
gungen fiir einen angemessenen Abstieg angegeben werden.
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5 Semiglatter Levenberg-Marquardt-Algorithmus

Satz 5.3 (|26, Lemma 2.4|)

Sei dj, = arg min ¢ (dj;) unter der Nebenbedingung, dass ||dg|| < Aj. Dann gilt
di €R™

d*TG*Tfk < _1||G*Tfk|| min {Ak HGZTka } (5 38)
B GE kS =5l ’7||GZTGZ|| . .

Beweis. Es wird eine Fallunterscheidung durchgefiihrt.

Fall 1: ||dy| < A.
Mit der dritten Bedingung aus Lemma 5.1 folgt in diesem Fall, dass A = 0. Einsetzen
in (5.19) liefert

—1
&G S =1L (GiTGL) G h (5.39)
_ HGZTka2 (5.40)
REAE
* T 2
< —M (5.41)
2GR GRll

Fall 2: ||d}]| = Ay.

Zur Abschétzung werden die Eigenwerte der positiv semidefiniten Matrix GZT G+
genutzt. Die positive Semidefinitheit garantiert, dass alle Eigenwerte nichtnegativ
sind.

Fiir eine beliebige reelle Matrix A gibt es eine Diagonalisierung ATA = U DU,

wobei D eine Diagonalmatrix und U eine orthogonale Matrix ist. Daher gilt die
Gleichheit

|Ad|? = (d, AT Ad) = (d, U DUd) = > _ o;(A)*(Ud);. (5.42)

i

Die d; bezeichnen dabei die Elemente des Vektors d und die 0;(A) sind die Singulér-
werte der Matrix A und ihre Quadrate sind die Singularwerte von D.

Man kann nun die Singuldrwerte durch den betragsméfig kleinsten Singuldrwert
on(A) abschitzen und erhéalt

IAd|? =" on(A)?(Ud);. (5.43)

Durch Ziehen der Wurzel ergibt sich weiter

= || Ad|| 2 o (A)IIUd|* = |on(A)]]d]|? (5.44)
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da U orthogonal ist. Zusammen mit (5.19) erhélt man die Abschétzung

(G;TG; + M) d, = —GiT (5.45)
= on (GiT G+ AT ) | < IG5 fi (5.46)
G*Tka
=0, (G} Gr) + A < 1G5 _ill 5.47
o (G176E) +2 < Py (47
o< G A (G*TG*>
i mATE TR
G2 1l 4%
k k * 1 vk
= —on |GG
K (i)
fiir A\. Es wir nun erneut (5.19) betrachtet
-1
4 G fe = —fGi (G Gi+ M) G (5.49)
G*T 2
G*T 2
und die Abschétzung fiir A genutzt, sodass
G*T 2
GG S < - L (5.52)
* * * * k
o1 (G} Gy) — 0 (GLTGF) + 5
gilt. Da GZTGZ + Al nur nicht-negative Eigenwerte besitzt, gilt
16T Gl = o (617 Gr) (5.53)
> oy (G;;Tc;z) ~ o (G;;TG;;) . (5.54)
Damit ergibt sich
G*T 2
IG5 Gy + LG Al
G*T 2
2max {657 Gy, i |
1 : IGE" il
— 116 el min {Ak, i Jill ] (5.57)
2 GG
Zusammen folgt die Behauptung. O
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In Satz 5.2 und Satz 5.3 wurde jeweils von einer exakten Losung des Trust-Region
Subproblems (5.19) ausgegangen. Im Allgemeinen wird der Algorithmus jedoch nur
eine ndherungsweise Losung liefern. Daher werden die Grenzen noch einmal unter
der zuséatzlichen Voraussetzung untersucht, dass

IGE fi

A< IGETGEI+ (14 Ame)
k

(5.58)

wobei Ay, > 0, sodass GZGk—i—/\I positiv definit ist. Diese Bedingung ist auch in Zeile
13 von Algorithmus 2 zu finden. Eine derartige Beschrankung von A stellt aufserdem
keine Einschrankung dar. Denn aus (5.48) im Beweis zu Satz 5.3 ist bekannt, dass

Gl (e
e Gy fi
< 1GT Gl + (14 2 IS (5.60)

gilt.

Lemma 5.4 (|26, S. 9f])

Sei dj(\) = argmin ¢ (di(A)) unter den Nebenbedingungen, dass [|di(\)|| < Ay
dk()\)ER"

und auferdem dg(\) = —’szTfk fiir v > 0 gilt. Zudem sei die Matrix G’ZTGZ + A
positiv definit, wobei A die Ungleichung

G*T
A< 1GET Gyl + (14 Ao G (5.61)
k

fiir € > 0 erfiille. Dann sind die Ungleichungen

Gyl fell 1G;T frll Ak
ey e < NGE Sll s { k } 5.62
e G i = =TI TG T e (5.62)
und
. 1G; fell . { IGET fill A }
0) — di(\)) > ————— , 5.63
erfillt.
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Beweis. Unter den Voraussetzungen gilt mit (5.19)

1
G TG o = LGy (GLGL+ M) G fy (5.64)
G*T 2
_IGTAl e
1GE Grll + A
* T 2
2|GET Gl + (14 o) =57

- T Gl S
2max {2 Gy Gy, (1 + Ae) L5
_ _NGETAI { IGE full A }
= ———"—"—min , .
2 2|GET G711+ Ae

Damit léasst sich auch eine Schranke fiir die vorhergesagte Verbesserung angeben.
Dazu werden die beiden Gleichungen (5.21) und (5.22) genutzt:

(5.68)

o1(0) — r(dp(N) = [|Grdi(N)[I” + 2| di (N)]? (5.69)
= —di(N) "G fi + Alldi (V)12 (5.70)

1GET full . { 1GET fell A }
=T MGG T A S e

Es konnte also eine Schranke gefunden werden, die angibt, wie grofs die Verbesserung
in der k-ten Iteration mindestens ist, wenn man nur das linearisierte Problem be-
trachtet. Aufierdem konnte gezeigt werden, dass liber die berechnete Richtung dy eine
Abstiegsrichtung erreicht wird, die, falls ||G3" fi| nicht gegen 0 geht und |G} G|
nach oben beschrénkt ist, mit G,’;T fr einen Winkel iiber 90° einschliefst.

5.4 Ausblick fiir den Konvergenzbeweis

Zum Beweis globaler Konvergenz des semiglatten Levenberg-Marquardt-Algorithmus
sind weitere Schritte ndtig. Diese gehen jedoch iiber den Rahmen dieser Arbeit hin-
aus. Daher soll in diesem Abschnitt ein Ansatz geliefert werden, um einen Konver-
genzbeweis unter Zusatzvoraussetzungen zu fiihren.

Um ein Konvergenzkriterium zu finden, wird die Optimalitdtsbedingung fiir das Pro-
blem (5.1) fiir ein semiglattes F' betrachtet. Diese hat die Form

0 € (o F(xp) " F(ay). (5.72)

Wenn die Zielfunktion in (5.1) konvex ist, reicht diese Bedingung aus. Zudem lie-
fert die Konvexitét die Monotonie der Elemente aus Clarkes generalisierter Jacobi-
Matrix [30]. Somit kann in diesem Fall wie beim Verfahren fiir differenzierbare Funk-
tionen iiber die Eigenschaft

0¢ lim |Gy F(z)| (5.73)
k—00
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fiir eine beliebige Folge {G} von Subgradienten die globale Konvergenz des Verfah-
rens gezeigt werden.

Es werden zwei Annahmen getroffen, die fiir einen Beweis der globalen Konvergenz
des Algorithmus 2 in analoger Form in der Arbeit von Nocedal und Wright [26]
bendtigt werden.

Annahme 5.5
1. Die Folge der Iterierten {xy} liegt in einer abgeschlossenen, konvexen Teilmenge
des R™.

2. Es existiert eine Konstante M, sodass fiir alle z € R™ und alle G* € dcF(x)
gilt, dass | G* T G*|| < M.

In dem Algorithmus fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen von Nocedal und
Yuan [26] wird die globale Konvergenz iiber einen Widerspruchsbeweis gezeigt. Daher
wird auch hier die Negation des Konvergenzkriteriums (5.73)

VG € G : |Gifrll >0 >0 (5.74)

betrachtet. Daraus folgt mit Satz 5.2 und Satz 5.3, dass eine Konstante p > 0
existiert, sodass

1
61(0) — é(dy) > j1min {Ak, } (5.75)
IGIGl
und
1
diGiT i < —,umin{A ,}. 5.76
kGl i & TGl (5.76)

Mittels des folgenden Satzes ldsst sich die Suchrichtung kontrollieren.

Satz 5.6 (|26, Lemma 3.3|)

Es gelten die Annahmen 5.5. Zudem gebe es fiir einen Startindex N unendlich viele
Indizes k; > N, j = 1,2,..., fiir die keine Liniensuche durchgefiihrt werden muss,
pr; < p gilt und aukerdem die Ungleichung

1
dp. || < —— mi 1—p).1 5.77
l|d, || < My min {x(1 - p), 1} (5.77)
fur
My =1 e :
k +112§§Xklth Gyl (5.78)

erfiillt ist. Dann gilt

dx, || < HGSTE?[))H (5.79)
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Beweis. Die Voraussetzungen implizieren fiir alle j = 1,2,..., da aufgrund des Al-
gorithmus ||dy, || < Ay, ist, dass

dp.
. ;| <1 (5.80)
min {Akj, My, }
gilt.
Es wird zunéchst gezeigt, dass
li in ¢ A L 0 (5.81)
im min — = .
k—o0 ks M;,

erfiillt ist. Dafiir wird zuerst nur eine endliche Indexmenge Z, welche alle ¢ mit p; > p
enthilt, betrachtet. Der Algorithmus garantiert, dass die Folge {||f;[|*} monoton
fallt. Zudem ist sie durch 0 nach unten beschrankt. Daher kann die tatséchliche

Gesamtverbesserung im Algorithmus mittels % = p; > p durch

00 > Z IFell? = 1 fia = D AN = L fa ] (5.82)
i€l
>p > 61(0) — r(di) (5.83)
1€L
1
> pulGZImln{ i ”G*TG*”} (5.84)

abgeschatzt werden. Somit muss auch
Zmin{Ai,l} < 0 (5.85)
2 [

gelten. Dies impliziert, dass die Aussage auf der Menge 7

1
lim min {Ai, } =0 (5.86)
1€T

wahr ist. Fiir Indizes i ¢ Z werden zwei Félle unterschieden, in denen jeweils p; < p
ist.

Fall 1: 7T ist endlich.

Aus Zeile 37 von Algorithmus 2 folgt direkt, dass A;41 < A;. Dies muss fiir alle
grofen ¢ gelten, da Z endlich ist. Somit konvergiert {A;} gegen 0 und damit gilt die
Aussage (5.81) fiir ein endliches 7.

Fall 2: 7 ist nicht endlich.
Sei [ ¢ Z und [ der néchstkleinere Index, der in Z enthalten ist. Da {M}} monoton
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5 Semiglatter Levenberg-Marquardt-Algorithmus

fallt und aus dem Algorithmus folgt, dass A; < 014;, wobei 1 < 1 gewidhlt werden
muss, gilt

. 1 . 1
min {Al, M} < min {01Al, M} (5.87)

Es kann wieder der Grenzwert in (5.86) betrachtet werden, da linZ liegt. Somit
folgt die Aussage (5.81) auch fiir eine nicht endliche Menge Z.

Da ||dg,|| < Ag, sein muss, gilt mit (5.86)
lim dg, || = 0. (5.88)
j—o0

Mit (5.77) kann gefolgert werden, dass
My, i, || < (1 — p) (5.89)
gilt und iiber die Definition der M, ergibt sich dann die Aussage

n(l—p)

5.90
G*TG H ( )

I, | <
[ 2

Mithilfe von Satz 5.6 und weiteren Voraussetzungen koénnte eine untere Schranke
fir ||dg|| gefunden werden. Mittels dieser Schranke konnte es dann auch méglich
sein, in Anlehnung an [26] und mithilfe der hier gezeigten Aussagen, Bedingungen
flir die globale Konvergenz des Verfahrens zu formulieren und eine Konvergenzord-
nung anzugeben. Diese Uberlegungen werden jedoch im Rahmen dieser Arbeit nicht
fortgefiihrt.
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Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden Experimente fiir das konvexe Rudin-Osher-Fatemi-Pro-
blem [31] mit den verschiedenen in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmen présen-
tiert.

6.1 ROF-Problem

Das ROF-Modell ist eine variationelle Methode zur Rekonstruktion eines durch gaufs-
sches Rauschen gestorten diskretisierten Bildes A € R™. Dazu wird ein £2-Datenterm
genutzt, der mit totaler Variation regularisiert wird. Diese ist wie folgt definiert:

Definition 6.1 (Totale Variation; [4, Def. 1.1])
Fiir eine Abbildung u € £!(Q,R) ist

TV(u) :=  sup {—/udivgb(x)da;} (6.1)
PECL(QRM), Q
lpll<1

die totale Variation.
Fiir ein stetig differenzierbares u gilt nach [4]
TV (u) = / Vu(z) [2dz. (6.2)
Q

Da nur diskretisierte Bilder betrachtet werden sollen, wird auch die totale Variation
diskretisiert. Fiir ein diskretisiertes Bild auf einem Gebiet €2 hat sie dann die Form

TV(u) = Y [[Vu(z)l2 = || Va2 (6.3)

e
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6 Ergebnisse

Damit lasst sich das ROF-Problem fir ein diskretes Bild der Grofe n als

min - lu Al + B Vull (6.4)
schreiben [4].

Die Regularisierung mit dem Gradienten von u im betrachteten Modell sorgt fiir eine
lokale Glattung des Eingabebildes h. Ein Nachteil des Modells ist jedoch, dass es zu
einem Kontrastverlust fiihrt.

Dieses Minimierungsproblem ist konvex und hat die Form 3.1. Dabei beschreibt, in
der Notation aus Kapitel 3, die Matrix A den diskretisierten Gradienten und b und
¢ sind die entsprechenden Nullvektoren. Die Funktion g(u) = 1/2||u — h||? ist konvex
und zweimal stetig differenzierbar. Die Funktion f(z) = f||z||2,1 ist unterhalbstetig,
eigentlich und konvex.

Um die Algorithmen anwenden zu kénnen, wird die Konjugierte f* bendtigt. Da fiir
eigentliche Funktionen f;(x;) gilt, dass (3~ fi(z:))" = >, fi(xi)* ist [30, Prop. 11.22],
wird wie in [3, Bsp 3.26] die zu f,(2) = [|2]| konjugierte Norm ||v||. = supj<; zTo
betrachtet. Nach der Definition der Konjugierten 2.8 ist f(v) = sup,{v'z — 8| z||}.
Es wird nun eine Fallunterscheidung durchgefiihrt.

Fall 1: |||« < B.

Es gilt also fiir alle z, dass v z < f||z|| ist. Gleichheit gilt dabei genau dann, wenn
z = 0 ist. Somit muss in diesem Fall f}(v) = 0 gelten.

Fall 2: |||« > B.

Es wird ein z betrachtet, fiir welches |z|| < 1/ gilt. Dann muss z'v > 1 sein. Da
f¥(v) ein Supremum iiber alle z ist, gilt also fiir ein beliebiges ¢ > 0, dass

faw) 2 0T (tz) = Blltzl| = t(v "= = Bl1z]))- (6.5)

Fiir t — oo geht der letzte Term gegen unendlich.
Daher hat die Konjugierte von f, die Form

fr(v) = {0’ Pl <B: 5 som @), (6.6)

00, sonst

Dies ist die Indikatorfunktion fiir eine Kugel mit dem Radius § mit dem Zentrum im
Ursprung. Die hier betrachtete euklidische Norm ist zu sich selbst dual. Somit erh&lt
man

0o, sonst

()i = {0’ il =5 (6.7

firallei=1,...,n.
Im n&chsten Schritt miissen die Prox-Schritte auf f* und g berechnet werden. Da g
differenzierbar ist, kann der Prox-Schritt exakt iiber die Optimalitatsbedingung (2.22)
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6.1 ROF-Problem

bestimmt werden:

Pro) = argmin {o(2) + 51~ ulP} (6:5)
~ 0= Vg(2) + %(z _u) (6.9)
:z—h+%(z—u) (6.10)
&z =—(utTh) (6.11)

Somit ist die Proximal-Abbildung auf g stetig differenzierbar und daher auch semi-
glatt. Die Differentiation liefert dann
1

OcPrg(u) = T 7_I.

(6.12)

Oc Prg ist also konstant.

Auch zur Berechnung des Prox-Schrittes auf f* gentigt es wieder, nur f, zu betrach-
ten, da die euklidischen Normen ||(Vu);|| nicht gekoppelt sind. Fiir den Prox-Schritt
auf fr vereinfacht sich das Minimierungsproblem, denn

1

Pogs(0) =argmin { £°(2) + 2~ ?} (6.13)
e 2}

=arg min § —||[z —v 6.14
ZIISB{UH I (614)

. 2
=arg min ||z —v 6.15
min {2 =’} (6,15

entspricht der Projektion auf die Kugel mit dem Radius 8. Somit ist

<
Pyrs(v) = U’v lolf < 5, (6.16)
@ ’BW’ sonst
und
R loll < 8, 61
Crolf £ (I — %TQ) , sonst. '
[[v]] llvll
Also gilt fiir f
(0cPrp+(v)); 2 {I’ Io:l < 8, (6.18)
Clof )=\ B (1 _ vl :
o (1~ i)+ sonst

fir alle i = 1,...,n. Der Prox-Schritt (6.16) ist nach Wu et al. [35] auch semiglatt,
da die metrische Projektion auf eine Kugel stiickweise affin ist.

Nun kénnen die verschiedenen vorgestellten Algorithmen auf das ROF-Problem an-
gewendet werden.

41



6 Ergebnisse

6.2 Experimente

Im Folgenden werden der semiglatte Newton-Algorithmus ebenso wie das modi-
fizierte semiglatte Newton-Verfahren und der vorgestellte modifizierte Levenberg-
Marquardt-Algorithmus genutzt, um ein Phantom (siche Abbildung 6.1) sowie einen
Ausschnitt aus dem linken Auge in dem Bild ,Lena“ (siehe Abbildung 6.2), welche
mit gaufischem Rauschen gestért wurden, zu rekonstruieren. Dazu wurden die drei
Algorithmen in MATLAB [1] implementiert. Die beiden Testbilder haben eine Grofe

(a) (b)

Abbildung 6.1: (a) manuell erstelltes Originalphantom, (b) mit gaufschem Rau-
schen gestortes Phantom

(a) (b)

Abbildung 6.2: (a) linkes Auge und (b) mit gaufsschem Rauschen gestortes Auge
aus dem Bild ,Lena“

von 20 x 20 Pixeln. Die Grauwerte sind auf das Intervall [0,1] skaliert.

Da ein primal-dualer Ansatz gewéhlt wurde, werden als Abbruchkriterien einerseits
die Grofe der normierten Duality-Gap und andererseits die Hohe der Infeasibility
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6.2 Experimente

verwendet.
Die normierte Duality-Gap ist fiir die primalen und dualen Zielfunktionswerte o, und
04 durch

Op — Od

(6.19)
0d

definiert. Sie soll kleiner als 2725 sein. Dieser Wert entspricht der Wurzel aus der Pri-
zision eps in MATLAB. Die Infeasibility gibt an, wie grof die maximale Verletzung
einer Nebenbedingung im primalen und dualen Problem ist. Fiir die n, Nebenbedin-
gungen des primalen und ny Nebenbedingungen des dualen Problems der Form

Np () <0, i=1,...ny (6.20)
g, (v) <0, j=1,...n4 (6.21)

ergibt sich also die Infeasibility

max {0,7]p1,...,npnp,ndl,...,ndnd} . (6.22)

In den durchgefiihrten Untersuchungen sollte sie jeweils kleiner als 10710 sein. Diese
Werte orientieren sich an der Genauigkeit des MOSEK-Lésers in CVX [14, 15].

Der Regularisierungsparameter 5 wurde fiir das Entrauschen des Phantoms auf 0,2
gesetzt, fiir das Auge von ,Lena“ auf 0,1. Die Parameter o und 7 wurden jeweils auf
1 gesetzt. Diese Werte ergaben sich aus dem optischen Eindruck bei Parametertests.
Die Berechnungen wurden auf einem System mit

e Intel Core i7-2600 Prozessor,
e Nvidia GeForce GTX 480 Grafikkarte und
e 16 GB Arbeitsspeicher

durchgefiihrt.

6.2.1 Semiglattes Newton-Verfahren

Mittels der obigen Berechnungen ldsst sich das Newton-System aufstellen. Zu der
Newton-Matrix muss, um die Invertierbarkeit zu sichern, ein Vielfaches der Einheits-
matrix addiert werden. Die Einheitsmatrix wurde in den Berechnungen mit einem
Faktor von 107 multipliziert.

Wie in Abbildung 6.3 zu erkennen ist, konvergiert das Verfahren fiir das Phantom
nach 61 Iterationen. Die Liicke in der blauen Kurve ist dadurch zu erklaren, dass
die normierte Duality-Gap in dieser Iteration negativ ist. Dies ist jedoch theoretisch
mathematisch nicht moéglich. Die Ursache dafiir liegt vermutlich in numerischen Un-
genauigkeiten. Die Laufzeit betrégt fiir dieses Problem im Schnitt ungefdhr 0,55
Sekunden.
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Abbildung 6.3: Normierte Duality-Gap (blau), Infeasibility (rot) und Residuum
(gelb) in Abhéngigkeit von der Iterationszahl bei Losung des ROF-
Problems fiir das Phantom in Abbildung 6.1 mit dem unmodifizier-
ten semiglatten Newton-Verfahren.

(a) (b)

Abbildung 6.4: Ergebnisse fiir das Entrauschen des (a) Phantoms und des (b) Au-
ges mittels des ROF-Modells mit dem unmodifizierten semiglatten
Newton-Verfahren.
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6.2 Experimente

Das geglittete Ergebnisbild ist in Abbildung 6.4 (a) zu sehen. Man erkennt im Ver-
gleich mit dem Original, dass das Entrauschen mit dem ROF-Modell tatséchlich zu
einem Kontrastverlust gefiihrt hat.

Fiir das Auge konvergiert das Verfahren, wie in Abbildung 6.5 zu sehen ist, bereits
nach weniger Iterationen. Die Laufzeit fiir dieses Bild betragt im Schnitt etwa 0,14
Sekunden. Man erkennt in Abbildung 6.4 (b), dass durch das Entrauschen neben dem
Kontrastverlust auch kleine Strukturen, wie beispielsweise die Wimpern unterhalb
des Auges, nicht mehr erkennbar sind.

1020
1015 L
1010 L
105 L
100 /_\
S
N
\/L% ~_
10 T
10-10 L
10-15 L 1 1 L
0 5 10 15 20 25
Iteration

Abbildung 6.5: Normierte Duality-Gap (blau), Infeasibility (rot) und Residuum
(gelb) in Abhéngigkeit von der Iterationszahl bei Losung des ROF-
Problems fiir das Auge in Abbildung 6.2 mit dem unmodifizierten
semiglatten Newton-Verfahren.

6.2.2 Modifiziertes semiglattes Newton-Verfahren

Im modifizierten semiglatten Newton-Verfahren werden zusétzlich zur Newton-Matrix
auch auf die Matrizen K und H Vielfache der Einheitsmatrix addiert, um deren
Invertierbarkeit zu sichern. Hier wurde ein Faktor von 1077 verwendet. Fiir das
Newton-System wurde erneut der Faktor 10~7 verwendet.

Auch mit dem modifizierten System konvergiert der Algorithmus fiir beide Test-
bilder. Es werden, wie in Abbildung 6.6 zu sehen ist, fiir das Phantom weniger
Iterationen als im unmodifizierten semiglatten Newton-Verfahren bendtigt. Aller-
dings wird mit 0,92 Sekunden ungefahr die 1,6-fache Laufzeit benétigt, da fiir die
Modifikation Inverse berechnet werden miissen. Fiir das Auge unterscheidet sich die
Anzahl der Iterationen nicht, sieche Abbildung 6.8. Die Laufzeit ist mit etwa 0,35
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Abbildung 6.6: Normierte Duality-Gap (blau), Infeasibility (rot) und Residuum
(gelb) in Abhéngigkeit von der Iterationszahl bei Losung des ROF-
Problems fiir das Phantom in Abbildung 6.1 mit dem modifizierten
semiglatten Newton-Verfahren.

(a) (b)

Abbildung 6.7: Ergebnisse fiir das Entrauschen des (a) Phantoms und des (b) Au-
ges mittels des ROF-Modells mit dem modifizierten semiglatten
Newton-Verfahren.
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Abbildung 6.8: Normierte Duality-Gap (blau), Infeasibility (rot) und Residuum
(gelb) in Abhéngigkeit von der Iterationszahl bei Losung des ROF-
Problems fiir das Auge in Abbildung 6.2 mit dem modifizierten
semiglatten Newton-Verfahren.

Sekunden jedoch mehr als doppelt so hoch wie im unmodifizierten Verfahren. Das
Konvergenzverhalten der beiden Algorithmen ist jedoch fiir die zwei Bilder &hnlich.
Auch die Ergebnisbilder (siche Abbildung 6.7) unterscheiden sich optisch nicht. Da
im modifizierten Verfahren eine zusétzliche Regularisierung bei der Berechnung der
Inversen notwendig ist, bestehen zwischen dem modifizierten und dem unmodifizier-
ten semiglatten Newton-Verfahren geringe Unterschiede, obwohl beide Algorithmen
auf der Losung dquivalenter Gleichungssysteme beruhen.

6.2.3 Modifizierter Levenberg-Marquardt-Algorithmus

Im modifizierten Levenberg-Marquardt-Algorithmus wurden die zusétzlichen Para-
meter fiir beide Testbilder folgendermafen gewéhlt: Die Parameter zur Anpassung
des Trust-Region-Radius betragen o; = 0,5 und o9 = 2. Der Lagrange-Multiplikator
X\ wird iiber die Parameter A\, = 2, ¢ = 10710 erhoht und das Verhéltnis der Ver-
besserungen wird mit p = 0,75 verglichen. Der Trust-Region-Radius wurde fiir die
erste Iteration auf 1,5 gesetzt.

Wie in Abbildung 6.9 zu sehen, liefert der Algorithmus fiir das Entrauschen des
Phantoms bereits nach 31 Iterationen ein ausreichend genaues Ergebnis. Der Grund
fiir die Liicke in der blauen Kurve fiir die normierte Duality-Gap ist erneut ein
negativer Wert. Auch hier ist die Ursache vermutlich numerischen Ursprungs. Da
in jeder Iteration des Verfahrens mindestens eine Cholesky-Zerlegung durchgefiihrt
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Abbildung 6.9: Normierte Duality-Gap (blau), Infeasibility (rot) und Residuum
(gelb) in Abhéngigkeit von der Iterationszahl bei Losung des ROF-
Problems fiir das Phantom in Abbildung 6.1 mit dem semiglatten
Levenberg-Marquardt-Verfahren.

(a) (b)

Abbildung 6.10: Ergebnisse fiir das Entrauschen des (a) Phantoms und des (b)
Auges mittels des ROF-Modells mit dem semiglatten Levenberg-
Marquardt-Verfahren.
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werden muss, ist die Laufzeit mit etwa 9,48 Sekunden fiir das Phantom im Vergleich
mit den beiden semiglatten Newton-Verfahren deutlich héher. Sie betrégt somit mehr
als das zehnfache der Laufzeit des modifizierten semiglatten Newton-Algorithmus.
Die Rechenzeit fiir das Auge ist mit ungefahr 7,43 Sekunden sogar mehr als zwanzig
Mal hoher als im modifizierten semiglatten Newton-Verfahren.

Die Ergebnisse in Abbildung 6.10 zeigen, dass auch mit dem Levenberg-Marquardt-
Algorithmus visuell keine Unterschiede zu den Losungen der semiglatten Newton-
Algorithmen zu erkennen sind.
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Abbildung 6.11: Normierte Duality-Gap (blau), Infeasibility (rot), Residuum
(gelb) in Abhéngigkeit von der Iterationszahl bei Losung des
ROF-Problems fiir das Auge in Abbildung 6.2 mit dem semiglatte
Levenberg-Marquardt-Verfahren.

Ebenso wie bei der Entrauschung des Phantoms, sieht man auch in Abbildung 6.11
fiir das Auge von ,Lena“, dass die Konvergenz in den letzten Iterationen anndhernd
linear ist.

6.2.4 Vergleich mit weiteren Verfahren

Die drei vorgestellten Verfahren werden in diesem Abschnitt mit CVX [14, 15] mit
dem Léser MOSEK, einem Interior-Point-Algorithmus, und der PDHG-Methode von
Chambolle und Pock [5] mit festen Schrittweiten verglichen.

Die Abbruchkriterien von CVX sind mit den hier fiir die Beispiele verwendeten ver-
gleichbar. CVX benétigt fiir das Entrauschen des Phantoms etwa 0,76 Sekunden.
Damit ist das semiglatte Newton-Verfahren fiir das Phantom circa 28% schneller als
CVX. Die maximale Abweichung des Grauwertes in einem Pixel zwischen den drei
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6 Ergebnisse

Algorithmus Laufzeit in Sekunden
Phantom Auge
semiglattes Newton-Verfahren 0,55 0,14
modifiziertes semiglattes Newton-Verfahren 0,92 0,35
semiglattes Levenberg-Marquardt-Verfahren 9,48 7,43
CVvX 0,76 0,64
PDHG-Methode 0,44 0,43

Tabelle 6.1: Laufzeitvergleich der drei vorgestellten Algorithmen mit CVX und der
PDHG-Methode

Algorithmen und CVX betrigt jeweils knapp 3,1 - 1077,

Fiir die Entfernung des gauftschen Rauschens aus dem Auge von ,Lena“ benotigt
CVX circa 0,64 Sekunden. Fiir dieses Bild sind also beide semiglatten Newton-
Verfahren schneller als CVX. Die maximale Grauwertdifferenz zu dem MOSEK-Loser
betrigt fiir alle drei Algorithmen etwa 5,9 - 1077,
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Abbildung 6.12: Normierte Duality-Gap (blau) und Infeasibility (rot) in Abhén-
gigkeit von der Iterationszahl bei Losung des ROF-Problems fiir
das Phantom in Abbildung 6.1 mit der PDHG-Methode.

Die PDHG-Methode benétigt im Vergleich zu den vorgestellten Algorithmen deutlich
mehr Iterationen, sieche Abbildung 6.12 und Abbildung 6.13. Eine Iteration ist jedoch
schneller, da keine Gleichungssysteme gelost werden miissen. Sowohl die Laufzeit als
auch die Entwicklung der Duality-Gap und der Infeasibility unterscheiden sich fir die
beiden Testbilder kaum. Die Infeasibility ist niedriger als die Maschinengenauigkeit
und somit vernachléssighar. Die PDHG-Methode liefert also fiir die hier betrachteten
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Abbildung 6.13: Normierte Duality-Gap (blau) und Infeasibility (rot) in Abhén-
gigkeit von der Iterationszahl bei Losung des ROF-Problems fiir
das Auge in Abbildung 6.2 mit der PDHG-Methode.

Probleme nur zulédssige Losungen.

Die maximale Grauwertdifferenz zu CVX liegt fiir beide Bilder im Bereich von 107°
und ist damit hoher als fiir die drei neuen Algorithmen. Uber die Qualitéit der Rekon-
struktion lésst sich damit jedoch keine Aussage treffen. Betrachtet man die maximale
Grauwertdifferenz zu den nicht verrauschten Bildern, so zeigt sich, dass die drei vor-
gestellten Algorithmen und CVX fiir das Phantom eine niedrigere Differenz, fiir das
Auge jedoch eine hohere Differenz als die PDHG-Methode aufweisen.

Fiir Probleme, bei denen die Berechnung der Prox-Schritte aufwéndiger oder nur
approximativ moglich ist, bieten die entwickelten Verfahren zweiter Ordnung den
Vorteil, weniger Iterationen zu bendtigen.
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Diskussion und Ausblick

Es gibt viele Aufgabenstellungen in der Bildverarbeitung, die auf semiglatte, konvexe
Optimierungsprobleme fiihren. Haufig, jedoch nicht immer, sind auch die zugehorigen
Proximal-Abbildungen semiglatt.

Fiir derartige Probleme wurden drei Algorithmen vorgestellt, welche fiir das ROF-
Problem an zwei Beispielen alle qualitativ gleich gute Ergebnisse liefern. Allerdings
konnten Unterschiede in der Konvergenz und Laufzeit festgestellt werden. Die semi-
glatten Newton-Verfahren haben ein dhnliches Konvergenzverhalten. Grund dafiir ist,
dass beide Verfahren dquivalente Gleichungssysteme l6sen. Die Unterschiede beru-
hen auf der zusétzlichen Regularisierung im modifizierten Verfahren und numerischen
Ungenauigkeiten. Auch der semiglatte Levenberg-Marquardt-Algorithmus zeigt fiir
das betrachtete Beispiel einen &hnlichen Konvergenzverlauf. Die Anzahl der bendtig-
ten Iterationen ist jedoch deutlich geringer. In den ersten Iterationen verbessert sich
die Losung in allen Verfahren deutlich, bevor sich sowohl das Residuum, als auch die
Duality-Gap und die Unsicherheit nur noch langsam verbessern. Der Vergleich der
Rechenzeiten zeigt, dass das Levenberg-Marquardt-Verfahren deutlich langsamer als
die beiden Newton-Algorithmen ist, da in jeder Iteration mindestens eine Cholesky-
Zerlegung durchgefiihrt werden muss. Je grofer das Problem wird, desto deutlicher
sind auch die Laufzeitdifferenzen.

Fir den semiglatten Levenberg-Marquardt-Algorithmus konnten Voraussetzungen
angegeben werden, unter denen in jeder Iteration ein ausreichender Abstieg voll-
zogen wird. Es ist bekannt, dass semiglatte Newton-Verfahren lokal mindestens Q-
superlinear konvergieren. Dies gilt auch fiir die vorgeschlagenen Algorithmen, die auf
semiglatten Prox-Schritten beruhen.

Ob ein dhnliches Ergebnis auch fiir den modifizierten Levenberg-Marquardt-Algo-
rithmus gilt, bleibt in dieser Arbeit offen.

Als Verfahren zweiter Ordnung konvergieren die Algorithmen bereits nach weniger
Iterationen als die zum Vergleich betrachtete PDHG-Methode. Dies kann beziiglich
der Laufzeiten der Algorithmen ein Vorteil sein, wenn die Bestimmung der Proximal-
Abbildungen oder einer Approximation an diese rechenintensiv ist. Durch eine effi-
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7 Diskussion und Ausblick
zienzorientierte Implementierung kénnen die Algorithmen beschleunigt werden. Zu-

dem kann in zukiinftigen Arbeiten eine optimierte Parameterwahl die Ergebnisse

noch verbessern.
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