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Kurzfassung

In dieser Arbeit wurde der 2016 von Ke Chen eingefiihrte neuartige Ansatz zum Lo-
sen eines Bildregistrierungsproblems untersucht. Bei diesem Ansatz wird die mittlere
Kriimmung aus der Differentialgeometrie in dem zu minimierenden Registrierungs-
problem als Regularisierer verwendet. Es wird der Behauptung nachgegangen, dass
dadurch sehr gute Ergebnisse auf glatten wie auch auf nichtglatten Registrierungs-
beispielen erhalten werden. Dazu werden die Grundlagen der Differentialgeometrie
aufgearbeitet und der Term, der als Regularisierer verwendet wird, hergeleitet. Das
Modell zum Losen dieses Registrierungsproblems wird im Zweidimensionalen aufge-
stellt und theoretisch analysiert, indem die Euler-Lagrange-Gleichungen bestimmt
und die Rotations- und Translationsinvarianz nachgewiesen wurden. Es wurde zu-
sitzlich eine mogliche Erweiterung fiir drei Dimensionen entworfen. Ein weiterer
Aspekt dieser Arbeit war die praktische Umsetzung und die Anwendung auf glatte
und nichtglatte Registrierungsbeispiele in zwei, wie auch in drei Dimensionen. Da-
bei konnte, wie in der Arbeit von Ke Chen, demonstriert werden, dass die Differenz
zwischen dem Referenzbild und dem transformierten Templatebild sehr klein wird.
Zusétzlich wurden in dieser Arbeit auch die Deformationsgitter betrachtet, die jedoch
nicht die gewiinschten Eigenschaften haben, da sie Faltungen aufweisen. Eine Wei-
terentwicklung dieses Ansatzes, um Gitterfaltungen zu verhindern, wurde versucht,
konnte aber im Rahmen dieser Arbeit nicht abgeschlossen werden.

Abstract

In 2016 Ke Chen proposed a new model for solving an image registration problem by
using mean curvature from differential geometry as a regularizer. The objective of
this thesis is to investigate if this model really delivers good results for both smooth
and non-smooth registration problems. For this purpose, the fundamental differential
geometry principles are prepared to derive the term that is used as a regularizer.
Then the model for solving the registration problem is set up in two dimensions
and a theoretical analysis is also done. In addition, a possible extension to three
dimensions was elaborated. Another aspect of this thesis was the implementation
and application to smooth and non-smooth registration examples in two and three
dimensions respectively. It could be shown that with this model the distance between
the reference image and the transformed template image can become very small.
This thesis had an additional look at the deformation grids, whereby it turned out
that they show mesh folding. Further steps were taken to avoid mesh folding but
completing them went beyond the scope of this thesis.
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1. Einleitung

Das Thema dieser Arbeit ldsst sich der Bildregistrierung zuordnen. Bei der Bild-
registrierung besteht die Aufgabe darin, zwei Bilder der gleichen Szene durch De-
formation einander dhnlich zu machen. Es gibt unterschiedliche Herangehensweisen,
dieses Problem zu l6sen. Im Allgemeinen lassen sich diese in zwei verschiedene Ar-
ten unterteilen, den merkmalsbasierten und den intensitédtsbasierten Verfahren [26].
Bei den merkmalsbasierten Verfahren erfolgt die Registrierung iiber ausgezeichnete
Punkte, sogenannte Landmarken, die iibereinander gelegt werden sollen [19]. Bei den
intensitétsbasierten Verfahren hingegen wird versucht, iiber die Intensitdtswerte in
den zu registrierenden Bildern ein Distanzmaf zu minimieren. Da es sich dabei um
ein schlecht gestelltes Problem handelt, wird ein Regularisierer benétigt [27].

In dieser Arbeit wird ein neuartiger Ansatz im Bereich der intensitdtsbasierten Ver-
fahren untersucht, der erstmals 2016 in [32] eingefiithrt wurde. Dabei wird die mittlere
Kriimmung aus der Differentialgeometrie in dem zu minimierenden Registrierungs-
problem als Regularisierer verwendet. Es wird in [32] behauptet, dass dieser Regis-
trierungsansatz auf glatten wie auf nichtglatten Registrierungsproblemen sehr gute
Ergebnisse liefert. In dieser Arbeit wurde dieser Aussage nachgegangen, indem der
dort eingefiihrte Registrierungsansatz theoretisch analysiert wurde. Es wurden die
Euler-Lagrange-Gleichungen aufgestellt und die Rotations- und Translationsinvari-
anz bewiesen. Aufierdem erfolgte die Implementierung dieses Ansatzes und die An-
wendung auf praktische Registrierungsbeispiele. Zusitzlich wurde im Rahmen dieser
Arbeit eine mogliche Erweiterung auf drei Dimensionen entwickelt, dessen Tauglich-
keit an praktischen Beispielen exemplarisch aufgezeigt worden ist.

1.1. Motivation

Die Bildregistrierung ist ein sehr facettenreiches Anwendungsgebiet der Mathematik
[27]. Es lassen sich damit Probleme in vielen unterschiedlichen Bereichen wie zum
Beispiel der Kunst, der Astronomie, der Biologie, der Chemie oder der Physik an-
gehen [26]. Ein sehr grofes Anwendungsgebiet stellt die Medizin dar. Bildgebende
Verfahren wie die Sonographie (US), die Magnetresonzanztomographie (MRT), die
Computertomographie (CT) oder die Positronen-Emissions-Tomographie (PET) hel-
fen Arzten bei klinischen Diagnostiken. Genau hier setzt die Bildregistrierung an.

In der Bildregistrierung werden die Informationen von zwei oder mehreren Bildern
dergleichen Szene, die zu unterschiedlichen Zeiten, von unterschiedlichen Blickwin-
keln oder mit unterschiedlichen Geréten aufgenommen wurden, kombiniert [4, 24], 30,
36]. Damit kénnen noch mehr Informationen aus den Bildern gewonnen und die Dia-
gnostik der Arzte verfeinert werden. Wie in [16] nachzulesen ist, konnen zum Beispiel
Informationen aus MRT-Bildern und PET-Bildern zusammengenommen werden. In
MRT-Bildern lasst sich Weichteilgewebe besonders gut erkennen und in PET-Bildern
sind Stoffwechselprozesse gut sichtbar. Uberlagert man diese beiden Bilder, sodass
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diese exakt aufeinander passen, ldsst sich erkennen, in welchen Organbereichen be-
stimmte Stoffwechselprozesse stattfinden.

1.2. Aufbau der Arbeit

Das Kapitel [2] befasst sich mit den mathematischen Grundlagen, die fiir das Ver-
stdndnis und die Analyse des Registrierungsansatzes von Bedeutung sind. Begonnen
wird mit den Grundlagen der Differentialgeometrie. Diese werden soweit aufgear-
beitet, bis die Formel der mittleren Kriimmung hergeleitet werden kann. Es folgen
Grundlagen der Funktionalanalysis, die fiir die theoretische Analyse des Registrie-
rungsansatzes wichtig sind. Daran schlieft der Abschnitt zu den Grundlagen der
Bildregistrierung an, in dem das zu ldsende Registrierungsproblem aufgestellt wird
und Begriffe wie Diskretisierung, Distanzmaf und Regularisierer erldutert werden.
Die Beschreibung des Registrierungsansatzes, wie er in [32] formuliert wird, wird in
Kapitel 3] gegeben. Dies beinhaltet die Diskretisierung und das Losen des Optimie-
rungsproblems. Zusétzlich erfolgt in diesem Kapitel die theoretische Analyse dieses
Ansatzes. In Kapitel {] erfolgt die in dieser Arbeit entwickelte Erweiterung dieses Re-
gistrierungsansatzes auf drei Dimensionen, wobei im Mittelpunkt die Diskretisierung
steht. Das Kapitel [f| beinhaltet die in dieser Arbeit durchgefithrten Experimente.
Es wurde untersucht, ob mit dem neuartigen Registrierungsansatz tatsdchlich auf
glatten und nichtglatten Registrierungsbeispielen sehr gute Ergebnisse erzielt wer-
den kénnen. Zusétzlich wurden auch Beispiele im Dreidimensionalen durchgefiihrt,
um die entwickelte Erweiterung auf drei Dimensionen in der Praxis zu iiberpriifen.
Diese Arbeit schliefst mit Kapitel [} in dem die praktischen Ergebnisse des vorherigen
Kapitels ausgewertet und mogliche Verbesserungsvorschlége aufgezeigt werden.
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2.1. Grundlagen der Differentialgeometrie

In diesem Kapitel werden die Grundlagen der Differentialgeometrie von Kurven und
Flichen vorgestellt. Diese Darstellung beruht iiberwiegend auf [9] und soll eine an-
schauliche Einflihrung in das Themengebiet der Differentialgeometrie geben. Hierbei
werden grundlegende Begriffe der linearen Algebra, wie sie beispielsweise in [2] 23]
nachgelesen werden koénnen, als bekannt vorausgesetzt.

Es werden in Abschnitt Kurven eingefiihrt und anschliefend dargestellt, wie
deren Kriimmung bestimmt wird. Im Zentrum des Abschnitts stehen die Defi-
nitionen der reguliren Fliche und der ersten Fundamentalform. In Abschnitt
werden die Definitionen der Gaufs-Abbildung und der zweiten Fundamentalform pré-
sentiert. Das Kapitel schlieft mit den Definitionen der Gaufschen Kriimmung und
der mittleren Kriimmung. Besonders die mittlere Kriimmung ist fiir den in dieser

Arbeit untersuchten Regularisierer von grofser Bedeutung.

2.1.1. Kurven und ihre Kriimmungen

In der Differentialgeometrie ist ein interessanter und représentativer Teil die Untersu-
chung von Flichen [9]. Da jedoch in Fliachen einige lokale Eigenschaften von Kurven
auftreten [9, Kap. 1.1], soll hier zunéchst auf Kurven eingegangen werden. Mithil-
fe dieser Begriffe kénnen im n&chsten Abschnitt direkt regulédre Flichen eingefiihrt

werden.

Definition 2.1 (regulire parametrisierte Kurve, [0 Kap. 1.2, S.2 & Kap. 1.3, S.5])
Sei I = (a,b) mit a,b € RU {—00,00} ein offenes Intervall. Eine parametrisierte
differenzierbare Kurve ist eine differenzierbare Abbildung a: I — R”™ des Intervalls
I in den R™ mit n € N. Eine Kurve « heitt reguldr, falls die komponentenweise
Ableitung o/ (t) ungleich Null fiir alle ¢ € I ist.

Das Wort differenzierbar soll hier so verstanden werden, dass a eine Abbildung ist,
die jedes t € I auf einen Punkt a(t) = (z1(t),...,z,(t)) € R™ abbildet, sodass die
Funktionen z1(t),. ..,z (t) differenzierbar sind [9]. Die Variable ¢ ist der Parameter
der Kurve. Man spricht von ebenen Kurven, falls n = 2 ist, und von Raumkurven,
falls n = 3 ist.

Im Folgenden soll nun der Kriimmungsbegriff von Kurven vorgestellt werden. Be-
trachtet man eine nach der Bogenlinge ¢ parametrisierte Kurve a: I — R3. Dann
misst |’ (t)| die Anderungsrate des Winkels zwischen benachbarten Tangenten und
der Tangente bei ¢, da der Tangentenvektor o’(t) die Lange 1 hat [9]. |&”(¢)| driickt
die Winkelgeschwindigkeit ¢ aus und gibt demnach hier an, wie schnell sich die Kurve
in einer Umgebung von ¢ von der Tangente bei ¢ wegdreht [21].
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Definition 2.2 (Kriimmung einer Kurve an einem Punkt, [2I] Kap. 1.3, S.42|)
Sei a: I — R? eine regulire parametrisierte Kurve mit e € C?(I). Das Intervall
[t1,t2] sei ein Kurvenstiick dieser Kurve und /(t) die erste Ableitung am Punkt ¢.
Es gilt wegen

|o'(t2) —a'(t)| _ 2sin§ % o (ta) — a/(t1)

= ~ und  lim ——————= =a'(t)
’tQ = t1| ’tQ = tl‘ ‘tz = t1’ to—t1 to — 11

fiir die Krimmung

k(t) = & (t)| =w = th,
(t1) = | (t1)] A

wobei mit ¢ der Winkel zwischen den beiden Vektoren o'(t1) und o/(t2) bezeichnet
wird.

Eine Veranschaulichung der Definition 2.2]ist in Abbildung [2.1] zu sehen. Dabei sind
an zwei beliebigen Punkten der Kurve jeweils der normierte Tangentenvektor o' (¢)
durch einen Pfeil mit ausgefiillter schwarzer Pfeilspitze und der Normaleneinheits-
vektor durch einen schwarzen Pfeil mit nicht ausgefiillter Pfeilspitze dargestellt. Au-
ferdem ist in rot & (t) dargestellt, wobei die Lénge dieses Vektors, das heikt |a”(t)],
angibt, wie schnell sich die Kurve von der Tangente wegdreht und damit anzeigt, wie
stark die Kriimmung an diesem Punkt ist.

;xl

Abbildung 2.1: Skizzenhafte Visualisierung der Deﬁnition An zwei beliebigen Punkten
der Kurve ist jeweils der normierte Tangentenvektor o’ (t) durch einen Pfeil mit ausgefiillter
schwarzer Pfeilspitze und der Normaleneinheitsvektor durch einen schwarzen Pfeil mit nicht
ausgefiillter Pfeilspitze dargestellt. In rot ist o (t) dargestellt, wobei die Lange dieses Vektors
|’ (t)| angibt, wie schnell sich die Kurve von der Tangente wegdreht und damit anzeigt,
wie stark die Kriimmung an diesem Punkt ist.

Mithilfe der Kriimmung l&sst sich der Kriimmungsradius einer Kurve an einem Punkt
t € I bestimmen.
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Definition 2.3 (Kriimmungsradius, [9, Kap. 1.5, S.16])
Sei a: I — R3 eine reguliire parametrisierte Kurve. Die Kriimmung der Kurve am
Punkt ¢ sei k(t). Der Kriimmungsradius R an der Stelle ¢ € I ist definiert durch

R(t) = ﬁ

Es lasst sich anhand dieser Definition leicht nachvollziehen, dass der Kriimmungsra-
dius eines Kreises mit dem Radius dieses Kreises iibereinstimmt.

2.1.2. Reguldre Flachen

Eine sehr anschauliche Definition von Flichen ist, diese als Teilmengen des R? zu
betrachten. Deswegen sollen Flachen hier zunéchst auf diese Weise eingefiihrt werden.

Definition 2.4 (regulare Fliche, [0 Kap. 2.2, Def. 1|)

Eine Teilmenge S C R3 ist eine regulire Fliche, wenn es fiir jedes p € S eine Umge-
bung V in R? und eine Abbildung x: U — V N S einer offenen Menge U C R? auf
V NS C R3 gibt, sodass gilt:

(i) x ist differenzierbar.

(ii) x ist ein Hom6omorphismus, d. h.
a) x ist bijektiv,
b) x ist stetig,
c) x!ist stetig.

(iii) Es gilt die Regularititsbedingung: Fiir jedes ¢ € U ist das Differential
dx,: R? — R3 injektiv.

Die Abbildung x heifst Parametrisierung oder (lokales) Koordinatensystem in (einer
Umgebung von) p. Die Umgebung V' NS von p in S heifst Koordinatenumgebung [9].
Es folgt nun eine kurze Erlauterung zu Definition Zuerst soll Bedingung (iii)
in #hnlicher Weise wie in [0, Kap. 2.2, S.43-45| erldutert werden. Die Matrix der
linearen Abbildung dx, wird in den kanonischen Basen e; = (1,0),e2 = (0,1) von
R? mit den Koordinaten (u,v) und in f; = (1,0,0), fo = (0,1,0), f3 = (0,0,1) von
R3 mit den Koordinaten (z,y, z) berechnet. Es sei ¢ = (ug,vg). Der Vektor e; ist
tangential zur Kurve u — (u,vp), deren Bild unter x die Kurve

u— (x(u,v9), y(u,vy), z(u, vg))

ist. Die Bildkurve (auch Koordinatenkurve v = vy genannt) liegt auf S und hat in
x(gq) den Tangentenvektor

o oy 0=\ _ox
ou Ou’ du)  Ou
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mit Ableitungen in (ug, vo). Ein Vektor wird durch seine Komponenten beziiglich der
Basis fi, fo, f3 dargestellt. Es gilt fiir das Differential

dxq(e1) = ((91” @, 82) = a—x

ou’ du’ Ou ou

Analog erhilt man fiir die andere Koordinatenkurve u = ug

dxq(e2) = (gi, gz,gz> _ Ox

o’
Die Matrix

dxr Oz

ou  Ov

— | 9% 9y

qu - ou Ov

9z 0z

ou  Ov

beschreibt die lineare Abbildung dx, beziiglich der ausgewéhlten Basen. Bedin-
gung (iii) aus Definition bedeutet nun, dass die beiden Spaltenvektoren dieser
Matrix linear unabhéingig sind. Dadurch wird die Existenz einer Tangentialebene
in allen Punkten von S garantiert. Durch Bedingung (ii) werden Selbstdurchschnei-
dungen verhindert, folglich existiert genau eine Tangentialebene an p € S [9]. Eine
Veranschaulichung der Definition ist in Abbildung [2.2] zu sehen.

x
Abbildung 2.2: Bildliche Darstellung einer reguliren Fliche nach Definition Quelle:
[0, Kap. 2.2, Bild 2.1].

An dieser Stelle soll im Hinblick auf Kapitel [5] auch auf den Diffeomorphismus ein-
gegangen werden.
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Definition 2.5 (Diffeomorphismus, [22, Kap. 3.3, S. 104])

Es seien X und Y endlichdimensionale normierte K-Vektorrdume.

Eine bijektive C''-Abbildung ®: U — V einer offenen Menge U C X auf eine offene
Menge V C Y heit Diffeomorphismus, wenn die Umkehrung ®~': VV — U ebenfalls
eine C'-Abbildung ist.

Im folgenden Abschnitt soll der bereits genannte Begriff der Tangentialebene, ein
zentraler Begriff der Differentialgeometrie, genauer erldutert werden. Die Tangen-
tialebene wird iiber Tangentenvektoren definiert [9]. Ein Tangentenvektor an einer
Flache S soll hier — wie in [9] — als der Tangentenvektor &'(0) einer differenzierbaren
parametrisierten Kurve a: (—¢,e) — S mit € > 0 und «(0) = p verstanden werden.

Definition 2.6 (Tangentialebene, [9 Kap. 2.4, S.68/69])

Sei S eine regulére Fliche und p € S ein Punkt in dieser Fliache. Eine Tangentialebene
T,(S) ist eine Ebene, die durch den Punkt p geht und von den Tangentenvektoren
an parametrisierte Kurven in S, die durch p gehen, aufgespannt wird.

Abbildung veranschaulicht, wie eine Tangentialebene T},(S) einer reguldren Fla-
che S an einem Punkt p gebildet wird.

( ,
\ T
—€ 0

o)~

Abbildung 2.3: Bildliche Darstellung einer Tangentialebene T),(S) nach Definition
Quelle: [9, Kap. 2.4, Bild 2.23].

Der folgende Satz zeigt, dass die Tangentialebene nicht von der Parametrisierung x

abhingt.

Satz 2.1 (vgl. [9 Kap. 2.4, Prop. 1])
Sei x: U C R? — S eine Parametrisierung einer reguliren Fliche S und ¢ € U. Dann

stimmt der Untervektorraum der Dimension 2
dx,(R?*) C R3

mit der Menge der Tangentenvektoren an S in x(gq) iiberein.
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Beweis. Siehe [9, Kap. 2.4, Prop. 1]. O

Mithilfe der Tangentialebene kann das Differential einer Abbildung zwischen Flichen
definiert werden.

Definition 2.7 (Differential einer Abbildung, [0, Kap. 2.4, S.69/70|)

Es seien S7 und Ss zwei reguldre Flachen und ¢: V' C S1 — Ss eine differenzierbare
Abbildung einer offenen Menge V' von S7 in Sy. Falls p € V ist, ist jeder Tangenten-
vektor w € T,,(S1) der Tangentenvektor o’(0) einer differenzierbaren parametrisierten
Kurve ac: (—¢,¢) — V mit a(0) = p.

Betrachtet man nun die Kurve 8 = ¢ o a, so gilt 8(0) = ¢(p). Damit ist 3'(0) ein
Vektor in T, ,)(S2) und wird Differential einer Abbildung genannt.

In Abbildung [2.4]ist die in Definition [2.7] aufgezeigte Situation dargestellt.

( , \
- 0 ! dipp(w)

N

Abbildung 2.4: Bildliche Darstellung eines Differentials einer Abbildung nach
Definition Quelle: [9] Kap. 2.4, Bild 2.24].

Der folgende Satz erlaubt von der Linearitét der Abbildung de,, das heifit des Dif-
ferentials von ¢ in p € Sy, auszugehen.

Satz 2.2 (vgl. [9, Kap. 2.4, Prop. 2])
Sei w € T,(S1) gegeben, so héngt der Vektor 3’(0) nicht von der Wahl von a ab. Die
Abbildung deyp: T(S1) = Tp(p)(S2), definiert durch de,(w) = B'(0), ist linear.

Beweis. Siehe [9, Kap. 2.4, Prop. 2|. O

Zentrale Begriffe der Differentialgeometrie sind die Fundamentalformen. Zunéchst
soll hier auf die erste Fundamentalform eingegangen werden.
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Definition 2.8 (Erste Fundamentalform, [9, Kap. 2.5, Def. 1])

Sei w € Tp(S) C R3 ein Vektor der Tangentialebene einer reguléiren Fliche S.
Das Standardskalarprodukt des R? sei mit (-, -)p bezeichnet. Die quadratische Form
I,: T,(S) — R, die durch

Ip(w) = {w,w)p = |wf* 2 0 (2.1)

gegeben ist, heift die erste Fundamentalform der reguliren Fliche S ¢ R®in p € S.

Mit Hilfe der ersten Fundamentalform kénnen Messungen auf einer Fliche durchge-
fiihrt werden. Beispielsweise lassen sich Lingen von Kurven auf reguldren Flichen
bestimmen, der Winkel zwischen Tangentialvektoren kann ermittelt und der Fla-
cheninhalt von Gebieten auf regularen Fldchen berechnet werden [9].
Die erste Fundamentalform kann in der zu einer Parametrisierung x(u,v) bei p as-
sozilerten Basis {x,,x,} von der Tangentialebene T),(S) ausgedriickt werden. Ein
Tangentenvektor w € T,(5) ist ein Tangentenvektor an eine parametrisierte Kurve
a(t) =x(u(t),v(t)),t € (—&,¢), mit p = a(0) = x(ug,vp) [9]. Damit erhélt man
Ip(e'(0)) = (/(0), &'(0))y
= (xut + X0, X0 + X)),
= (%u, Xu)p (1) + 2(xu, %) p /v + (X4, %) p (V)

= E(u)? 4 2F v + G(v)?,

2

wobei die Werte der auftretenden Funktionen fiir ¢ = 0 berechnet werden. Es lassen
sich iiber

E(anUO) = <Xu>Xu>pa
F(ug,v0) = (Xu,Xy)p und (2.2)
G(“(]’UO) = <XU7XU>P

die Koeffizienten der ersten Fundamentalform in der Basis {x,,x,} von T,(S) be-
stimmen.

2.1.3. GauB-Abbildung

In diesem Abschnitt soll die Bestimmung der Kriimmung einer Kurve, wie in Ab-
schnitt erlautert, auf regulire Fliachen iibertragen werden. Die Idee ist es zu
messen, wie schnell sich eine Fléche S von der Tangentialebene T,,(.S) in einer Um-
gebung eines Punktes p € S entfernt. Das bedeutet, es muss die Verdnderungsrate
eines Einheitsnormalenvektorfeldes N auf einer Umgebung von p beziiglich der Stelle
p gemessen werden. Dazu werden einige Begrifflichkeiten bendétigt.

Zu einer gegebenen Parametrisierung x: U C R? — S einer reguliren Fliche S bei
einem Punkt p € S kann in jedem Punkt aus x(U) ein Einheitsnormalenvektor durch

Xy X Xy

N(g)=———(@), qexU) (2.3)

- |Xy X Xyl
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bestimmt werden. Es gibt also eine differenzierbare Abbildung N: x(U) — R3, die
jedem ¢ € x(U) einen Einheitsnormalenvektor N(q) zuordnet [9]. Dariiber 14sst sich
das Einheitsnormalenvektorfeld definieren.

Definition 2.9 (Einheitsnormalenvektorfeld, [9, Kap. 3.2, S.99])

Sei V' C S eine offene Menge in S und N: V — R? eine differenzierbare Abbil-
dung, die jedem ¢ € V einen Einheitsnormalenvektor in g zuordnet. Dann ist N ein
differenzierbares Einheitsnormalenvektorfeld auf V.

Uber das Einheitsnormalenvektorfeld ldsst sich eine Aussage iiber die Orientierung
einer reguldren Fliche machen.

Definition 2.10 (Orientierung, [9; Kap. 3.2, S.99|)

Eine reguldre Flache S heilst orientierbar, wenn es ein auf der ganzen Fliche de-
finiertes differenzierbares Einheitsnormalenvektorfeld gibt. Die Wahl eines solchen
Vektorfeldes N heiftt Orientierung von S.

Nicht alle Fldchen haben ein differenzierbares Einheitsnormalenvektorfeld, das auf
der ganzen Fliche definiert ist. Fin Beispiel dafiir ist das Mobiusband, auf dem kein
solches Vektorfeld definiert werden kann. Anschaulich betrachtet, geht man einmal
langs des Mittelkreises der Fldche herum. Nach einer Umdrehung kommt das Vek-
torfeld N als —N zuriick, was ein Widerspruch zur Stetigkeit von N ist. Folglich ist
das Mobiusband auch keine orientierbare Flédche [9].

Im Folgenden bezeichnet S eine regulidre, orientierbare Fléche, fiir die eine Orien-

tierung gewihlt worden ist. Man spricht dann von einer Flache S mit Orientierung
N.

Definition 2.11 (Gauk-Abbildung, [9, Kap. 3.2, Def. 1])

Sei S C R? eine Fliche mit einer Orientierung N und S? die Einheitssphire mit
S% = {(x,y,2) € R® : 2% + 9% + 22 = 1}. Die Abbildung N: S — S2, die von der
Fliache S in die Einheitssphére abbildet, heift die Gauf-Abbildung von S.

Eine Veranschaulichung der Gaufs-Abbildung ist in Abbildung zu sehen.
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2.1. Grundlagen der Differentialgeometrie

Abbildung 2.5: Bildliche Darstellung der Gaufs-Abbildung nach Definition 2.11] Quelle:
[0l Kap. 3.2, Bild 3.2].

Die Gauk-Abbildung ist differenzierbar [9, Kap. 3.2, S.100]. Das Differential dN,, von
N bei p € S ist eine lineare Abbildung (siehe Satz von Tp(S) in TN(p)(Sz). Die
Tangentialebenen T},(S) und Ty, (S?) sind parallele Ebenen. Aus diesem Grund
kann dN,, als eine lineare Abbildung auf 7),(S) aufgefasst werden.

Satz 2.3 (vgl. [9, Kap. 3.2, Prop. 1])
Das Differential dN,,: T,(S) — T),(S) der Gauk-Abbildung ist eine selbstadjungierte
lineare Abbildung.

Beweis. Siehe [9, Kap. 3.2, Prop. 1]. O

Aufgrund dieses Satzes kann dem Differential dN, eine quadratische Form @ auf
T,(S) zugeordnet werden. Die quadratische Form ist durch Q(v) = (dN,(v), v), mit
v € T,(S) gegeben. Dies fithrt direkt auf die nichste Definition.

Definition 2.12 (Zweite Fundamentalform, [9, Kap. 3.2, Def. 2])

Sei T),(S) die Tangentialebene einer reguldren Fliche S, v € T,(S) und dN, das
Differential der Gauk-Abbildung bei p € S. Die quadratische Form I1,,, definiert auf
T,(S) durch I1,(v) = —(dNp(v),v)p, heifit die zweite Fundamentalform von S bei p.

Die bisher gemachten Definitionen beziehen sich auf kein Koordinatensystem. Fiir
einfache Fragestellungen ist dies ausreichend, doch um allgemeine Situationen be-
handeln zu kénnen, ist es oft hilfreich, auf ein Koordinatensystem Bezug zu nehmen.
Dies soll hier analog zu [9, Kap. 3.3, S.113-115] geschehen. Die folgenden Parame-
trisierungen x: U C R? — S werden als mit der Orientierung N von S vertriiglich

11
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vorausgesetzt, das heit, es gilt in x(U)

N Xy X Xy
|Xy X Xy

Es sei x(u,v) eine Parametrisierung einer Fliche S bei einem Punkt p € S und
a(t) = x(u(t),v(t)) eine parametrisierte Kurve auf S mit a(0) = p. Zur Vereinfa-
chung der Notation sollen im Folgenden alle auftretenden Funktionen fiir ihren Wert
im Punkt p stehen. Der Tangentenvektor an «(t) in p ist @' = x, ' + x,v und

dN(a') = N'(u(t),v(t)) = Nyv' + N/ .
N, und N, liegen in T,(S). Deswegen kann man

Ny = a11Xy + a21x, und N, = a12Xy + a22Xy
schreiben, somit gilt

dN (/) = (a11v' + a12v )%y + (a1t + azev)x, . (2.4)
In Matrixschreibweise lautet dies

AN u' - ailr a2 u’

v ) \axu ax o)

Das Differential dN kann also in der Basis {xy,X,} durch die Matrix (a;;)i j=12
dargestellt werden mit a;; € R. Die Darstellung der zweiten Fundamentalform in der
Basis {xy,x,} lautet

IT(a') = —(dN(a), )

—(d
—(Nyu' + Ny, xu + x,)
= e(u)? + 2fu'v + g(v)?,

e =—(Ny,xy) = (N, Xyu),
= _<vaxu> = <N7 Xuv> = <N7 Xvu> = _<NU7XU>7 (25>
= <Nvaxv> = <N7 Xv'u>

gilt. Aus den Gleichungen (2.4) und ({2.5)) kénnen die Darstellungen fiir die a;; mithilfe
der Koeffizienten der ersten Fundamentalform aus Gleichung ([2.2)) beziiglich der Basis
{xu, %y} hergeleitet werden,

—f = (Ny,xy) = annF + a21G,
—f = (Ny,xy) = a12F + axnF, (2.6)
—e = (Ny,xy) = annE + an F,
—9 = (Nu,Xy) = a12F + anG.
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Die Beziehungen in (2.6)) kénnen in Matrixschreibweise ausgedriickt werden als
. (& f [ G611 a21 E F
I g a2 ax) \F G)
Durch Umschreiben erhélt man eine explizite Formel fiir a;;
~1
an a) _ e f)\[(E F
a2 a2 fg)\F G)

wobei mit (-)~! die inverse Matrix bezeichnet wird. Fiir die einzelnen Elemente
ai; € R in der Matrix erhélt man

fF—eG
all:EG*F27
0, = TG
EG — F?’
oF 15 (2.7)
GQIZEG_FQ»
gy = 1E—9F
EG - F?’

Die Gleichungen in (2.7) werden als Gleichungen von Weingarten bezeichnet [9].

Ein Begriff, auf dem die Gaufische Kriimmung und die mittlere Kriimmung beru-
hen, ist die Normalkriimmung, die im Folgenden definiert werden soll.

Definition 2.13 (Normalkriimmung, [9, Kap. 3.2, Def. 3])

Sei C eine regulare Kurve in S, die durch p € S geht, k die Kriimmung von C in p
und cos§ = (n, N),, wobei n der Normalenvektor an C' und N der Normalenvektor
auf S in p ist. Die Zahl k,, = k cos 8 heitt die Normalkrimmung von C' C S in p.

Es soll nun nochmal auf die lineare Abbildung dN, eingegangen werden. Dazu wird
zuerst folgendes Theorem formuliert.

Theorem 2.1 (vgl. [8, Appendix zu Kap. 3, Theorem S.216])

Sei A: V. — V eine selbstadjungierte lineare Abbildung. Dann existiert eine Or-
thonormalbasis {e1,ea} von V', sodass gilt A(e;) = Ae1, A(ea) = Ages. Es seien
mit e, ea Eigenvektoren und mit A1, Ao Eigenwerte bezeichnet. In der Basis {e1, es}
sei die Matrix A eine Diagonalmatrix. Die Elemente A1, Ay auf der Diagonalen mit
A1 > Ao sind das Maximum und das Minimum beziiglich der quadratischen Form
Q(v) = (Av,v) auf dem Einheitskreis von V.

Beweis. Siehe [8, Appendix von Kap. 3, S. 216]. O
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Angewandt auf die Abbildung dN,, bedeutet das, dass es zu jedem p € S eine Ortho-
normalbasis {e1, ea} von T,,(S) gibt, sodass dN,(e1) = —k1e1 und dNp(e2) = —kaez
gilt. Zudem sind k; und kg, mit K1 > kg, das Maximum und Minimum der zweiten
Fundamentalform 17, eingeschrénkt auf den Einheitskreis in 7},(5). Damit sind sie
die Extremwerte der Normalkriimmung bei p. Damit lassen sich nun die Hauptkriim-
mungen definieren.

Definition 2.14 (Hauptkriimmungen, [9, Kap. 3.2, Def. 4|)

Die maximale Normalkriimmung x; und die minimale Normalkriimmung ko hei-
fen Hauptkrimmungen bei p € R3. Die dazugehdrenden Richtungen, die durch die
Eigenvektoren eq, ey des Differentials dN,, gegeben sind, heifen Hauptkrimmungs-
richtungen bei p.

Mithilfe der beiden Hauptkriimmungen werden die Gaufssche Kriimmung und die
mittlere Kriimmung definiert. Dazu betrachte man einerseits die Determinante von
dN, die iiber das Produkt der Hauptkriimmungen gebildet wird, was zu (—k1)(—k2) =
k1keo fithrt. Andererseits ist die Spur von dN die Summe der Hauptkrimmungen
und damit —k1 + (—k2) = —(k1 + k2). Es sei hier angemerkt, dass, falls sich die
Orientierung der Fliache &ndert, die Determinante gleich bleibt, die Spur jedoch ihr
Vorzeichen adndert.

Definition 2.15 (Gaufsche und mittlere Kriimmung, [9 Kap. 3.2, Def. 6])
Sei p € S ein Punkt auf einer reguléren Flache S, dN,: T,,(S) — T, (S) das Differen-
tial der Gaufs-Abbildung.

Die Gaufische Krimmung K von S in p ist die Determinante von dVp:
K= K1K2 . (28)

Die muttlere Krimmung H von S in p ist das Negative der halben Spur:

H-Stm (2.9)

Die beiden Kriimmungen koénnen iiber die Koeffizienten der ersten und der zweiten
Fundamentalform ausgedriickt werden. Die Gauftsche Kriimmung ist die Determi-
nante der oben erwéhnten Matrix a;;. Durch einfaches Nachrechnen erhilt man

eg — f?

K = det(azj) = 7EG — F2

(2.10)

fiir die Gauftsche Kriimmung. Die mittlere Kriimmung kann genauso iiber die Ko-
effizienten der ersten und zweiten Fundamentalformen dargestellt werden. Dazu ist
wichtig, dass die Hauptkriimmungen —ki, —ko die Eigenwerte von dN sind. Die
Kriimmungen —k1, —rg erfiillen also die Gleichung

dN(v) = —kv = —klv fiir ein v € T,(S),v # 0,
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mit I der identischen Abbildung. Die Abbildung dN + kI ist demnach nicht inver-
tierbar, das heift, die Determinante dieser Abbildung ist Null. Damit gilt

det (an + K a2 ) —0
azy axp + K
oder

2
K+ k(a1 + age) + aj1aze — azraia = 0.

Mit den Lésungen dieser quadratischen Gleichung, k1 und ks, folgt fiir die mittlere
Kriimmung
leG —2fF +gFE

1 1
H— - - - + = ) 2.11
Q(Hl w2) Q(CL11 a22) 2 EG - F? ( )

Den Zusammenhang zwischen den Koeffizienten der ersten und zweiten Fundamen-
talform und den Kriimmungen, soll folgendes Beispiel verdeutlichen.

Beispiel 2.1 (vgl. [9 Kap. 3.3, Beispiel 5])
Sei eine Fliche S als Graph einer differenzierbaren Funktion z = h(z,y) gegeben,
wobei (z,y) in einer offenen Menge U C R? liegt. Um Formeln fiir die oben definierten
Begriffe zu erhalten, wird die Fliche durch

x(u,v) = (u,v, h(u,v)), (u,v) €U,
mit x = u,y = v parametrisiert. Fiir die bendtigten Ableitungen gelten

Xu - (1707 hu)v XU - (07 lvhv)7
Xuu = (0,07 huu)» Xuv = (0707 huv)a Xy = (070; hvv)-

Fiir N(x,y) gilt also

Xy X Xy —hgz, —hy, 1
N(z.y) = s

—’XUXXv’_ /1+h7§+h§,

was ein Einheitsnormalenfeld auf der Fliche ist. Die Koeffizienten der zweiten Fun-
damentalform sind in dieser Orientierung durch

hJ?J,’

JIHh2 482

Py

f=——
L+ h2 + b2 (2.12)

EE

1+ h2 + h2
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gegeben. Die Formeln der Gaufschen Kriimmung (2.10) und der mittleren Kriim-

mung (2.11)) kénnen nun mithilfe der Koeflizienten der ersten Fundamentalform ([2.2)

und den gerade gemachten Darstellungen der zweiten Fundamentalform (2.12)) durch

Einsetzen auf folgende Form gebracht werden:

haahyy — h?ﬁy

(1+ h2 + h2)? ’

1 (1 + h2)hyy — 2hghyhyy + (14 R2)A

o = LA F )y = Zhahyhay + (L4 hy)hes (2.14)
2 (14 h2 + h2)3/2

Diese Formeln sind fiir den Regularisierer, der im Kapitel [3| vorgestellt wird, von

K (2.13)

grofser Bedeutung.

2.2. Funktionalanalytische Grundlagen

Dieses Kapitel widmet sich den Grundlagen der Analysis und der Variationsrech-
nung. Aus der Analysis soll hier auf den Gaufischen Integralsatz eingegangen und die
Variationsrechnung bis zu FEuler-Lagrange-Gleichungen aufgearbeitet werden. Diese
Begriffe werden fiir die theoretische Analyse des in dieser Arbeit zu untersuchenden
Regularisierers wichtig sein. Fiir elementare Begriffe der Analysis sei an dieser Stelle
auf die Lehrbiicher von Forster |13, [14, [15] verwiesen.

In diesem Abschnitt sollen nun Begriffe aus der Analysis aufgefithrt werden, die
fiir diese Arbeit von besonderer Bedeutung sind.

In der Integralrechnung im R” ist nach [22] einer der wichtigsten Sétze der Gaufsche
Integralsatz. Dieser Satz ist das hoherdimensionale Analogon des Fundamentalsatzes
der Integral- und Differentialrechnung fiir Funktionen einer Verdnderlichen [22]. Be-
vor der Satz hier formuliert wird, soll an den Begriff der Divergenz eines Vektorfeldes
erinnert werden. Sei U C R™ offen und

F=(F,...,F):U—>R"

ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann ist die Divergenz von F' eine Funktion
divF': U — R, die durch

n

definiert ist (vgl. [I5]). Damit kann nun der Gaufsche Integralsatz formuliert werden.

Satz 2.4 (Gaufscher Integralsatz, [I5, Kap. 15, Satz 3|)

Sei 2 C R™ eine kompakte Teilmenge mit glattem Rand. Bezeichne v: 092 — R” das
dufere Einheitsnormalenfeld und sei U D €2 eine offene Teilmenge von R™. Dann gilt
fiir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld F': U — R”

/ divF(z) d"z :/ (F(x),v(z)) dS(z). (2.15)
Q

o
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Beweis. Siehe [15, Kap. 15, S. 185/186]. O

Aus dem Integralsatz von Gauk ldsst sich die Formel fiir die mehrdimensionale parti-
elle Integration ableiten. Sei hierfiir F'(x) = G(x)-p(z) mit G(z) € R" und ¢(x) € R.
Damit erhélt Gleichung (2.15) folgende Form:

| (6ta)- pla).v(@) ast) = [ div(Gla) - ¢(@) da. (2.16)
Es soll nun die Notation vereinfacht werden, indem folgende Schreibweise eingefiihrt
wird: G := G(z),¢ := ¢(x) und v := v(z). Im Folgenden wird der Term div(G - ¢)
umgeschrieben:

G- 0 (G1-¢) 1 1G9+ G1-Ovp 1
div(Gop)=div [ | =| : |-[:]= z |
Gy On(Gr, - ) 1 OnGn -0+ Gy - Onp 1

= -divG + (G, V).

Setzt man nun diesen Term in das zweite Integral der Gleichung (2.16]) ein und teilt
das Integral in zwei Integrale auf, so erhélt man

8Q(G(x) ~p(x),v(z)) dS(z) = /Q(divG) “pdx + /Q<G, V) dx.

Betrachtet man nun den Spezialfall G = Vu, so erhilt man

/Q<Vu,Vgp> dg;:—/QAu-@dH/m@-vu,w dS(z),

was der allgemeinen Formel der mehrdimensionalen partiellen Integration entspricht
und im Verlauf dieser Arbeit mehrmals angewandt wird.

Im Folgenden soll nun auf die Grundlagen der Variationsrechnung eingegangen wer-
den. Es werden grundlegende Begriffe und Definitionen, die zum Beispiel in [I7] und
[25] nachgelesen werden konnen, genannt, die im weiteren Verlauf der Arbeit ver-
wendet werden.

Die Variationsrechnung befasst sich mit Funktionalen, das heifst mit Abbildungen,
die aus einem Gebiet V', das eine Teilmenge eines linearen Raumes X aus R ist, in
die reelen Zahlen R abbildet [I7]. Die betrachteten Funktionale in der Variations-
rechnung sollen im Folgenden als Variationsintegrale definiert werden.

Definition 2.16 (Variationsintegral, [I7, Kap. 1, S. 3|)

Sei @ ¢ R™ n > 1, und u(x) eine in Q definierte Funktion, die nach RY,
N > 1, abbildet. Mit Du sei die erste Ableitung von u bezeichnet, das heift
Du = (Dyu'),i=1,...,N,a=1,...,n. Das Variationsintegral sei dann definiert
iiber

F(u) = /QF(x,u(x),Du(x)) dzx.

17




2. Mathematische Grundlagen

Mit den Begriffen Funktional und Variationsintegral l&sst sich die erste Variation
einfithren. Dazu soll hier so vorgegangen werden wie in [I7]. Man w&hle einen Punkt
ug € V und einen Vektor ¢ € X und nimmt an, dass das durch ug und ¢ beschriebene
Segment {u: u=wup + ¢, |e| < ep} in V fiir 9 > 0 enthalten ist. Dann heifit

57 (10,€) = lim 117w +20) = Fluo)] = - Fluo +20)|

erste Variation oder Gédteauz-Differential von F bei ug in Richtung ¢, falls der
Grenzwert existiert. Hieran kénnen nun Bedingungen gestellt werden. Eine der wich-
tigsten Bedingungen in der Variationsrechnung ist das Verschwinden der ersten Va-
riation, was zur Fuler-Lagrange-Gleichung fiihrt. Das Verschwinden der ersten Va-
riation kann nach [I7] folgendermafen beschrieben werden. Falls uy das Funktional
Z beziiglich der Variationen dup = ¢ minimiert, so gilt

d
0F (up, C) :== d—gﬁ(uo +&() o 0

fiir alle ¢ mit kompaktem Triger in ). Die Variationsrechnung ist das Teilgebiet
der Mathematik, das sich mit dem Finden von Extrema von Funktionalen befasst.
Aus diesem Grund geht es im Folgenden nun darum, kritische Punkte von % wie
Extrempunkte oder Sattelpunkte zu finden. Dafiir betrachtet man folgenden Satz.

Satz 2.5 (Euler-Lagrange-Gleichung, [I7, Kap. 1, S. 16])
Sei u € C?(2,RY). Wenn u(z) die Gleichung

Do Fpi (z,u(x), Du(z)) — Fui(x,u(z), Du(z)) =0, 1<i<N, (2.17)

fiir alle x € € erfiillt, so ist ein stationdrer Punkt gefunden worden. Diese Gleichung
bezeichnet man als Euler-Lagrange-Gleichung.

Hierbei bezeichnet F,(z,u,p) die partielle Ableitung und Fj; ist die abkiirzende

Bezeichnung fiir 8?5 . Fiir weitere Erlauterungen sei auf [I7, Kap. 1, S. 11/12] ver-
wiesen. ’
Beweis. Siehe [17, Kap. 1, S. 16]. O

Mit dem Ziel Extrempunkte zu finden, befasst sich auch die Bildregistrierung. Auf
diesen Anwendungsbereich der Mathematik soll im folgenden Kapitel eingegangen
werden.

2.3. Grundlagen der Bildregistrierung

In diesem Kapitel erfolgt eine kurze Einfiihrung in das Thema der Bildregistrierung.
Es werden grundlegende Begrifflichkeiten eingefiihrt und das Registrierungsproblem
der nicht-parametrischen Bildregistrierung dargestellt. Diese Grundlagen stammen
aus den Werken [26] und [27].
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2.3.1. Problemstellung

In der Bildregistrierung werden Bilder betrachtet. Ein Bild soll im Folgenden als eine
kontinuierliche Abbildung 7': R™ — R verstanden werden, wobei n € N die rdumliche
Dimension der gegebenen Daten angibt [26]. Die Bildregistrierung beschéftigt sich
mit zwei Bildern, einem Referenzbild R und einem Templatebild 7. Gesucht wird
eine Transformation ¢: R™ — R™ mit

p(x) =z + u(z),

die von einem unbekannten Deformationsfeld w, u: R” — R™ abhingt, sodass das
transformierte Templatebild T, (x) := T'(¢(x)) dhnlich zum Referenzbild R wird. Um
das Registrierungsproblem zu l6sen, muss nun ein geeignetes Distanzmaf angewandt
werden, um die Differenz zwischen R und T beziiglich w zu minimieren,

D[R, T;u] —%— min . (2.18)

Dieses Problem ist nach Hadamard [18] ein schlecht gestelltes Problem. Bei einem
korrekt gestellten Problem muss gewéhrleistet sein, dass das Problem eine Lésung
besitzt, dass diese Losung eindeutig ist und dass die Losung stetig von den Eingabe-
werten abhingt. Ist eine dieser Bedingungen nicht erfiillt, so handelt es sich um ein
schlecht gestelltes Problem. Das Registrierungsproblem ist schlecht gestellt,
da kleine Veréinderungen der Fingabedaten zu groffen Verdnderungen der Ausga-
be fithren kénnen. Auferdem ist die Losung nicht eindeutig, da das Problem nicht
unbedingt konvex ist und die Deformation nicht kontinuierlich sein muss [27]. Aus
diesem Grund muss eine a priori Information an w iiber einen Regularisierungsterm
R gestellt werden. Das Minimierungsproblem kann damit folgendermafen erweitert
werden

11;161%% {Jalu] = D[R, T;u| + aR[u]} . (2.19)
Der Parameter o sei grofer als Null und w wird in einer Menge U von zuléssigen
Lésungen, die J, minimieren, gesucht.

2.3.2. Diskretisierung

In der Theorie kénnen Daten kontinuierlich betrachtet werden, wihrend dies in der
Praxis aufgrund von begrenztem Speicherplatz und endlicher Zeit nicht méglich ist.
Aus diesem Grund werden die Daten durch Abtastung diskretisiert. Dies erfolgt,
indem den gegebenen Daten Punkte zugeordnet werden, die sich auf einem Gitter
eines n-dimensionalen Intervalls = (w1, ws) X - -+ X (Wap—1,wa,) C R™ befinden. Das
Standardgitter ist das zell-zentrierte Gitter, bei dem iiber die Zellmittelpunkte inter-
poliert wird. Dariiber hinaus existieren das nodale Gitter und das gestaffelte Gitter,
bei denen iiber die Eckpunkte beziehungsweise iiber die Mittelpunkte der Kanten

19



2. Mathematische Grundlagen

interpoliert wird. Da in dieser Arbeit das zell-zentrierte Gitter verwendet wurde, soll
im Folgenden auf dieses genauer eingegangen werden. Fiir genauere Ausfiihrungen
der anderen Gitterformen wird auf [26] verwiesen.

Definition 2.17 (Zell-zentriertes Gitter, [26] Kap. 3.1, S. 20])
Sei 2 = (w1, w2) X -+ X (wWop—1,wa,) C R™ das Bildgebiet und m = [my,...,m,] die
Datengrofe. Die Gitterweite ldsst sich in einem Vektor h = [hq,. .., h,| mit

(wai — wai—1)
m;

hi =

zusammenfassen. Sei j = [j1,. .. j,] ein Multiindex, dann definiert man
& = wai1+ (j — 0.5)h;, wobei & =[¢],...,& ] € R™.

Diese Punkte werden in einem Vektor z; folgendermafsen
xj = [5]1-1,...,5?71], mit j; =1,...,m;undi=1,...,n,

zusammengefasst, der dann die Punkte des gesamten zell-zentrierten Gitters enthilt.

Fir die praktische Verwendung ist es wichtig, dass der Vektor in einer handhabbaren
Form geordnet ist. In dieser Arbeit wurde die lexikographische Anordnung verwen-
det. Die Umsetzung dieser Sortierung kann, wie in [26] beschrieben, im Zweidimen-
sionalen iiber das Schema j — j; + mq(j2 — 1) erfolgen. Eine Veranschaulichung des
zell-zentrierten Gitters und der lexikographischen Ordnung der Gitterpunkte ist in
Abbildung zu sehen.

[ ] o—1—> 0

<]
o o

I

Y

Abbildung 2.6: Darstellung der Diskretisierung eines zweidimensionalen Bildgebietes iiber
ein zell-zentriertes Gitter mit m; = 4 und mq = 3. Die Pfeile zeigen die lexikographische
Anordnung der Gitterpunkte an.

Um die Implementierung einer Diskretisierung effizienter zu gestalten, ist es oftmals
sinnvoll, das Kroneckerprodukt zu verwenden, das folgendermafsen definiert ist.
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2.3. Grundlagen der Bildregistrierung

Definition 2.18 (Kroneckerprodukt, [26 Kap. 2.3.8, S. 17])
Gegeben seien zwei Matrizen A € R™*" und B € RP*4.
Das Kroneckerprodukt ist dann definiert {iber

al,lB 600 al’nB
A®B = : : e RMPXng

am1B ... amg

2.3.3. Distanzmale

Wie in Kapitel angesprochen, muss ein geeignetes Distanzmal angewandt wer-
den, um die Differenz zwischen dem Referenzbild R und dem Templatebild T mini-
mieren und damit die Ahnlichkeit zweier Bilder messen zu kénnen. In dieser Arbeit
wurde als Mak, das in [26] ndher beschriebene Maf iiber die Summe der quadrier-
ten Differenzen — auch sum of squared differences (SSD) genannt — verwendet. Dieses
Maf misst die Energie, die im Differenzbild enthalten ist. Deshalb ist es wichtig, dass
die Intensitétswerte der beiden Bilder vergleichbar sind. Das SSD-Maf lasst sich wie
folgt definieren.

Definition 2.19 (Summe der quadrierten Differenzen (SSD), [26, Kap. 6.2, S. 71])
Seien das Templatebild 7" und das Referenzbild R gegeben. Das SSD-Mafs wird dann
definiert durch

1
DY5P[T, R] = 5 /Q(T(a:) — R(z))? d.

Neben dem SSD-Maf existieren noch weitere Mafe wie beispielsweise das Mak tiber
die normalisierte Kreuzkorrelation oder iiber das normalisierte Gradientenfeld. Fiir
weitere Information sei hier auf [26] verwiesen.

Fiir ein Distanzmaft D kann die erste Variation angegeben werden. Dabei sei H
ein Hilbertraum [7]. Die erste Variation des Distanzmafes D sei nach [7] fiir alle
Variationsrichtungen n € ‘H gegeben iiber

5D(uv TI) = <f(u)a T’>’Ha
wobei
f(u) = (fi(u), fo(w))" = (T(w) — R)V,T(u)

eine nichtlineare Funktion ist. Mit Vo, F' = (9F/Ou1,0F /Ous) " sei der Gradient eines
Funktionals F' beziiglich u(x) bezeichnet. Mit dieser Notation sollte die Formulie-
rung der Euler-Lagrange-Gleichungen im néchsten Abschnitt nachvollziehbar sein.
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Wie in Kapitel angesprochen, reicht ein Distanzmafs zum Losen des Bildregis-
trierungsproblems nicht aus, sondern es wird ein zusédtzlicher Regularisierungsterm
benotigt. Das folgende Kapitel beschiftigt sich mit den existierenden und iiblicher-
weise verwendeten Regularisierern.

2.3.4. Regularisierer

Im Folgenden sollen die hauptsichlich verwendeten Registrierungsmodelle und die
dazugehorigen Euler-Lagrange-Gleichungen kurz vorgestellt werden.

Elastischer Regularisierer

Die elastische Registrierung wurde zuerst von Broit im Jahre 1981 in [3] eingefiihrt.
Diese Registrierung basiert auf einem quantitativen Maf fiir die Deformation, einem
quantitativen Maf fiir die Ahnlichkeit zwischen deformierten Bildern und einer Me-
thode, die die beiden Mafe verwendet, um eine optimale Abbildung zu erhalten [27].
Diese Herangehensweise fiihrt auf folgenden Regularisierungsterm

2
A
Relas(u) _ /Q % Z (&L,lum + 8xmul)2 + §(V . u)2) de
I,m=1

was nach [7] zu folgendem Euler-Lagrange System von nichtlinearen partiellen Dif-
ferentialgleichungen zweiter Ordnung fiihrt

{ﬁ(u) — (A + 202)0z 051 + 1Dy ts + (A + 1)y yu2) = 0
fQ(’lL) - O‘((A + N)axlxgul + Naanzlu? + ()\ + 2/1/)8112322“2) =0,
mit den Randbedingungen (u(Vu + (Vu) ') + Adiag(V - u),n)gz = 0 auf 99Q. Die

Parameter g > 0 und A < 0 sind die Lamé Konstanten und n = (ng,,ng,) " ist der
nach aufien zeigende Einheitsnormalenvektor des Bildrandes 0f).

Diffusiver Regularisierer
Bei der diffusiven Registrierung basiert der Regularisierungsterm R auf der L? Norm
von Vu;. Der Regularisierungsterm ist nach [26] gegeben durch

2
: 1
R (u) = 3 > / [V |* de,
=179

was durch Einsetzen in die Definition zur Bestimmung von Euler-Lagrange-Gleichungen
oder Nachlesen in [7] zu folgendem Euler-Lagrange System von nichtlinearen parti-
ellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung fiihrt

fl(u) — ozAul =0
fo(u) — alAug =0,

mit den Randbedingungen (Vuy, n)r2 = 0 auf 9. Dieses Modell kann also als ein
Spezialfall des elastischen Modells mit 4 = 1 und A = —1 angesehen werden.
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2.3. Grundlagen der Bildregistrierung

Regularisierer basierend auf der Totalen Variation (TV)
Der TV-Regularisierer wurde erstmals in [20] eingefithrt und dort basierend auf der
Semi-Norm der beschrinkten Variation formuliert. Dadurch wird folgender Regula-

risierungsterm erhalten

2 2
RPTV (u) = Z/Q V| gdx = Z/Q Vb, g+ B de,
=1 =1

wobei der Parameter 3, der klein aber gréfser als Null gewdhlt wird, hinzugefiigt wird,
um Singularitdten von |Vu;| = 0 zu vermeiden. Durch Nachrechnen oder Nachschla-
gen in [7] fihrt dies zu folgendem Euler-Lagrange System von nichtlinearen partiellen
Differentialgleichungen zweiter Ordnung

fi(u) —aV - (Wvu“;'ﬁ) =0
fa(u) = aV - ([h5-) = 0

mit den Randbedingungen (Vu;, n)gp2 = 0 auf 0Q. Anhand der Formel sieht man,
dass jede Deformationsvariable u; und wuo separat regularisiert wird, damit ist die
Entkopplung des nichtlinearen Diffusionsprozesses ersichtlich. Des Weiteren fehlt die-
sem Regularisierer die Rotationsinvarianz, da hier eine nicht-vektorielle Regularisie-
rung vorliegt. Aus diesem Grund sind fiir diesen Regularisierer Registrierungsproble-
me mit nicht-achsen ausgerichteten Unstetigkeiten schwierig zu lésen [7].

Fischer-Modersitzki Kriimmungsregularisierer
Der Fischer-Modersitzki-Regularisierer kann als eine Approximation der mittleren
Kriimmung der Fléche u; betrachtet werden. Er ist gegeben durch

FMcurv _12 e 2 _12 u2
R <u>—2l2;/9< () dQ_%Zl/n(A )2 do.

Durch Einsetzen in die Definition zur Bestimmung von Euler-Lagrange-Gleichungen
oder Nachlesen in [7] fithrt dies zu folgendem Euler-Lagrange System von nichtlinea-
ren partiellen Differentialgleichungen vierter Ordnung

fi(u) + aA?u; =0
fa(u) + aA2uy = 0,

mit den Randbedingungen Vu; = 0, VAwu; = 0 auf 99 fiir [ = 1, 2.

Blickt man mit den Methoden der Differentialgeometrie auf diesen Regularisierer,
kann v; hier als Fliche im R3 verstanden werden, die durch (a1, 2, u(21,22)) mit
w(z1,x2) = 0 gegeben ist. An dieser Stelle soll noch einmal die Definition der mitt-

leren Kriimmung (siehe Formel (2.14))) aus dem Differentialgeometrickapitel [2.1 be-
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2. Mathematische Grundlagen

trachtet werden. Wendet man diese Definition der mittleren Kriimmung auf die FI&-
che u; an, so erhdlt man

(1+uf) = 2up, gy, Uy, T (L U] g,

(1+ “1211 + uiﬁ2 )3/2

ulmZ x9

K(w) =

Unter der Annahme, dass |Vuy;| = 1/“l211 +u1211 ~ 0 ist, und es somit gilt, dass

Vw|? =u? +ul =0 ist, ergibt sich
lgg1 112 3
K(w) = ui,,,, +u,,,, = Au,

was der Laplace-Operator ist, der im Fischer-Modersitzki-Kriimmungsregularisierer
verwendet wird und dort wegen der Verwandtschaft mit der mittleren Kriimmung als
R(u;) bezeichnet wird. Aufgrund dieser Tatsache lasst sich der Fischer-Modersitzki-
Regularisierer als eine Approximation der mittleren Kriimmung aus der Differential-
geometrie auffassen.

2.3.5. Losen des Registrierungsproblems

Das Bildregistrierungsproblem kann mit gewohnlichen Verfahren der Optimie-
rung, die zum Beispiel in [29] aufgefiihrt werden, gelost werden.

In dieser Arbeit wird das Gauf-Newton Verfahren angewandt. Dieses kann als eine
modifizierte Form des Newton Verfahrens angesehen werden. Das Newton Verfahren
ist, wie in [29] nachzulesen ist, ein iteratives Verfahren, das eine Approximation der
Taylorentwicklung der zu minimierenden Funktion nutzt. Die Suchrichtung py in der
k-ten Tteration wird iiber die Newton-Gleichungen V?f(zy)pr = —V f(x)) erhalten,
wobei f: R®™ — R"” eine differenzierbare Funktion ist. Mit V f sei der Gradient und
mit V2f die Hessematrix von f bezeichnet.

Beim Gaufi-Newton Verfahren wird nach [29] das Residuum r; der zu minimie-
renden Funktion mit der Methode der kleinsten Quadrate minimiert. Dabei wird
ausgenutzt, dass die Hesse-Matrix iiber die Jakobi-Matrix durch V2f;, ~ JJJk
approximiert werden kann, wobei J; die Jakobi-Matrix bezeichnet. Die Suchrich-
tung wird bei diesem Verfahren durch Lésen von JkT Jepr = —JkT ri erhalten. Bei-
den Liniensuchalgorithmen ist gemein, dass an diese Algorithmen Abbruchbedin-
gungen gestellt werden, um einen hinreichenden Abstieg der Zielfunktion zu ge-
wihrleisten. Hier wird die Armijo-Bedingung verwendet, die folgendermafen lautet:
flzp + arpr) < flwg) + ¢ axVii(zr) Tpr mit ¢ € (0,1). Mit dem Gauk-Newton
Verfahren erhidlt man ein dhnliches Ergebnis wie iiber die Newton Methode, doch
durch die im Gauf-Newton Verfahren verwendete Approximation muss im Gegen-
satz zum Newton Verfahren nicht die Hesse-Matrix berechnet werden. Dies verringert
den Rechenaufwand deutlich und ist damit fiir die Implementierung eines Optimie-
rungsproblems geeignet. Aus diesem Grund wird das Gauk-Newton Verfahren zum
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2.3. Grundlagen der Bildregistrierung

Lésen des in dieser Arbeit gestellten Bildregistrierungsproblems verwendet.

In diesem Kapitel wurde zunéchst eine anschauliche Einfiihrung in das Themenge-
biet der Differentialgeometrie gegeben, wobei diese mit der Herleitung der Formel
fiir die mittlere Kriimmung geschlossen hat. Diese Formel wurde bei der Beschrei-
bung des Fischer-Modersitzki-Regularisierers wieder aufgegriffen, wobei gezeigt wer-
den konnte, dass dieser als eine Approximation der mittleren Kriimmung aus der
Differentialgeometrie aufgefasst werden kann. Im néchsten Kapitel wird ein Regula-
risierungsmodell vorgestellt, welches diese Approximationen nicht nutzt, sondern die
vollstindige Form der mittleren Kriimmung verwendet.
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3. Modellbeschreibung in 2D

In diesem Kapitel soll der Regularisierer eingefiihrt werden, der in dieser Arbeit ge-
nauer untersucht wird. Dieser Regularisierer beruht auf der Differentialgeometrie.
Die daraus benotigten Konzepte, die zum Verstdndnis dieses Regularisierers wichtig
sind, wurden in Kapitel 2.1 dargestellt. Der Regularisierer, der hier im Zentrum steht,
ist der Kriimmungsregularisierer, der in [32] vorgestellt wird. Dieser Regularisie-
rer setzt die Idee fort, die im Fischer-Modersitzki-Regularisierungsmodell eingefiihrt
[10, 11, 12] und in [6l [7] als neues Kriimmungsregularisierungsmodell weiterentwi-
ckelt wurde.

Das kriitmmungsbasierte Regularisierungsmodell, das in [7] eingefiihrt wird, wird dort
iiber das Fischer-Modersitzki-Modell motiviert und als eine Erweiterung dessen an-
gesehen. Ziel von Chumchob et al. in [7] war es, ein Registrierungsmodell zu entwer-
fen, das die gleichen positiven Eigenschaften wie das Fischer-Modersitzki-Modell hat
und dieses noch iibertrifft, indem es auf glatte und nichtglatte Registrierungsproble-
me angewandt werden kann. Um dies zu erreichen, wurde das vollstdndige Kriim-
mungsmodell der mittleren Kriilmmung verwendet, das heifst die Approximationen,
die im Fischer-Modersitzki-Modell verwendet werden, werden hier nicht vorgenom-
men. Nach [7] lautet dann das Modell folgendermafen:

B+ U?xl Jur, . — 2w, u, g, L+ (B + UZQ)UIWQ
B+ uil +u? )3/2

oy

k(up) = (3.1)

mit [Vl = ,/uig1 —|—ul212 + B und B8 > 0. AuBerdem wird behauptet, dass das

Modell iiber die Divergenz auf folgende Weise ausgedriickt werden kann:
Vuy;

Vuilg’

An dieser Stelle sind einige Anmerkungen nétig. Das in [7] formulierte Modell

ist nicht dquivalent zu der Formel (2.14) fiir die mittlere Kriimmung, die man aus
der Differentialgeometrie erhélt. Der Unterschied besteht darin, dass im Z&hler der

k(u) =V (3.2)

Formel im ersten und im letzten Summanden jeweils die gleichen partiellen
Ableitungen enthalten sind, wohingegen in Formel in diesen Summanden
jeweils verschiedene partielle Ableitungen stehen. Da jedoch nach [7] gleichzeitig
die Divergenzformel gelten soll, wurde in dieser Arbeit diese Formel auf die
Form der mittleren Kriimmung gebracht. Die Berechnungen dazu kénnen im An-
hang in Abschnitt nachgelesen werden. Dabei wurde als Ergebnis eine Formel
der Form erhalten. Das ldsst darauf schliefen, dass sich in [6] und in [7], in
denen dieses Modell aufgestellt wurde, ein Schreibfehler eingeschlichen hat und das
Modell richtigerweise folgendermafken heifsen miisste:
B+ Uil Wl — 2, Ur,, U, ,, + (B + ulzw)ulmlml A\

k(uy) = =V .
) (Bru?_+ul )P Sl
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3. Modellbeschreibung in 2D

Da die Implementierung iiber die Divergenzformel erfolgt ist, hat dies keine Auswir-
kungen auf die praktischen Ergebnisse.
Der vollstdndige Regularisierungsterm hat damit die Form

RECB (4 Z / (3.3)

mit ®(s) = 3s% Das Registrierungsmodell mit Regularisierungsterm l-i fithrt nach
[7] zu folgendem System von Euler-Lagrange-Gleichungen

fi(u) +aV - (o Ve(w) - %Vw =0
fo(w) + aV - (s Vilua) — i3 Vs ) =0

mit den Randbedingungen (Vu;, n)re = (Vi(u;), n)gz = 0 auf Q. Zhang und Chen
haben in [32] festgestellt, dass das Modell (3.3)) sehr gute Ergebnisse liefert, falls u;
und wue nicht stark gekoppelt sind. Der Grund dafiir ist der nichtlineare Diffusions-

prozess, der sich aus der ersten Variation von RE¢B

ergibt und der die Kopplung der
Komponenten des Deformationsfeldes w1 und us nicht erzwingt. Das bedeutet, es gibt
Fille, in denen dieses Modell kein gutes Registrierungsergebnis liefert, zum Beispiel
bei nichtglatten Registrierungsproblemen mit nicht-achsen-ausgerichteter Unstetig-
keiten. Aus diesem Grund wurde in [32] ein neuer kriimmungsbasierter Regularisierer
eingefiihrt, der sehr dhnlich zu Modell ist. Der Regularisierer basiert, wie der in
[6, [7] beschriebene Regularisierer, auf der mittleren Kriimmung der Differentialgeo-
metrie. Zusitzlich erlaubt dieser eine Koppelung der beiden Komponenten u; und
ug des Deformationsfeldes. Dies soll die Qualitdt der Registrierung, fiir glatte und
nichtglatte Registrierungsprobleme steigern. Die erste Idee, die in [32] vorgeschlagen
wird, ist das Modell

m&nja(u) =D(u) + aR(u) / Ve(ur)? + k(ug)? dQ

zu verwenden, wobei u aus einem Funktionenraum stammt. Allerdings erzwingt die-
ses Modell extrem stark die Kopplung, weshalb es nicht das bevorzugt zu verwen-
dende Modell ist. Aus diesem Grund wird in [32] eine modifizierte Form der mittle-
ren Kriimmung x;(u), ko(u) verwendet. Bevor der eigentliche Regularisierungsterm
eingefithrt wird, wird die TV-Halbnorm betrachtet. Auf diese soll hier nicht wei-
ter eingegangen werden, fiir eine genauere Ausfithrung sei auf [20] verwiesen. Die
Minimierung des Terms

/ |Vu| d2
Q

fiir eine skalare Funktion w, filhrt zur mittleren Kriimmung

Vu

k(u) = kecop(u) =V - |
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Wird die vektorisierte TV-Halbnorm zu
/ |Vuld Q= / lug|? + |ugl? dQ
Q Q

minimiert, so filhrt dies zur mittleren Kriimmung in der folgenden Form

Vu Vu
ki(u) =V - 71, ko(u) =V - ﬁ,

Val (3.4)

wobei durch den Term |Vu| die Kopplung miteinbezogen ist. Um nun die Kopplungs-
information auszunutzen, wird in [32] folgendes Variationsmodell

2
mgnja(u):D(u)—i—a’RNewC(u), mit RV (u Z/( \VVZ@ dit,

das auf Gleichung (3.4) basiert, eingefiihrt, wobei [Vau|g = /[Vuy |2 + [Vug|? + 3 ist
und S klein und positiv gewédhlt wird, um Singularititen zu vermeiden. Das vektori-
elle Kriimmungsmodell hat somit die Form

i _1 x +u(x)) — R(x))? 32 .Vul2
mén{ja(u)_2/Q(T( + u(z)) — R(z)) dQ+2lz;/Q<V IVUI5> dQ}.

(3.5)

Diese Wahl des Regularisierers hat nach [32] einige Vorteile. Es basiert auf dem kriim-
mungsbasierten Fischer-Modersitzki-Regularisierer und dem Regularisierer RCC5
aus [7] und teilt mit diesen die positiven Eigenschaften, die in dieser Arbeit fiir den
neuen Regularisierungsterm in Lemma und der anschlieRenden Folgerung

bewiesen wurden.

Lemma 3.1

Sei u: R — R™ mit n € N das Verschiebungsfeld. Es sei u eine affin-lineare Trans-
formation, das heikt u(z) = Cz + b mit C € R™" und b € R™! dann gilt
RNewC(y) = 0.

Beweis. Da wu darstellbar ist als u = Cx + b folgt fiir den Regularisierer

n 2
RNC () = = / Vi) 0 = RNWC(Car 4 b)
— 2 Jo [Vulg

w; kann geschrieben werden als u; = [Cx + b]; = >")_; ¢, - 2 + by. Betrachtet man

nun den Integranden ohne die Potenz, erhélt man

Cn

Z arxr + b

k=1

Vul
V- =
Vuls (wm
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Cn n
_v. Cln - V. Cln
n 9 n n 2
Z|Vuk‘ + 8 \Y Zczjxj-i-bl + 5
k=1 k=1 j=1
Cn
C
V. - 0
1\ o

+ 8

n
k=1

In

Das letzte Gleichheitszeichen gilt, da der gesamte Term nun unabhéngig von x und u
ist und somit eine Konstante darstellt, die beim Ableiten verschwindet. Damit erh&lt
man RVYC (u) = RVwC(Cx + b) = 0. O

Folgerung 3.1

Wiéhlt man in Lemma eine Rotationsmatrix Q@ € R™™ mit Q' Q = I,x, die
Einheitsmatrix und n € N, so ldsst sich analog zu Lemma die Rotations- und
Translationsinvarianz des Regularisierers beweisen.

Mit Lemma (3.1 und Folgerung [3.1| sind nun die in [32] behaupteten Aussagen, dass
das Modell affin-lineare Transformationen nicht bestraft und invariant unter Rotati-
on und Translation ist, bewiesen.

Zur Untersuchung des Regularisierers gehort es, dessen FEuler-Lagrange-Gleichungen
aufuzstellen. Aus diesem Grund wurden die zum Minimierungsproblem geho-
rigen Euler-Lagrange-Gleichungen berechnet. Das Aufstellen dieser Euler-Lagrange-
Gleichungen lésst sich im Anhang in Abschnitt nachlesen. Als Ergebnis erhélt
man folgende Terme, die gleich Null zu setzen sind:

fi(u) + apV - V”&”” — o1V | Va(u1) 249V | 4+ 0oV - | Ve (uy) 24 Vg
[Vulg |Vu\ﬁ \Vu|5

fo(u) + oV - Tgﬁz) — 2V - Vﬁ(uQ)g—Z‘QgVug +p1V- VR(W)%VUI

mit den Randbedingungen (Vu, fl)ge = (Vk(u;), M)re = (w1, M)gz = 0 fiir [ = 1,2.
Um nun das hier vorliegende Optimierungsproblem (3.5 zu losen, gibt es mehre-

re Moglichkeiten. In dieser Arbeit wurde der Ansatz verwendet, bei dem zuerst das
Problem diskretisiert wird und im Anschluss die Optimierung erfolgt. Dieser Ansatz
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3.1. Numerische Lésung des Registrierungsproblems

wurde auch in [32] genutzt. Dabei muss zuerst eine geeignete Diskretisierung fiir jeden
Term des Optimierungsproblems gefunden werden. Anschliesend wird das komplett
diskretisierte Optimierungsproblem mit numerischen Algorithmen gelst. Mithilfe
der hier aufgestellten Fuler-Lagrange-Gleichungen kénnte auch der umgekehrte An-
satz, bei dem zuerst optimiert und dann diskretisiert wird, verwendet werden. Dieser
Ansatz wurde in dieser Arbeit nicht mehr weiter verfolgt, diesem kénnte aber in
weiterfiihrenden Arbeiten nachgegangen werden.

3.1. Numerische Losung des Registrierungsproblems

In diesem Abschnitt wird zuerst die in [32] verwendete Diskretisierung beschrieben
und im Anschluss daran die numerischen Algorithmen erldutert, die in [32] zur Lo-
sung des Optimierungsproblems verwendet wurden.

3.1.1. Diskretisierung

Finite Differenzen Diskretisierung

Es wird angenommen, dass die diskreten Bilder m; x mgy Pixel haben. Des Weiteren
sollen hier nur 2D Bilder betrachtet werden, damit gilt flir den Bildbereich Q2 =
[0,w1] x [0,wa] C R2, wobei die Gitterweite iiber h; = wi/m,, i = 1,2 bestimmt ist.
Es wird ein zell-zentriertes Gitter angenommen, deswegen wird das diskrete Gebiet
in £ durch die Menge

X1 (]1 —0.5)h1 . .
Q= = = =1,2,... 170 =1,2,... .
h {:B | iy <$2j2> ((]2 B 05)h2 y J1 ) 4y , 13572 y 4y , T2

beschrieben. Punkte in dieser Menge kénnen in Vektorform gebracht werden

_ T
L1 = [xh’l,xlm, PN ,mlmyl,xlm,xbz, N 7$1m1,2’ N ,$117m2 y m12ym2, N 7x1m1,m2} s

_ T
L2 = [.%'21’1 s $22’1, PN ,I‘le’l N $21’2,$22Y2, N ,:L'lez, N ,;L'QLm2 y x22ym2, PN 7m2m1,m2}

und in einem Vektor X" = [c1; @ 2] Zusammengefasst werden.

Diskretisierung des neuen Regularisierers RV¢"C (u)

Das kontinuierliche Verschiebungsfeld wird mit w = (u1,us)" bezeichnet. Das dis-
krete Analogon dazu wird im diskreten Gebiet Q; mit u” = (u?,uf)T bezeichnet,
wobei uf! und uf} Gitterfunktionen sind. Fiir diese gilt (u}!);, j, = ulh(:vlj1 ,T2;,), J1 =
1,2,...,mq; jo = 1,2,...,mo und | = 1,2. Die diskreten Gradienten- und Diver-
genzoperatoren sollen im Folgenden als V/ und V”- bezeichnet werden. Der diskrete
Gradientenoperator V/ an jedem Pixel (ji, j2) ist definiert iiber

h, h h h h h T
(V u )j1,j2 = ((V 71ul )j1,j27 (V 72“2)3'1,j2) )
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3. Modellbeschreibung in 2D

wobei
h,d, h h,l h h,l h T
(V Y )jl,j2 - ((81 Uy )j1,j27 (62 Uy )jlvjl) )
h h .
u) ; i — (ut)4,4,, falls <m
(a{l’lulh)jmé _ {( l)]1+1,32 ( l)]l]Q’ J1 1

0, falls j1 =mq,

(Gh’luh)' o {(ulh)jldé-&-l - (u?)jljm falls jo < ma
2 Yl/ng2 —

0, falls jg = mso

gilt und Neumann-Randbedingungen % =0, I =1,2 auf 02 angenommen werden.

Der Divergenzoperator wird berechnet, indem ausgenutzt wird, dass dieser iiber den
negativen adjunigerten Gradienten ausgedriickt werden kann. Darauf soll im Folgen-
den nidher eingegangen werden. Es gilt

(Vu,v)p200) = /(Vou)v dz .
Q

Durch die Anwendung der mehrdimensionalen partiellen Integration erhélt man

/(V‘u)vdx:—/qudx—i-/ vudS
Q Q o)
:—/qudx—i-O
Q

= —<U, V7)>£2(Q) = <u, —VU>£2(Q) = <—Vv,u>£z(g).
Nach der Definition eines adjungierten Operators (siehe [31, Def. V.5.1]) gilt
(=Vv,u)2(0) = (v, =V™u) £2(0).

Folglich kann der Divergenzoperator V- iiber den negativen adjungierten Gradienten
—V* formuliert werden. Deshalb kann er durch

(wll)jhjz - (wll)jl—l,h
(V ) Wl)jhjz = (wll)jldé
—(@W)i—1s
(.UZQ G2 — (wlz)jhjzfla falls 1<j;,<my, i=1,2

WP i1 g falls  j1 = jo =1,

_(wlz)jly.h*lv falls jl = m17j2 = Mo

ausgedriickt werden. Die Gitterfunktionen u? und u} werden als Spaltenvektoren u}

und ug in lexikographischer Reihenfolge angeordnet, und zwar

h_ ( h h h h h h h h h T
uy = (uh’l,ulm,...,u1m171,u11’2,u12’2,...,ulmﬂ,...,uh’m,ulz’m,...,u1m17m2) ,
h _ h h h h h h h h h T
uy = (u21‘1,u22yl, U Uy Uy e Uy e Uy U, ,u2m17m2) ,
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3.1. Numerische Lésung des Registrierungsproblems

mit u? € RV ul € RY. Diese werden in einem Vektor U" = (u?; ub) € R?V zusam-
mengefasst, wobei N = mjma gilt. Der diskrete Gradient (VAul);, 5 kann iiber eine
Multiplikation einer Matrix A] € R*>*Y (k =1,2,... N) mit dem Vektor ul(l = 1,2)
ausgedriickt werden:

T. h_
Apul =

)s
0; (ulh)ker2 — (u")g), falls k mod my =0 und k+mg < N
(UM g1 — (U 0),

0; 0),

falls kK mod my £ 0 und k+mo > N
falls k mod mi1 =0und &k +mo > N.
(3.6)

(UM k1 — (W) k; (W) bty — (W), falls k mod my # 0 und k + me < N
w
h
l

(
(
(
(

Die Matrizen Ay, k =1,2..., N werden verkniipft und man erhélt
A= (A, Ag,.. . AN) = (A11, A1, ..., AN, AN o) € RNV
Daraus kann man die Matrizen A;, und A,, wéhlen
Ay = (A1, As1,. .., An) € RV
Agy = (A12,Ass,..., Ay ) € RN,
Uber diese Matrizen kann der Gradient beschrieben werden, der im Folgenden als

Matrix B bezeichnet wird:

T
T
e

Ay,
T
T

g8
A,

ha, h _ h —. B
Vhiuy = u; =: Buy,

h2, h _ h —. Byl
Vhouy = uy =: Busg.

Eine Veranschaulichung der Gradienten, die imm Zweidimensionalen berechnet werden,
ist in Abbildung zu sehen. Dabei zeigen die blauen Pfeile die Gradienten in
x1-Richtung und die roten Pfeile die Gradienten in zo-Richtung an.

T2
A
o—|r0e—+| r0e—»eo
1
l——»o——»o——»o
!
h2‘|7 l——»o——»o——»o
> T1
—

hy
Abbildung 3.1: Darstellung der in 2D zu berechnenden Gradienten am Beispiel des Bildge-

bietes my = 4 und my = 3. Blaue Pfeile: Gradienten in x1-Richtung, rote Pfeile: Gradienten
in x9-Richtung.
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3. Modellbeschreibung in 2D

Fiir den gesamten diskreten Gradientenoperator V" gilt

vhl o0 | uf B 0] |u}
ViUt = = y| = AU"
0 V2| |ub 0 B| |ub

Eine Veranschaulichung der Matrix A am Beispiel m; = 4 und my = 3 ist in Ab-
bildung [3.2] zu sehen. Unter Verwendung des MATLAB-Befehls spy sind die von Null
verschiedenen Eintrége dargestellt.

o
o0
oo
51 %
o0
o0
o0
o0
20 e o
25 [ 1]
30 - oo
35 - o0

40 - ° .

45t

0 5 10 15 20 25
nz = 68

Abbildung 3.2: Darstellung der von Null verschiedenen Eintrige der Gradientenmatrix A
unter Verwendung des MATLAB-Befehls spy am Beispiel m; = 4, my = 3.

Der zu diskretisierende Regularisierer lautet

) Vul
|Vuls

Vusg

NewCu:l u mi ul = 2
RNewC (3 ZAB[MM t Blu) = (V o

)+ (V ).

Die diskrete Form des Regularisierer sieht demnach folgendermafien aus

1 1
hNewC (y7hy _ h1y, . — = higrh
RINUCU?) = ha S (Bl = 5haB"U"]
i,
mit hg = hihe und es gilt

2 2

~B"Bu —~B"Bu}

|AU" 5 |AU" |5

(u)"B"BBTBu}  (u})"B"BBT Bu}
|AU™ |3 |AU" |3

B"U" =

1
- h|2
AU

—ngﬁcﬂfx@f)

(u})"BTBBT Bul + (u})" BT BBT Bu})

B'BB'B 0
0 B'BB'B

h
up
h
Uy
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3.1. Numerische Lésung des Registrierungsproblems

T T

1 B 0 B 0||B 0 B 0
:|AUh|§3(Uh)T o 8 |0 8||o B [0 8|7
_(UMTATAATAU"

AU 3
Damit lasst sich der Regularisierungsterm als
RINewC (rhy — ha (UMTATAAT AU (3.7)

h|2
2 AU

schreiben.

Diskretisierung des Referenz- und Templatebildes

Die diskreten Bilder sollen aus den glatten interpolierten Approximationen des Re-
ferenzbildes R und des Templatebildes T' gewonnen werden. Diese sollen iiber eine
B-Spline-Interpolation erhalten werden und mit R beziehungsweise T bezeichnet
werden. Die diskreten Bilder kénnen iiber

R" = R(XM) bzw. Th = T(X! + UM)

erhalten werden. Die Jakobi-Matrix von T" ist
oT" oT

TIFJL"L = W(Uh) = QU™ (Ug)7

mit U? = X + U
Diskretisierung des DistanzmaBes D

Die Diskretisierung des Distanzmafses D wird iiber

ph U = "ot - BT o) - B

bestimmt. Die erste Ableitung des diskreten Distanzmafkes beziiglich U” wird iiber
dD"(U") = ho(T"(U") — R") T,
berechnet, denn es gilt
O hiprh N LTy I\T (rh(prh h
— = — |=—(T"(U") - R T™"(U") — R
5 DU = g | 5 IO~ RO - R

2
1t CRCORSUTCOR D
—|—(Th(Uh) _ Rh)T% |:Th(Uh) _ Rh):|>

_ % () (M@t = BY) + ("W~ (R )T)
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3. Modellbeschreibung in 2D

= hq T (T"(U™) — RM).
Die Formel fiir die zweite Ableitung 9>D"(U") des Distanzmakes D ist in [32] als
O*DMUN) = ha(Tyn) T Ty

gegeben. Dies stellt jedoch nur eine Approximation der zweiten Ableitung dar. Auf
die exakte Form der zweiten Ableitung des Distanzmafies, die man durch direktes
Nachrechnen erhélt, wird erst in den spéter verdffentlichten Publikationen [33] [34]
eingegangen. Die exakte Form lautet

mims

O*D"(U") = ha(Tyn) Tyn + hg Y di(U)V?d;(U")
i=1

mit d(U") = T(U") — R € R™™2. Durch Verwendung der Approximation miis-
sen keine Ableitungen hoherer Ordnung bestimmt werden, deren Berechnung fiir
ein Registrierungsproblem in praktischen Anwendungen rechenaufwendig und nume-
risch instabil ist [33], [34]. Aukerdem soll durch Losen des Registrierungsproblems die
Differenz zwischen T(U") und R ohnehin immer kleiner werden, sodass dieser Teil
vernachlissigbar ist. Des Weiteren wird fiir die numerischen Algorithmen zur Losung
des Optimierungsproblems eine positiv semidefinite Matrix bendtigt, was nur durch
die Verwendung der approximierten Form stets gewahrleistet ist.

3.1.2. Losen des diskreten Optimierungsproblems

Das diskrete Analogon zum Bildregistrierungsproblem (3.5) mit U € R*™™2 Jautet
min{Jo(U") = D"(U") + aRM™ 0 (U")}
Un

und mit eingesetztem Regularisierungsterm

(3.8)

a (Uh)TATAATAUh}
Uh

: h h h
o =D +=h
mln{j u") u") 5 | h|%

Das Funktional in der algebraischen Form ist nichtlinear. Um eine Losung des Opti-
mierungsproblems zu finden, muss dieses zweimal differenziert werden. Die Berech-
nung der Ableitung kann vereinfacht werden, indem die Lésung aus dem vorherigen
Iterationsschritt im neuen Regularisierungsterms verwendet wird. Dies wird dadurch
erreicht, dass die vorher berechnete und damit bekannte Iterierte U"" im Nenner des
Regularisierungsterms eingesetzt wird. Damit erhilt man das Optimierungsproblem

(3.9)

o a, (UMTATAAT AU
%1}{1{ja(U )=D"(U )+ 5ha AU 2 '
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3.1. Numerische Lésung des Registrierungsproblems

Dies ist dquivalent dazu, dass 7, durch ein quasi-quadratisches Ja ersetzt wird, das
in einer Taylorentwicklung

; A A A ; 1
To@™ 4 500) m Ga(UM™ +60) = T0@™™) + dTa(U™)on + 500 Hopr,

erhalten werden kann. Hierbei gilt fiir den Gradienten d.J, (U hm) an der bekannten

Iterierten U™

(UMY TATAAT A
lAaU™™®|2

AT (U™ = aD"(U"") + ahy (3.10)

Fiir die Matrix H, die positiv und semidefinit ist, wird eine durch die verwendete
Verzogerung hervorgerufene Approximation der Hesse-Matrix

ATAATA

_ g2pyhprh®

(3.11)
gewahlt.

Um das diskrete Registrierungsproblem (3.8)) zu ldsen, wird, wie in Kapitel
angesprochen, das Gaufs-Newton Verfahren verwendet. Dieses hat hier nun die Form:

v =t £ 5pn, Hégn = —dJa(UM™). (3.12)

Um einen hinreichenden Abstieg der Zielfunktion zu gewéhrleisten, wird die Armijo-
Abbruchbedingung genutzt, wodurch Gleichung (3.12)) die Form

Uh(k:+1) — Uh(k) + t(SUh’ H6U}L — —dja(Uh(k))'

annimmt. Der Algorithmus iteriert iiber diese Gleichungen so oft, bis das Abbruchkri-
terium erfiillt ist. Dabei lauft die Armijo-Liniensuche so ab, dass mit ¢ = 1 begonnen
wird. Die Zielfunktion ja(Uh(kH)) der neuen Iterierten UM +tdgyn wird mit dem
alten Wert ja(Uh(k>) verglichen. Falls die Armijo-Bedingung nicht erfiillt ist, wird ¢
durch %t ersetzt und das Verfahren wiederholt. Die Armijo-Bedingung hat hier die
folgende Form

(k+1)
)

T UMy < . (U") 4 t((d T ) TUM Y0l

wobei standardmiifig tol = 10~* gewihlt wird. Die genaue Beschreibung des hier ver-
wendeten Gaufs-Newton Verfahrens lésst sich in Algorithmus [I] und die der Armijo-
Liniensuche in Algorithmus [2] nachlesen. Es sei hier angemerkt, dass sich in der
Implementierung des Gauf-Newton Verfahrens eine vorkonditionierte konjugierte
Gradientenmethode als niitzlich erwiesen hat und angewandt wurde. Fiir weitere
Erlduterungen dazu sei auf [29] verwiesen.
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3. Modellbeschreibung in 2D

Algorithmus 1 Gaufi-Newton u + GaussNewton (o, u)

1: Setze iter = 0

2: while wahr do

3. Berechne J,(u), dJ.(u) und H mithilfe von , und (3.11));

4:  Uberpriife die Abbruchkriterien;

5:  Erhohe den Iterationsschritt iter < iter + 1;

6:  Berechne die Gauk-Newton-Gleichung: H&, = —dJ,(u) unter Verwendung
einer vorkonditionierten konjugierten Gradientenmethode;

7. Fiihre eine Armijo-Liniensuche durch: u. < Armijo(c, 0y, u);
8:  if Liniensuche fehlschligt then

9: break;

10: else

11: Erhche aktuelle Werte: u < uy;

12:  end if

13: end while

Algorithmus 2 Armijo Liniensuche u + Armijo(q, Oy, u)
1: Berechne J,(u), dJu(u) und H mithilfe von , und (3.11));
2: Setzek <~ 0, t « 1, MaxIter < 10 und 7 < 10e-4;
3: while wahr do
4:  Setze up < u + t * Oy;
5. Berechne 7, (u;) unter Verwendung von (3.9));
6:  if Jo(us) < Ja(u) + t * n(dJa(u)) 0y |1 k > MaxIter then
7 break;
8 end if
9:  Setze t  I;

10: end while
11: Setze u <+ wuy;

Als Abbruchkriterien wurden in dieser Arbeit etwas andere Kriterien verwendet, als
in [32] angegeben sind. Dies sollte jedoch das Ergebnis nicht wesentlich &ndern. Die
Abbruchkriterien, die verwendet wurden, werden im Folgenden dargestellt. Dabei
sei Jo = Jo(UM™™) | Tog = To(U™) und ug sei der Initialwert auf Level k.
Fiir die benétigten Toleranzen wurden die Werte tolJ = 1e-3, tolY = le-2 und
t0lG = le-2 gewihlt, wobei tolJ die Toleranz der Zielfunktion, tolY die Toleranz
des aktuellen Wertes und tolG die Toleranz der Norm des Gradienten angibt.

1: STOP(1): (iter > 0) & (1 Joia - Jel < told * (1 + |Tstopl);
2: STOP(2): (iter > 0) && (norm(u, - uyg) < tolY * (1 + norm(ug)));
3: STOP(3): norm(dJ) < tolG * (1+ |Jgepl);
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3.2. Erlduterungen zur Implementierung in Matlab

4: STOP(4): norm(dJ) < leb*eps;
5: STOP(5): (iter > maxIter);
6: if all (STOP(1:3)) || any (STOP(4:5)), break; end;

Um Rechenzeit zu sparen und die Konvergenz des Algorithmus zu beschleunigen,
wurde wie in [32] das Gauk-Newton Verfahren mit einem Multilevelansatz verbun-
den. Bei einem Multilevelansatz wird, wie in [26] nachzulesen ist, das Registrie-
rungsproblem auf mehreren Leveln berechnet, wobei sich die Level in der Grobheit
der Diskretisierung unterscheiden. Man beginnt die Berechnungen auf dem grobsten
Level, was ein relativ kleines Problem ist und meistens schnell durchgefiihrt ist. Die
erhaltene Losung wird dann auf das nichstfeinere Level prolongiert und fiir dieses
Level als Startwert genutzt. Dadurch ist gewidhrleistet, dass der Startwert in der Ni-
he des Minimierers des feineren Levels liegt. Durch diese Herangehensweise sinkt das
Risiko, in einem lokalen Minimum stecken zu bleiben. Wird der Multilevelansatz an-
gewandt, sind wenige Schritte zur Konvergenz nétig und Rechenzeit wird eingespart.
Die genaue Beschreibung des Multilevelansatzes ist in Algorithmus [3] nachzulesen.

Algorithmus 3 Multilevelregistrierung u < MLIR(MLData)
1: MaxLevel < L % das feinste Level;
2: MinLevel < 3 % das grobste Level;
3: Input MLData % Multilevel Darstellung der gegebenen Bilder R und T

4: for | = MinLevel : MaxLevel do
5: if [ == MinLevel then

6: Erhalte erste Approximation fiir ug aus einer Multilevel affin linearen Vor-
registrierung;

7: u0 <+ uo;

8 else

9: u < I (u); % I (u) Interpolationsoperator

10: end if

11:  u < GaussNewton (o, u0);

12: end for

Fiir eine genaue Ausfithrung des Interpolationsoperators sei an dieser Stelle auf
[26, Kap. 3| verwiesen.

3.2. Erlduterungen zur Implementierung in Matlab

Die Implementierung erfolgte in MATLAB, wobei als Grundlage die FAIR-Toolbox
[28] verwendet wurde. Fiir die Einbettung des in dieser Arbeit untersuchten Regu-
larisierungsterms wurden neue Funktionen erstellt, die die Formulierung der Gradi-
entenmatrix, die Diskretisierung und die Berechnung des Regularisierungsterms ent-
halten. Aukerdem mussten bereits bestehende Funktionen verdndert werden, da die
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3. Modellbeschreibung in 2D

Implementierung iiber das Minimierungsproblem erfolgte, das Informationen
aus einem vorher berechneten Schritt bendtigt. Im Zuge dessen mussten die Funktio-
nen NPIRobjFct.m, MLIR.m, GaussNewton.m und Armijo.m verdndert werden, um
die Speicherung und Wiederverwendung bereits erfolgter Berechnungen zu gewéhr-
leisten. Auf Einzelheiten der Implementierung soll hier nicht eingegangen werden,
allerdings sollen im Folgenden ein paar wesentliche Dinge angesprochen werden, die
die Art und Weise der Implementierung betreffen.

Einerseits betrifft es die Berechnung des Regularisierungsterms . Der Zéhler die-
ses Terms besteht ausschlieklich aus Matrixmultiplikationen. Diese konnen direkt in
MATLAB implementiert werden. Der Nenner jedoch enthilt eine Norm, fiir die eine
geeignete Norm gewdhlt werden muss. In der Implementierung dieser Arbeit wurde
eine B-Frobeniusnorm gewahlt, die fiir eine Matrix A € R™*™ mit Matrixelementen
a;; die folgende Gestalt hat:

Alp = D ai? + 8,

i=1 j=1

wobei fiir 8 eine positive Zahl grofer als Null gew#hlt wird, um Singularitdten zu
vermeiden.

Andererseits betrifft es die Implementierung der Gradientenmatrix , bei der
bei genauerer Untersuchung mehrere Dinge aufgefallen sind. Zum einen ist die dort
formulierte Matrix nicht allgemeingiiltig, das heift, {iber die dort aufgefiihrten Fall-
unterscheidungen wird nur eine korrekte Gradientenmatrix bestimmt, falls m; = mo
gilt. Da dies jedoch nicht immer der Fall ist, wurde zunéchst die Matrix allgemein-
gliltig formuliert.

Ajul =
((ulh)k—&-l — (u?)k, (ulh)k—&-mg — (uf’)k), falls k mod m; #0und k +m; < N
(0; (UM ktmy — (u)g), falls k mod my = 0 und k +mq < N
(w1 — (ul)i; 0), falls £ mod m; #0 und k+my > N
(05 0), falls £ mod m; =0 und k+my > N.

Eine direkte Implementierung dieser Matrix iiber die hier aufgestellten Fallunterschei-
dungen ist moglich, aber nicht sehr effizient. Aus diesem Grund wurde die Matrix vor
der Implementierung iiber eine kiirzere und effizienter zu berechnende Form ausge-
driickt. Dabei wurden das Kroneckerprodukt (siehe Definition in Kapitel
und die MATLAB internen Funktionen spdiags fiir diinnbesetzte Diagonalmatrizen
und speye fiir die speicherarme Implementierung der Einheitsmatrix ausgenutzt.

Fiir die Matrix A,, wird eine Diagonalmatrix Dx erstellt, die auf der Hauptdia-
gonalen -1 und auf ihrer rechten Nebendiagonalen 1 stehen hat. Da Neumann-
Randbedingungen angenommen werden, wird die letzte Zeile gleich Null gesetzt.
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Um alle Gradienten in xi-Richtung zu erhalten, wird das Kroneckerprodukt einer
Einheitsmatrix der Grofe mo X mo mit der Matrix Dx berechnet.

1: % Matrix A, (Ableitungen nach rechts)

2: Dx = spdiags(m(1),1)*[-1,1]1,0:1,m(1),m(1));
3: % Neumann-Randbedingung

4: Dx(end,:) = 0;

5: Axl = kron(speye(m(2)),Dx);

Fiir die Matrix A,, wird eine Diagonalmatrix Dy erstellt, die auf ihrer Hauptdiagona-
len -1 und auf ihrer m; -ten rechten Nebendiagonalen 1 stehen hat. Eine Nullmatrix,
die hier mit rest bezeichnet wird, wird an die Matrix Dy gesetzt. Dies gewidhrleistet,
dass die Neumann-Randbedingungen nach oben eingehalten werden.

1: % Matrix Az, (Ableitungen nach oben)

2: Dy = spdiags(ones(m(1)*m(2)-m(1),1)*[-1,1],...

3: 0:m(1) :m(1),m(1)*m(2)-m(1) ,m(1)*m(2));

4: rest = sparse((m(1)*m(2))-size(Dy,1),size(Dy,2));
5: Ax2 = [Dy;rest];

In diesem Kapitel erfolgte zum einen die Beschreibung des in [32] eingefiihrten Re-
gularisierungsmodells. Zum anderen wurde dieser theoretisch analysiert, indem die
Rotations- und Translationsinvarianz bewiesen und die Euler-Lagrange-Gleichungen
bestimmt worden sind. Auferdem wurde iiber die exakte Formulierung des Regula-
risierers diskutiert und fiir die Implementierung eine bessere Form gefunden.

Im né#chsten Kapitel wird der Aussage in [32], dass dieser Regularisierer ohne Wei-

teres auf drei Dimensionen erweitert werden kann, nachgegangen.
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4. Erweiterung des Modells auf 3D

Dieses Kapitel befasst sich mit der Anmerkung in [32], dass das dort entwickelte
Regularisierungsmodell ohne Weiteres auf drei Dimensionen erweitert werden kann.
Diese Aussage wird in diesem Kapitel iiberpriift, indem jeder einzelne Schritt, der
im Kapitel [3.1.1] zum diskreten zweidimensionalen Regularisierungsterm gefiihrt hat,
um eine Dimension erweitert wird.

4.1. Diskretisierung

Zunichst soll hier darauf eingegangen werden, wie ein dreidimensionales Bildgebiet
iiber ein zell-zentriertes Gitter diskretisiert werden kann. Anschliefend wird der dis-
krete Regularisierungsterm analog zum zweidimensionalen Fall hergeleitet.

Finite Differenzen Diskretisierung

Die dreidimensionalen diskreten Bilder sollen mi xmsgxms Pixel haben. Fiir den Bild-
bereich gelte = [0,w1] x [0, ws] X [0, ws] C R3 mit Gitterweite h; = @1/m1,i = 1,2, 3.
Wie in der zweidimensionalen Diskretisierung wird ein zell-zentriertes Gitter mit le-
xikographischer Anordnung der Gitterpunkte angenommen. Das diskrete Gebiet in
Q wird dann iiber

T, (]1 - 05)h1 =12 ... ,m
Qh =< T ‘ xr = $2j2 = (]2 — 0.5)h2 , j2 = 1727 R ) (4_1)
L3jq (js — 0.5)hs j3=1,2,...,m3

beschrieben. Eine Veranschaulichung dieser Diskretisierung ist in Abbildung zu
sehen. Die beiden Darstellungen werden hintereinander betrachtet. Zunéchst wird,
wie links in Abbildung zu sehen ist, j3 = 1 festgehalten und eine zell-zentrierte
Diskretisierung in der x1x2-Ebene wie im Zweidimensionalen durchgefiihrt. Anschlie-
Bend wird j3 um eins erhéht und es wird, wie rechts in Abbildung zu sehen ist,
wieder eine zell-zentrierte Diskretisierung in der xjxs-Ebene durchgefiihrt. Dies wird
so lange wiederholt, bis man bei j3 = mg angekommen ist. Tritt dieser Fall ein,
wird ein letztes Mal eine zell-zentrierte Diskretisierung in der xjxs-Ebene durchge-
fiithrt. Daraufhin ist die Diskretisierung des gesamten dreidimensionalen Bildgebietes
abgeschlossen.
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Abbildung 4.1: Darstellung der Diskretisierung eines dreidimensionalen Bildgebietes iiber
ein zell-zentriertes Gitter mit m; = 4, mo = 2 und mg = 2. Die Pfeile zeigen die lexikogra-
phische Anordnung der Gitterpunkte an. Die beiden Darstellungen miissen hintereinander
betrachtet werden. Links: Zun&chst wird eine zell-zentrierte Diskretisierung der vorderen
Schicht durchgefiihrt. Rechts: Anschliefsend wird eine zell-zentrierte Diskretisierung der hin-
teren Schicht durchgefiihrt.

Punkte, die in der Menge (4.1)) liegen, kénnen analog zum zweidimensionalen Fall in
Vektorform gebracht werden,

Lc1 = [1"1171,17:1:12,171’ B x1m171,1ax11,2,1)x1272717 s 7x1m172,17x11,m2,173312,mZ,1) L)
xlmlmeyl ) x1171,m3 ) $12717m3 PRI x1m171,m3 ) 1"11,2,m3 ) xlzﬁz,mS Yoy xlmlﬂz,mS )
x117m27m3 ) x127m27m37 oo )$1m1,m2,m3]—r7

L2 = [152171’1 yL29 119+ x2m171,1 1 L21915%299 15+ - 7x2m172,1 y x21,m2,17x22,m2,1) ceey
x2m17m271 ) $2171,»”13 ) J"2271,m3 Yooy x2m171,m3 ) x21,2,m3 ) x22,2,m3 Yoy x2m1,2,m3 ’
x21,m2,m3 ’ ‘T227m27m3’ T ’$2m1;m2;m3]T’

L3 = [1;3171,1 yL321,19 5637,1171,1 yL31,2,10 L3229+ - 7x3m1,2,1 ) x31,m2,1737327m2717 SRR
x3m17m271 ) :1:3171’m3 ) x3271,m3 Yooy x3m171,m3 ) x31,2,m3 ) x32,2,m3 Yy $3m1,2,M3 ’
L31,ma,mgy 0 T32,mg,mgs - - - ’x?’ml;mQ;m:s]T

Durch Zusammenfassen der Vektoren x. 1,2, .3 in einen Vektor vergrobert sich
der Vektor X" im dreidimensionalen Fall zu dem Vektor X! = [z, 1; % 2; %, 3).

Diskretisierung des Kriimmungsregularisierers in 3D

Wie im zweidimensionalen Fall wird analog dazu im Dreidimensionalen das konti-
nuierliche Verschiebungsfeld mit w = (u1,u2,u3)’ bezeichnet. Das diskrete Ana-
logon dazu wird entsprechend im diskreten Gebiet €, mit u = (uf,ub, ul)T be-
zeichnet, wobei uf,ut und u} Gitterfunktionen sind. Fiir diese gilt (u}');, j».js
ulh’(xljl,:rgjz,mgj3),j1 = 1,2,...,my;72 = 1,2,...,m9;j3 = 1,2,...,m3g mit [ =
1,2,3. Der diskrete Gradientenoperator V* an jedem Voxel (ji, j2,73) ist definiert
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iuber

h, h h, h,2, h h,3, h T
(V u )j1,j27j3 - ((V 1”1)]17J2,J37(v ’ u2)j17j2,j37(v ’ U3)j1,j2,j3) )

wobei

hl hil hi h hi h T
(V Uy )317]27]3 = ((8 U )]17]2 NER (82 Uy )j1,j27j37 (83 U )]1 32,]5) )

h .
(ah’luh)‘ L ul 1gzgs — (U )jijagss falls 1 <mg
1 Y J)3132,03 — .
0, falls 3 =my,
h .
(8h’luh)‘ L u ]17j2+17j3 - (ul )j1j27j37 falls j» < mo
2 Yl J)J132:93 — .
, falls J2 = Mo,
h .
@by, = (W)j1g2got1 — (W) )juja g falls j3 < mg
1 /3132:J3 .
0, falls J3 = ms.

mit Neumann-Randbedingungen 8—’ =0, I =1,2,3 auf 00 gilt. Analog zum zwei-
dimensionalen Fall wird auch im dreidimensionalen Fall ausgenutzt, dass der Di-
vergenzoperator iiber den adjungierten Gradienten ausgedriickt werden kann. Der
Divergenzoperator kann im Dreidimensionalen analog zum zweidimensionalen Fall
geschrieben werden als

Divgands — (W1 )j1—1,j2.s
(V : wl)jl,jmjs = (wll)jhjz,js
— (W) j1— 1.3

(wl2)31,J27J3 - (wl2)j1,j2—17j3
(

+ 9 (WD) o g

— (@} )j1.g2—1.3s

(W) i1 donis — (W) 1 jajs—1.falls 1 <j; <my, i=1,2,3
+ 9 (W) 1,2, falls j1 = j2 = js =1,

3 . . .
—(wz )j1,j2,j3—17 falls  j1 = mu, j2 = ma, jg = ma.

Die Gitterfunktionen u?, u} und u} werden als Spaltenvektoren u?, uf und u? in
lexikographischer Reihenfolge angeordnet, und zwar

u? = [u]lll,l,l’u}llzl,l’ T ?ml,l,l’u?l,&l’u}ll&?,l’ tee 7u’fml,Q,l’u’fl,mz,17u}112,m2,l’ Tt
?m17m2717 }11171,m3 ) u}11271,m3 Yt u}llml,l,mg ’ ?1,2,m3 ) ufllz,z,ms yrt u?ml,z,ms )
iLl,mQ,m3 ) U?Z’mg,mg LA u?ﬂmmzvms]—r’

U}QL = [ugl,l,l’ugzl,l’ e ’ugml,l,l ’ ugl,Q,l’u}QZQ,Z,l’ T ’u%ml,Q,l ’ ug1,m2,1’ug2,m2,1’ Tt
gmbm%l s u§1717m3 s u32,1,m3 sy ugml’l’m?) s u§l1,2,m3 s u}2’2’2’m3 sy Ugmlﬂ’mg )

5 g Wyt W e 1T
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h _1,h h h h h h h h
Uz = [u31,1,1’u32,1,17 ce ’u3m1,1,17u31,2,1’u32,2,1’ T 7u3m1,2,1’u31,m2,1’u32,m2,1’ Tt
h h h h h h h
3m1,m2,17 31¢1,m3 ’ u32,1,m3 10t u3m1,1,m3 ’ 31,2,m3 ) u32,2,m3 rtt u3m1,2,m3 )
h h h T
u31,m2,mS ) u32,m2,m3 1ty ugml,mz,mg] )

wobei ul, ul ul € RY wieder in einem Vektor zusammengefasst werden. Es gilt

UM = (uf;ul;ul) € RN mit N = mymams. Der diskrete Gradient (V'ul);, J, s
kann iiber eine Multiplikation einer Matrix A,I e RN k=1,2,..., N mit dem Vek-
tor ul(l = 1,2, 3) ausgedriickt werden. An dieser Stelle muss aufgepasst werden, denn
die Formulierung der Gradientenmatrix, wie sie in [32] fiir den zweidimensionalen Fall
vorgeschlagen wurde, ldsst sich nicht ohne Weiteres auf den dreidimensionalen Fall
iibertragen. Zum einen soll hier direkt beachtet werden, dass mq, mo und mga beliebi-
ge Werte annehmen konnen. Zum anderen miissen die Neumann-Randbedingungen
nicht nur wie im Zweidimensionalen rechts, sondern auch nach oben und nach hin-
ten beriicksichtigt werden. Dazu gehort, dass sichergestellt wird, dass der Ubergang
zwischen zwei Schichten, beispielsweise Schicht j3 = 1 und Schicht j3 = 2, korrekt
beriicksichtigt wird. Welche Gradienten an welcher Stelle berechnet werden miissen,
ist in Abbildung dargestellt. Dabei zeigen die blauen/roten/griinen Pfeile die
Gradienten in 1 /x2/x3-Richtung an.

€2 x3 T2 x3

i
AN
|
B
|
5!

‘ . ‘ D } o ‘ o _ —r—>e—+—>e——>o
h2‘|7 o — | ro—t r0—»o hQJ l l l
h3 - 1 ’ ’ ’ /hd . 1
P P
hl hl

Abbildung 4.2: Darstellung der in 3D zu berechnenden Gradienten am Beispiel des Bild-
gebietes my = 4, ms = 2, m3 = 2. Blaue Pfeile: Gradienten in x;-Richtung, rote Pfeile: Gra-
dienten in zo-Richtung, griine Pfeile: Gradienten in z3-Richtung.

Damit dies alles gewéhrleistet ist und die Form einer Fallunterscheidungsmatrix, wie
sie fiir den zweidimensionalen Fall in [32] eingefiihrt wurde, beibehalten wird, wird
in dieser Arbeit ein Hilfsvektor eingefiihrt. Dieser Hilfsvektor wird iiber

p=1[0,myxmg—1:—1:mqxmg—my*mg—mq+1]

beschrieben und in den Féllen der Gradientenmatrix verwendet. Wie die Matrix, die
das Analogon zur Gradientenmatrix (3.6]) (siche Kapitel [3.1.1)) im Zweidimensionalen
darstellt, im dreidimensionalen Fall im Einzelnen aufgebaut werden kann, ist auf der
néchsten Seite dargestellt.
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‘N < (Pwlw) 44 pun
‘D # d U (Pwulw powr y) pun ‘(g = Tw powr y s[rey
‘N < (Pwlw) 45 pun
‘D # d U (Cwulw powr ) pun ‘g # Tw powr y s[rey
‘N < (Pwlw) 45 pun
‘D =d U (cwlw powt y) pun ‘(= Tw powr y sreJ
‘N > (PwTw) + y pun
‘P # d U (fwlw pow ) pun ‘g = lw pour y sj[ej
‘N < (PwTw) + 3y pun
‘P =d U (fwlw pow ) pun ‘g # lw pour y sj[ej
‘N > (fwTw) + y pun
‘P # dU (fwlw powt ) pun ‘g # lw pour y sj[ej
‘N > (fwTw) + 3 pun
‘D =d U (cwlw powt y) pun ‘(g = lw pouwr y srej
‘N > (fwTw) + y pun
p=dU (Pwlw powt ) pun ‘g # lw pour y s[ej

T+ Twe — S sk Tws — S T s T— @ T — S Tw ‘] = d gt

i 0 ﬁ 0 p 0 )
| 0 m 0 H(gm) — ()
( 0 H(yn) = Mer(gn) ¢ 0 )
(1(yn) — (WO fn) 0 : 0 )
' 0 H(yn) = () H(jn) — TH(n))
(1(n) — (w0 (fn) 0 H(yn) — THI(n))
(1(n) — ORI fn) () — () ¢ 0 )
(1) — FOT(fn) S fn) — () () — TH(jn))

— iy
=4V
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4. Erweiterung des Modells auf 3D

Daraus konnen die Matrizen A, k = 1,2,3,..., N ausgelesen und verkniipft werden.
Man erhalt

A= (Ala AQa e 7AN) = (Al,la A1,27A1,37 o 7AN,1a AN,QaAN,3) S RNX?)N'
Aus diesen werden wiederum die Matrizen A,,, Ay, und A,, gewéhlt:

Aa:1 = (A171, A271,A371, ... 7AN,1) S RNXN,
Ayy = (A12, A9, A3a,..., AN2) € RVV,
Ag, = (A13,Aos, Az, ..., Ang) € RV,

die die Gradienten in die drei Richtungen enthalten. Uber diese Matrizen kénnen die
einzelnen Gradienten folgendermafsen beschrieben werden:

_A;_
vhlyl = A; ul =: Buf,
| Az
_A;_
vyl = Al ull = Bul,
| Az
_AL—
Vh3ul = A; ult =: Bull.
|4z

Fiir den gesamten diskreten Gradientenoperator V" gilt

vhl o0 0 | |ub B 0 0f |u}
vViuh =1 0 v 0 | |ul|=|0 B 0] [ul| = AU".
0 0  Vh3| |ub 0 0 B| |ub

Eine Veranschaulichung der Matrix A am Beispiel m; = mo = mg = 2 ist in Abbil-
dung zu sehen. Es sind die von Null verschiedenen Eintrdge unter Verwendung
des MATLAB-Befehls spy dargestellt.
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Abbildung 4.3: Darstellung der von Null verschiedenen Eintrige der Matrix A unter
Verwendung des MATLAB-Befehls spy am Beispiel mq, = my = m3 = 2.

Der zu diskretisierende Regularisierer erhilt im Dreidimensionalen einen Summanden

fiir die dritte Dimension mehr. Damit lautet dieser

ew o 1
RN C(u)—2/QB[u] 4o

. Vuy 2 Vusg 2 Vus 2
mltBu:<V- ) —|-<V~ > + (V- )
[u] [Vulg Vuls Vulg

Die diskrete Form des Regularisierers sieht demnach folgendermafien aus

RINEC(U) = Zha Y (Bl = 5haB 0"
i,9,k

mit hd = hlhghg.

Die Berechnungen, die im zweidimensionalen Fall durchgefiihrt wurden, um eine
Form zu erhalten, die mit geringem Aufwand implementiert werden kann, kénnen,
analog zum Zweidimensionalen, im Dreidimensionalen durchgefiihrt werden. Dabei
muss beachtet werden, dass ein weiterer Summand fiir die dritte Dimension mitge-
fiihrt wird. Dies flihrt dazu, dass sich die Dimension der Matrix A in beide Richtun-

gen um eins erhoht. Demnach gilt

2 2 2
IBSh[Uh] _ —BTBu? . —BTBugL —BTBUQL
|AU" | |AU" | |AU" |
u")T"BTBBT Bu! u)TBTBBT Bul u"TBTBBT Bul
_ Uy 1 2 2 U3 3
|AUh\25 \AU’L\% \AUH%
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1
= W <(U?)TBTBBTB11,}11 + (U;)TBTBBTBU}; + (uigz)TBTBBTBu§L>

) B"BB'B 0 0 ul
= g (DT @) | 0 BTBETE 0| ud
0 0 B"BB'B| |ul
X B o o]'[Bo ol[Bo o] [B oo
:\AUh\Q(Uh)T 0 B 0 0 B 0||0 B 0 0 B o|U"
B 0 0 B 0 0 B||0 0 B 0 0 B
(UMTATAAT AU

h|2
|AU"| %
Damit lasst sich der Regularisierungsterm analog zum zweidimensionalen Fall als

hqg (UM TATAAT AU"

RhNewC Uh —
() 2 |AUh|%

schreiben, wobei sich hier im dreidimensionalen Fall, im Unterschied zum zweidimen-
sionalen Fall, natiirlich die Dimensionen von A und U” erhsht haben.

4.2. Erlduterungen zur Implementierung in Matlab

Aufgrund begrenzter Arbeitsspeicherkapazitiit ist es gerade fiir die dreidimensionale
Implementierung sinnvoll, dies nicht iiber die Fallunterscheidungen zu implementie-
ren, die in angegeben sind. In dieser Arbeit wurde die Implementierung der
Diskretisierung etwas effizienter gestaltet, indem das Kroneckerprodukt (siehe De-
finition in Kapitel und die MATLAB internen Funktionen spdiags fiir
diinnbesetzte Diagonalmatrizen und speye fiir die speicherarme Implementierung
der Einheitsmatrix verwendet wurden.

Fiir die Matrix A,, wird wieder eine Diagonalmatrix Dx erstellt, die auf ihrer Haupt-
diagonalen -1 und auf ihrer rechten Nebendiagonalen 1 stehen hat. Da Neumann-
Randbedingungen angenommen werden, wird die letzte Zeile gleich Null gesetzt.
Das Kroneckerprodukt wird jetzt aber von einer Einheitsmatrix der Grofe mg X ms3
mit der Matrix Dx berechnet, um alle Gradienten in x1-Richtung zu erhalten.

1: % Matrix Az, (Ableitungen nach rechts)

2: Dx = spdiags(ones(m(1),1)*[-1,1],0:1,m(1),m(1));
3: % Neumann-Randbedingung

4: Dx(end,:) = 0;

5: Axl = kron(speye(m(2)*m(3)),Dx);

Fiir die Matrix A,, wird, wie auch im Zweidimensionalen, eine Diagonalmatrix Dy
erstellt, die auf ihrer Hauptdiagonalen -1 und auf ihrer m; -ten rechten Nebendiago-
nalen 1 stehen hat. Die Nullmatrix, die mit rest bezeichnet wird, wird an die Matrix
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Dy gesetzt und gewahrleistet, dass die Neumann-Randbedingungen nach oben einge-
halten werden. Hier im dreidimensionalen Fall wird nun das Kroneckerprodukt einer
Einheitsmatrix der Grofe ms x mg mit der Matrix Dy berechnet, um alle Gradienten
in mo-Richtung zu erhalten.

% Matrix Az, (Ableitungen nach oben)

Dy = spdiags(ones(m(1)*m(2)-m(1),1)*[-1,1],...
0:m(1) :m(1),m(1)*m(2)-m(1) ,m(1)*m(2));

rest = sparse((m(1)*m(2))-size(Dy,1),size(Dy,2));

Dy = [Dy;rest];

Ax2 = kron(speye(m(3)),Dy);

Fiir die Matrix A,, wird nun eine Diagonalmatrix Dz erstellt, die auf ihrer Haupt-
diagonalen -1 und auf ihrer (mj % m2) -ten rechten Nebendiagonalen 1 stehen hat.
Wiederum wird eine Matrix mit Nullen erstellt, die mit rest bezeichnet wird und an
die Matrix Dz gesetzt wird. Diese Matrix gewdhrleistet, dass die Neumann-Randbe-
dingungen nach hinten eingehalten werden.

1: % Matrix A, (Ableitungen nach hinten)

2: Dz = spdiags(ones(m(1)*m(2)*(m(3)-1),1)*[-1,1],...

3: 0:m(1)*m(2) :m(1)*m(2) ,m(1)*m(2)*(m(3)-1) ,m(1)*m(2)*m(3));
4: rest = sparse(m(1)*m(2)*m(3)-size(Dz,1),size(Dz,2));

5. Ax3 = [Dz;rest];

In diesem Kapitel wurde der Regularisierer auf drei Dimensionen erweitert. Dabei
wurde festgestellt, dass vor allem bei der Bestimmung der Gradientenmatrix sehr
aufgepasst werden muss, dass die Gradienten fiir ein zell-zentriertes Gitter, das hier
verwendet wurde, korrekt berechnet werden und die Neumann-Randbedingungen
eingehalten werden.
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5. Ergebnisse

In diesem Kapitel erfolgt die praktische Untersuchung des in dieser Arbeit aufgearbei-
teten Regularisieres. Dabei wurde dieser auf Bildregistrierungsprobleme angewandst,
die in MATLAB (Version 9.2 (R2017)) implementiert wurden, wobei als Grundlage die
FAIR-Toolbox [28] verwendet wurde. Im Zentrum der Analyse steht besonders das
Verhalten des Regularisierers auf glatten und nichtglatten Registrierungsproblemen,
da nach [32] der Vorteil dieses Regularisierers besonders darin besteht, dass dieser
auf glatten wie auf nichtglatten Registrierungsproblemen sehr gute Ergebnisse lie-
fert. Des Weiteren galt vor allem den Deformationsfeldern ein besonderes Interesse,
da diese in [32] nicht gezeigt wurden.

Zunéchst wurden die Experimente auf zweidimensionalen Bilddaten durchgefiihrt.
Im Anschluss daran wurde gezeigt, dass der Regularisierer mit der in dieser Arbeit
entwickelten Erweiterung fiir 3D auch auf dreidimensionale Bilddaten angewandt

werden kann.

5.1. Anwendung auf zweidimensionale Bilddaten

Fiir die Untersuchung des Regularisierers auf glatte zweidimensionale Bilder wurden
die Réntgenbilder der Hand aus [I] verwendet. Diese sind in Abbildung 5.1 zu sehen.
Fiir die Registrierung wurde das linke Bild als Referenzbild und das rechte Bild als
Templatebild verwendet.

Abbildung 5.1: Verwendete Bilddaten zur Untersuchung des Regularisierers auf ein glattes
zweidimensionales Registrierungsbeispiel. Links: Referenzbild. Rechts: Templatebild.

Das Ergebnis der Registrierung des Handdatensatzes unter Verwendung des in dieser
Arbeit untersuchten Regularisierers ist in Abbildung zu sehen. In dieser Abbil-
dung ist links das Referenzbild zum Vergleich abgebildet, in der Mitte das Template-
bild mit dem dazugehérigen deformierten Gitter und rechts das Ergebnis der Regis-
trierung dargestellt. Ziel dieser Abbildung war es, das in [32] gezeigte Registrierungs-
ergebnis nachzubauen, dabei aber zusétzlich das Deformationsfeld zu betrachten. Es
ist sehr wichtig, gleichzeitig zum deformierten Templatebild das Deformationsfeld zu
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iiberpriifen, denn erst damit lasst sich die Qualitdt des Regularisierers beurteilen. In
diesem Registrierungsbeispiel fillt auf, dass das Deformationsfeld nicht diffeomorph
(siehe Definition in Kapitel ist, da es Faltungen aufweist. Aufgrund dieser
Faltungen werden die Nachbarschaftsbeziehungen der einzelnen Pixel verletzt, was
durch Anwendung eines Regularisierer nicht passieren sollte. Fiir die Durchfiihrung
der Registrierungsbeispiele mussten Werte fiir die Parameter «, und 6 gewahlt
werden. Der Parameter o gibt die Gewichtung des Regularisierers an. Der Parame-
ter 8 wird fiir den hier untersuchten Regularisierer fiir die Berechnung des Nenners
bendétigt, um Singularitdten zu vermeiden. Der Parameter 6 wird fiir die hier ver-
wendete Spline-Interpolation bendétigt. Dieser kann als Glattungsfaktor angesehen
werden, mit dem ein Kompromiss zwischen einer perfekten Anpassung an die Daten
und Gléattung der Daten gefunden werden kann. Fiir weitere Ausfiihrungen sei auf
[26] verwiesen.

Abbildung 5.2: Ergebnis des glatten zweidimensionalen Registrierungsbeispiels mit
0 =1e—2,8=1e— 6 und o = 16000. Links: Referenzbild zum Vergleich. Mitte: Template-
bild und Deformationsfeld. Rechts: Transformiertes Templatebild.

Wie in Abschnitt erwihnt, wurde fiir die Implementierung der Registrierung
ein Multilevelansatz verwendet. Die Handdaten wurden auf fiinf Leveln registriert.
Auf dem grobsten Level hatten die Handdaten die Grofe 8 x 8. Es folgte die Ab-
stufung 16 x 16,32 x 32,64 x 64 und als feinstes Level 128 x 128. Die Entwicklung
des Zielfunktionals zu jeder Iteration iiber alle Level des glatten zweidimensionalen
Registrierungsbeispiel der Hand ist in Abbildung zu sehen. Dabei trennen die
gestrichelten vertikalen Linien die einzelnen Level voneinander. Die Quadrate zei-
gen den Referenzwert auf jedem Level an und die Werte des Zielfunktionals sind als
Kreuze dargestellt.
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3
4
6
74

Level
Level
' Level
Level
Level

0 5 10 15 20 25 30
K

Abbildung 5.3: Entwicklung des Zielfunktionals zu jeder Iteration iiber alle Level des glat-
ten zweidimensionalen Registrierungsbeispiels. Vertikale Linien: Trennen der Level. Quadra-
te: Referenzwerte. Kreuze: Werte des Zielfunktionals.

Beim Suchen eines geeigneten Wertes fiir den Parameter o wurde folgende Untersu-
chung gemacht. Die Registrierung wurde mehrmals mit unterschiedlichem a durch-
gefiihrt, wobei o Werte zwischen 0 und lell angenommen hat. Jedes Mal wurde
auf dem feinsten Level die Irregularitit und die Distanz berechnet und zusammen
in einer Graphik geplottet (siehe Abbildung . Fiir die Irregularitidt wurde das

Reziproke des Regularisierers verwendet, das heiftt der Wert m, und fiir
die Distanz der Wert J;]tf)p. Es lasst sich erkennen, dass die Irregularitiat (in rot) bei

kleinem « sehr grof ist und mit zunehmendem a abnimmt. Im Gegensatz dazu ist
die Distanz (in blau) bei kleinem « klein und wird mit zunehmendem « gréfser. Der
Wert fiir av sollte in dem Bereich liegen, in dem die Irregularitit und die Distanz sich
am néchsten sind.
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Abbildung 5.4: Darstellung der Irregularitit (in rot) und der Distanz (in blau) fiir Werte
zwischen 0 und 1le6 fiir « fiir das glatte zweidimensionale Registrierungsbeispiel.

In Abbildung wurden die Irregularitat und die Distanz an wenigen Punkten aus-
gewertet. Dies soll einen groben Uberblick dariiber geben, wie sich die Irregularitit
und die Distanz in Abhéngigkeit von « verhalten und wo sie sich am néchsten sind.
In der néchsten Abbildung wird diese Stelle genauer betrachtet, indem die Irre-
gularitdt und die Distanz fiir Werte zwischen 0 und 20000 fiir o geplottet wurden.
Hierbei lasst sich erkennen, dass der Wert o = 16000, der fiir dieses Registrierungs-
beispiel gewdhlt wurde, in dem Bereich liegt, in dem sich die Irregularitit und die
Distanz am néchsten liegen und damit eine geeignete Wahl fiir « ist.
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5.1. Anwendung auf zweidimensionale Bilddaten
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Abbildung 5.5: Darstellung der Irregularitét (in rot) und der Distanz (in blau) fiir Werte
zwischen 0 und 20000 fiir « fiir das glatte zweidimensionale Registrierungsbeispiel.

Um zu zeigen, was passiert, wenn « zu klein oder zu grol gewihlt wird, wurde die
folgende Abbildung erstellt. Auf der linken Seite in Abbildung wurde o = 100
gewdhlt. Es ist links das Templatebild mit Gitter und rechts das transformierte Tem-
platebild auf dem feinsten Level dargestellt. Auf der rechten Seite wurde o = lell
gewdhlt. Links sieht man wieder das Templatebild mit Gitter und rechts das trans-
formierte Templatebild nach der Registrierung. Es ist zu erkennen, dass bei sehr
kleinem « (o = 100) das Gitter sehr viele Faltungen aufweist und im transformier-
ten Templatebild Locher auftreten. Bei sehr grofem o (o = lell) hingegen ist das
Gitter rigide und es wird im Grunde nur eine Rotation durchgefiihrt.
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Abbildung 5.6: Ergebnis des glatten zweidimensionalen Registrierungsbeispiels mit
0 =1e—2,8=1e— 6 bei zu kleinem und zu grofem «. Links: Darstellung, Templatebild
mit deformiertem Gitter und transformiertes Templatebild bei o = 100. Rechts: Darstellung,
Templatebild mit deformiertem Gitter und transformiertes Templatebild bei a = lell.
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5. Ergebnisse

Fiir die Untersuchung des Regularisierers auf ein nichtglattes Registrierungsbeispiel
wurde in dieser Arbeit ein akademisches nichtglattes Beispiel mithilfe von MATLAB
erstellt. Dieses ist in Abbildung[5.7]zu sehen. Es zeigt zwei nicht-achsen-ausgerichtete
Rechtecke auf schwarzem Hintergrund, wobei das eine Rechteck weifs und das andere
grau ist. Im Referenzbild sind die beiden Rechtecke gegeneinander verschoben, im
Templatebild liegen sie exakt nebeneinander.

Abbildung 5.7: Verwendete Bilddaten zur Untersuchung des Regularisierers auf ein nicht-
glattes zweidimensionales Registrierungsbeispiel. Links: Referenzbild. Rechts: Templatebild.

In Abbildung ist das Ergebnis der Registrierung des nichtglatten Registrierungs-
beispiels unter Verwendung des in dieser Arbeit untersuchten Regularisierers darge-
stellt. Es ist links in der Abbildung das Referenzbild zum Vergleich abgebildet, in
der Mitte das Templatebild mit dazugehorigem deformiertem Gitter und rechts das
Ergebnis der Registrierung. Auch hier ist bei genauer Betrachtung des Deformati-
onsgitters zu erkennen, dass dieses nicht diffeomorph ist, da es Faltungen an den
Stellen im Bild aufweist, an denen die grofite Bewegung im Bild stattfindet. Diese
befinden sich auf der Linie, an der die beiden Rechtecke aneinander gleiten und an
dieser Linie an den Stellen, an denen sich die Rechtecke gerade noch beriihren.

Abbildung 5.8: Ergebnis des nichtglatten zweidimensionalen Registrierungsbeispiels mit
0 =1le— 2,8 =5 und a = 4e5. Links: Referenzbild zum Vergleich. Mitte: Templatebild und
Deformationsfeld. Rechts: Transformiertes Templatebild.
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5.1. Anwendung auf zweidimensionale Bilddaten

Auch dieses Registrierungsbeispiel wurde iiber einen Multilevelansatz mit fiinf Leveln
implementiert. Das grobste Level hatte die Gréofke 8 x 8, danach folgte die Abstu-
fung 16 x 16,32 x 32,64 x 64 und als feinstes Level 128 x 128. In Abbildung ist
die Entwicklung des Zielfunktionals zu jeder Iteration iiber alle Level des nichtglat-
ten zweidimensionalen Registrierungsbeispiels dargestellt. Die gestrichelten vertika-
len Linien trennen wiederum die einzelnen Level voneinander, die Quadrate zeigen
den Referenzwert auf jedem Level an und die Werte des Zielfunktionals sind als
Kreuze dargestellt.
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Abbildung 5.9: Entwicklung des Zielfunktionals zu jeder Iteration iiber alle Level des
nichtglatten zweidimensionalen Registrierungsbeispiels. Vertikale Linien: Trennen der Level.
Quadrate: Referenzwerte. Kreuze: Werte des Zielfunktionals.

Eine geeignete Wahl des Parameters a wurde wieder mithilfe der Irregularitdt und
der Distanz gefunden. Dabei hat sich herausgestellt, dass fiir o geeignete Werte
zwischen 1e6 und 2e6 liegen, was in Abbildung zu sehen ist. Damit ist der Wert
«a = 4eb, der fiir das nichtglatte Registrierungsbeispiel gew#hlt worden ist, in dem
Bereich, in dem sich die Irregularitit und die Distanz am néchsten sind und damit
eine geeignete Wahl fiir a.
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5. Ergebnisse
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Abbildung 5.10: Darstellung der Irregularitat (in rot) und der Distanz (in blau) fiir Werte
zwischen 0 und 1e7 fiir « fiir das nichtglatte zweidimensionale Registrierungsbeispiel.

Auch fiir das nichtglatte Registrierungsbeispiel wurde in Abbildung gezeigt,
was passiert, wenn « zu grok oder zu klein gewdhlt wird. Auf der linken Seite wurde
a = 0,1 gewdhlt und auf der rechten Seite a = lell. Man sieht jeweils links das
Templatebild mit Deformationsgitter und rechts das transformierte Templatebild
nach der Registrierung. Es ist zu erkennen, dass das Deformationsgitter bei kleinem

« sehr viele Faltungen enthilt und bei sehr grofem « rigide wird.

Abbildung 5.11: Ergebnis des nichtglatten zweidimensionalen Registrierungsbeispiels mit
0 =1le—2,8 =25 bei zu kleinem und zu groffem «. Links: Darstellung, Templatebild mit
deformiertem Gitter und transformiertes Templatebild bei @ = 0,1. Rechts: Darstellung,
Templatebild mit deformiertem Gitter und transformiertes Templatebild bei a = lell.

5.2. Anwendung auf dreidimensionale Bilddaten

Im Dreidimensionalen wurde der Regularisierer ebenfalls auf ein glattes und ein nicht-
glattes Registrierungsbeispiel angewandt. Fiir das nichtglatte Registrierungsbeispiel

60



5.2. Anwendung auf dreidimensionale Bilddaten

wurde in dieser Arbeit ein akademisches Beispiel mithilfe von MATLAB erstellt, das
in Abbildung dargestellt ist. Es zeigt zwei Quader, wobei im Referenzbild die
beiden Quader direkt nebeneinander stehen und im Templatebild die beiden Quader
gegeneinander nach hinten und oben verschoben sind.
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Abbildung 5.12: Verwendete Bilddaten zur Untersuchung des Regularisierers auf ein nicht-
glattes dreidimensionales Registrierungsbeispiel. Links: Referenzbild. Rechts: Templatebild.

Das Ergebnis der Registrierung des nichtglatten dreidimensionalen Registrierungs-
beispiels unter Verwendung des in dieser Arbeit untersuchten Regularisierers ist in
Abbildung dargestellt. Diese Darstellung ist so zu verstehen, dass die Qua-
der horizontal von oben nach unten mehrmals geschnitten werden. Diese einzelnen
Schnitte sind in der folgenden Abbildung dargestellt, wobei links das Referenzbild
zum Vergleich und rechts das transformierte Templatebild zu sehen ist.

Abbildung 5.13: Ergebnis des nichtglatten dreidimensionalen Registrierungsbeispiels mit
0 =1le—2,8=1e—6 und a = 900000. Links: Referenzbild zum Vergleich. Rechts: Trans-
formiertes Templatebild.

Da in dieser Darstellung keine Details zu sehen sind, sind in der nichsten Abbil-
dung [5.14] die griin eingekéstelten Schnitte vergrofert dargestellt.
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5. Ergebnisse

Abbildung 5.14: Betrachtung eines Schnitts des nichtglatten dreidimensionalen Registrie-
rungsbeispiels. Links: Referenzbild zum Vergleich. Rechts: Transformiertes Templatebild.

Fir die Implementierung des dreidimensionalen nichtglatten Registrierungsbeispiels
wurde ein Multilevelansatz mit fiinf Leveln verwendet. Das grobste Level hatte die
Grofse 8 x 8, danach folgte die Abstufung 16 x 16,32 x 32,64 x 64 und als feinstes
Level 128 x 128. Die Entwicklung des Zielfunktionals zu jeder Iteration iiber alle Le-
vel des nichtglatten dreidimensionalen Registrierungsbeispiels, ist in Abbildung [5.15|
dargestellt. Die gestrichelten vertikalen Linien trennen die einzelnen Level vonein-
ander, die Quadrate zeigen den Referenzwert auf jedem Level an und die Werte des
Zielfunktionals sind als Kreuze dargestellt.
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Abbildung 5.15: Entwicklung des Zielfunktionals zu jeder Iteration {iber alle Level des
nichtglatten dreidimensionalen Registrierungsbeispiels. Vertikale Linien: Trennen der Level.
Quadrate: Referenzwerte. Kreuze: Werte des Zielfunktionals.

Fiir das glatte Registrierungsbeispiel wurde das menschliche Knie untersucht. Ein
dreidimensionaler Datensatz dazu ist in der FATR-Toolbox vorhanden. Dieser ist in
Abbildung dargestellt, wobei als Referenzbild das durchgestreckte Knie und als
Templatebild das angewinkelte Knie verwendet wurde.
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5.2. Anwendung auf dreidimensionale Bilddaten

Abbildung 5.16: Verwendete Bilddaten zur Untersuchung des Regularisierers auf ein glat-
tes dreidimensionales Registrierungsbeispiel. Links: Referenzbild. Rechts: Templatebild.

In Abbildung ist das Ergebnis der Registrierung des glatten dreidimensionalen
Registrierungsbeispiels unter Verwendung des in dieser Arbeit untersuchten Regula-
risierers dargestellt. In dieser Darstellung sind, wie beim nichtglatten Beispiel, die
einzelnen Schnitte dargestellt, die entstehen, wenn man die Daten horizontal von
oben nach unten mehrmals schneidet. Es ist wieder links das Referenzbild zum Ver-
gleich und rechts das transformierte Templatebild abgebildet.

Abbildung 5.17: Ergebnis des glatten dreidimensionalen Registrierungsbeispiels mit 6 =
le — 2,8 = 0.01 und a = 7000. Links: Referenzbild zum Vergleich. Rechts: Transformiertes
Templatebild.

Fiir eine detailreichere Ansicht wurden wieder die griin eingekistelten Schnitte ver-
grofsert und in Abbildung dargestellt.

Abbildung 5.18: Betrachtung eines Schnitts des glatten dreidimensionalen Registrierungs-
beispiels. Links: Referenzbild zum Vergleich. Rechts: Transformiertes Templatebild.
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5. Ergebnisse

Fiir die Implementierung des dreidimensionalen glatten Registrierungsbeispiels wur-
de ein Multilevelansatz mit vier Leveln angewandt. Das grobste Level hatte die Grofke
16 x 8 x 16, danach folgte die Abstufung 32 x 16 x 32,64 x 32 x 64 und als feinstes
Level 128 x 64 x 128. Die Entwicklung des Zielfunktionals zu jeder Iteration iiber alle
Level des glatten dreidimensionalen Registrierungsbeispiels, ist in Abbildung
dargestellt. Dabei sind die gestrichelten vertikalen Linien wieder die Trennlinien zwi-
schen den einzelnen Leveln, die Quadrate zeigen den Referenzwert auf jedem Level
an und die Kreuze die Werte des Zielfunktionals.
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Abbildung 5.19: Entwicklung des Zielfunktionals zu jeder Iteration {iber alle Level des
glatten dreidimensionalen Registrierungsbeispiels. Vertikale Linien: Trennen der Level. Qua-
drate: Referenzwerte. Kreuze: Werte des Zielfunktionals.
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6. Diskussion

In diesem Kapitel erfolgt eine Beurteilung der in Kapitel [5] durchgefithrten Experi-
mente. Des Weiteren werden Moglichkeiten aufgezeigt, wie die erhaltenen Ergebnisse
weiter verbessert werden konnten.

6.1. Auswertung der Ergebnisse

In Kapitel 5] ist zu sehen, dass es mit dem in dieser Arbeit untersuchten Regularisie-
rer moglich ist, ein transformiertes Templatebild zu erhalten, das dem Referenzbild
sehr &hnelt. Diese Tatsache wird in [32] verwendet, um die Behauptung, dass der
Regularisierer gute Ergebnisse liefert, zu begriinden. Die Deformationsfelder werden
dort nicht gezeigt. Doch gerade das Deformationsfeld einer Registrierung liefert sehr
viele Informationen, die auf die Qualitidt der erhaltenen Ldsung schlielen lassen, da
dieses aus der Losung u, die iiber das Registrierungsproblem

min {J,[u] = D(u) + aR(u)}

u€eRd
erhalten wird, gebildet wird.
Es ist in dieser Arbeit nicht gelungen, Parameterkombinationen fiir die durchgefiihr-
ten Registrierungsbeispiele zu finden, mit denen nach der Registrierung die Differenz
zwischen Referenzbild und transformiertem Templatebild moglichst klein ist und
gleichzeitig das Deformationsgitter keine Faltungen aufweist. Einerseits kann natiir-
lich nicht ausgeschlossen werden, dass Implementierungsfehler im MATLAB-Code,
der im Rahmen dieser Arbeit erstellt worden ist, vorliegen. Andererseits weist die
Tatsache, dass das zweidimensionale glatte Handregistrierungsbeispiel in dieser Ar-
beit nachgebaut werden konnte und das transformierte Templatebild (siehe Abbil-
dung sehr dhnlich zu dem in [32] ist, darauf hin, dass die Implementierung nicht
grundsétzlich falsch sein sollte.

In dieser Arbeit ist nun noch ein Schritt weitergegangen worden und es wurde ver-
sucht, eine Moglichkeit zu finden, die Faltungen im Deformationsfeld zu verhindern.
Zu diesem Zweck sollte die Publikation [35] angewandt werden, indem das Registrie-
rungsproblem zu einem restringierten Optimierungsproblem erweitert wird. Leider
hat sich herausgestellt, dass in dieser Publikation Unstimmigkeiten enthalten sind,
die zu Dimensionskonflikten fiihrten. Die erste Herausforderung war daher, die ge-
naue Problemstelle zu finden und zu berichtigen. Dennoch blieb eine weitere Stelle
unklar, sodass im Rahmen dieser Arbeit eine praktische Umsetzung dieses Ansatzes
nicht méglich war. Es soll im Folgenden dennoch dieser Ansatz kurz umrissen und
die Problemstellen aufgezeigt werden.

Bei dem restringierten Optimierungsproblem wird eine Bedingung an die Determi-
nante der Jakobi-Matrix der Transformation ¢(x) = &+ u(x) gestellt, die grofer als
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6. Diskussion

Null sein soll. Das restringierte Optimierungsproblem lautet demnach

min {Ju[u] = DIR,T;u) + aR[u]}

sodass F(u) > 0,
wobeli fiir

1+ (ul)ﬂﬁl (u1)$2
(u2)11 1+ (u2>962

(14 (1)) ) (1 + (u2)2s) = (w1)2s (U2)ay

F(u) = det(J(p(u)))

gilt. Nach der Diskretisierung des restringierten Optimierungsproblems wird dieses
in [35] iiber das Augmented-Lagrangian Verfahren gelost. Dabei hat sich in [35]
ein Fehler eingeschlichen, wodurch es dort zu Dimensionskonflikten kommt. Das zu
l6sende Optimierungsproblem lautet

N
YU A 0) = Ta(U") + 503 (minf0, o U") ~ A3~ X3)

=1

wobei F" das diskretisierte Funktional der Bedingung im Optimierungsproblem ist.
Die Funktion v wird linearisiert, indem es durch ein quadratisches 1 ersetzt wird,
das iiber eine Taylorentwicklung erhalten wird:

) 1
GO 4 o) = SO+ 6) = (@) + dp U)o + S50 Hon,

wobei dw(Uh(k>) die Jakobimatrix und H die Hessematrix von ¢ an U" ist. Die
Berechnung der Jakobimatrix kann im Anhang[A.3|nachgelesen werden. Als Ergebnis
erhdlt man fiir die Jakobimatrix

OFMU™ ... 0, FL(UM

dp(U"") = g,y + : N :
OonFR(UM) ... dunFh(U™)

oFR(UM) — Ay

e R2NXN
c RN X1

Das heifst, es handelt sich hier um eine Matrix- Vektor-Multiplikation und nicht um
eine punktweise Multiplikation, wie es in [35] angegeben ist. Damit ergibt sich fiir
die Hessematrix

H — dzja(Uh(k))
OFM UM ... O FhUY) oFNUMY ... oFhUt)\

+ : - : : ; - ;
DNFPUM) ... OonFR(UM) DNFMU") ... OunFR(UM
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6.2. Ausblick

und zu losen ist das Gleichungssystem
Hégn = —dp(U™).

Bei der Berechnung der ersten Variation des Funktionals F(w) nach [35] tritt das
zweite Problem auf. Es kann nachgerechnet werden, dass die erste Variation des
kontinuierlichen Funktionals F(u) beziiglich des Deformationsfeldes w die folgende
Form hat:

d‘F(u) = ((u2)$19€2) - (u2)$2x1)’ (ul)wﬂ?l - (ul)xll‘z)T

Doch an dieser Stelle muss irgendwo ein Fehler stecken, denn bei zweimal stetigen
Funktionen lésst sich der Satz von Schwarz anwenden, sodass die hier formulierte
erste Variation des Funktionals F(u) verschwindet und somit bei der Implementie-
rung der gesamte restringierte Ansatz keinen Einfluss auf das Registrierungsproblem
hat. Wo genau an dieser Stelle der Fehler liegt, konnte im Rahmen dieser Arbeit
nicht mehr herausgefunden werden.

6.2. Ausblick

In weiteren Arbeiten kénnte zuallererst versucht werden, das gerade beschriebene
Problem des Verschwindens der ersten Variation des Funktionals F(w) beim Ansatz
des restringierten Optimierungsproblem zu 16sen. Dann kénnte dieser Ansatz nach
[35] und den hier gemachten Ergénzungen komplett implementiert und auf den in
dieser Arbeit untersuchten Regularisierer angewandt werden. Es wire dann zu un-
tersuchen, wie sich dieser Ansatz einerseits auf die Deformationsfelder von Registrie-
rungsbeispielen auswirkt und ob sich durch diesen Ansatz tatsdchlich diffeomorphe
Deformationsfelder ergeben. Andererseits darf auch das transformierte Templatebild
nicht aufer Acht gelassen werden und es muss untersucht werden, wie sich dieses bei
unterschiedlicher Parameterwahl verhélt. Erhélt man dann nicht nur sehr gute trans-
formierte Templatebilder, die den Referenzbildern sehr dhneln, sondern zusétzlich ein
Deformationsfeld ohne Faltungen, so kann man davon sprechen, dass ein sehr guter
Regularisierer gefunden wurde, der die gewiinschten Eigenschaften hat und auf glat-
ten und nichtglatten Registrierungsbeispielen sehr gute Ergebnisse liefert. Zusitzlich
sollte die Erweiterung auf drei Dimensionen keine grofsen Miihen bereiten, da die
grofste Arbeit hier bereits erledigt wurde.

Eine andere Herangehensweise wire, sich intensiv mit der Publikation [5] zu beschéf-
tigen. Dieses widmet sich ebenfalls der Bestrafung der Determinante der Jakobima-
trix der Transformation. Jedoch wird dort die Diskretisierung iiber eine Triangu-
lierung vorgenommen. Das heifft, die gesamte Diskretisierung, die sich durch diese
Arbeit zieht, miisste geindert werden. Aus diesem Grund ist in dieser Arbeit auf
diesen Ansatz nicht weiter eingegangen worden.

Zudem konnte ein anderer Ansatz zum Losen des Registrierungsproblem gewahlt
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6. Diskussion

werden. In dieser Arbeit wurde der Ansatz gewihlt, bei dem das Optimierungspro-
blem zuerst diskretisiert und dann optimiert wird. Allerdings wire es mit den hier
aufgestellten Euler-Lagrange-Gleichungen nun auch mdoglich, den Ansatz zu wihlen,
bei dem zuerst optimiert und dann diskretisiert wird. Ein mogliches Herangehen an
dieses Problem, kann zum Beispiel in [6] oder [7] nachgelesen werden.
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A. Anhang

A.1. Zusammenhang Divergenz-Formel und mittlere Kriimmung

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dass die Formel der mittleren Kriimmung

(B +ui u,, — 2w, w,w,, + (B +ui ),
(B+uf, +u )32

K(u) =

und die Divergenz Formel

Vul
k(u) =V -
Vs
dquivalent sind.
Bewess.
Ulz
Vuy vsz u? +ui +6
k(u) =V - Vol =div || Jff}lﬁ = div u,
u : :
s [Vui|g ulzx +ul2y +5
O _we | 0 [__w
= o, [V, 8| g e e,
2 2 Uy ULy T UL Uiy ) 2 Uy Wl gy FUL, ULy,
U ué +uf +f oy LT ey, ur +uf + -y, LY v
R G e A A R A
= +
2 2 2 2
ulz‘i'uly"'ﬂ ulm+uly+5
[ 2 2
_ Ui, ul:r, + Uly + ﬁ ulxulyulyx + w, U, U,
- 2 2 B 2 2 3
u; + ug, + 3 (ulz + uj, + ﬁ) /2

2 2
Ulyy 2/ Ui, + uly +8 Uy, Uy, Ui, + Uy, ug, Uy,

RAR B G )

2 2
Uiy, (uj, + up, + B) — uy,up,wr,, — ug, U, Uy,
- 2 2 3
(uf, +ui, +B)"
2 2
ug,,, (ulz + ulyﬂ) — Uy, up, Uy, — U, U, Uy,
W+ )
2 2 2
U, up, vy, g, B — g, — g

(uf, +ui + )"
ulzy + o, B — w,u, g, — u
(uf, +ui, +B)"

w,, (uf, + B) —w,w, i, w,, (u} A+ B) — ug, g,
(uf, +ui +B)" (W? +u? +B)”
U, (ulzy + B) +uy,, (uf, + B) — w,wg,ug,, — wy,w,u,,
(uf, +uf +B)"

i, (uf, + B) +w,, (uf, + B) — 2w, w,u,,
(uf, +uf +B)°

2 2
Uy, U, + U, vy uly
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A. Anhang

(B, = 2w, + (B +ui u
B (B +uf, +uf )32

A.2. Bestimmung der Euler-Lagrange-Gleichung

Aufstellen der Euler-Lagrange-Gleichungen des neuen Regularisierungsterms:

RNewC () = / B(s(u)) dY

up)? dQJr/ —k(uz)? dQ

ki (
Vul ) ( Vul )
dQ)
( [Vuls [Vuls
1 Vug > < VUQ )
V- V- dQ)
/Q 2 < [Vulg [Vulg

RNewC(u 4 h(p) _ RNewC(u)

\\HMM

N = L\D\H

_|_

d,RN"C (4) = lim

h—0 h

1 V(uy + her) )2 ( V(uz + hgs) )2
= lim — V.~ T V. 2T 2

T A ( Nurhls) " Nuthols

Vi, )2 ( Vs )2
—(v- —(v- dQ
( |Vulg |Vulg

Fiir die weitere Berechnung wird nur der Fall fiir [ = 1 betrachtet. Der Fall fiir [ = 2
lduft analog.

. 1 V(Ul + h(pl) 2 Ul
lim — Vie—%| —|V- ds2
A0 2k Jo ( Vu+ho)ls Vuls
Die Divergenz ist ein linearer Operator, somit gilt die Additivitét:
o1 Vuq her )2 ( Vuq )2
:hm/(v- +V- -V dQ
h=02h Jo [V (u+ ho)ls [V (u+ heo)ls [Vulg
. 1 Vu1 2 VU1 V<p1
= hm—/ (v-) +2<v-) (v-
h=02h Jqo [V(u+ he)ls [V(u+ he)ls [V(u+ he)lp
Vi ? Vuy ?
" v) - (v) e
< [V(u+ heo)ls [Vulg
i) (7wt
= Vi——] V- =] dQ (A1)
/Q ( [Vulg [Vulg

1 Vul 2 Vul 2
1 M) (v 2T ) 0.
H%h/(v I(un)l/s) (V ww)

Im Folgenden wird nur der zweite Teil von (A.1)) betrachtet. Der erste wird spéater
wieder hinzugenommen.

. 1 Vug 2 Vuy ?
lim — vV .—2 ) _(v. dQ A2
h0 2h/9< (U+h<,0)|/3) ( |VU|/3) 42
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A.2. Bestimmung der Euler-Lagrange-Gleichung

— lim 1 I . Vu, Vuy } . { _ YV, Vu,
IV(

— v S v +V-
h—0 2h ol |V(’U,+hg0)|5 |VU‘B

d)
u+ he)|s |VU|B}

. 1 [ Vu1 Vu1 Vu1 Vu1
[ [ ST | R TR 0. 1%
h—=02h Jo | IV(u+hp)lsg  |[Vulg IV (u+he)ls |Vulg
Vuy|Vulg Vu1|V(u+hg0)|ﬁ)] [ < Vu, Vu, ﬂ
V- ( V- + d)
IV(u+ he)|g|Vulg IV(u+he)lg  [Vulg
(w4 he)ls — IVUIﬁﬂ { ( Vuy Vuy )}
AV (Vu -V + dsd.
{ V5|V (1 + he)ls V(u+he)ls  [Vuls
(A.3)

Im Folgenden wird nur der erste Teil im Integral von Gleichung (A.3) betrachtet.
Der zweite wird spater wieder hinzugenommen.

. |(u + he)ls — |Vuls
1 .
e {V (V“I ValsV (u t ho)ls

IV (u+ he)|s — Vum)
—v-(Vv
( Y (N uls IV (1 g)])

V.

Vuq lim

=0 h(|Vuls|V (u + he)[s(IV(u + he) s + [Vulg))

v. (V |V(u+h‘P)|ﬁ |Vu|ﬁ >

IV(u+ he)|3 — [Vulj )

w0 WVl IV (w + ) [5]V (u + h) s + [Vuls]V (u + he) 5[ Vuls)

. V(u+ )3 — [Vul3
Vo Vg, |ﬁ+|vu\ e h
IV(u+he)[5 — [Vul3
=V (lew uf? Hog, h (A.4)

Im Folgenden wird nur der zweite Teil in der Divergenz von Gleichung betrach-
tet. Der erste wird spéter wieder hinzugenommen. An dieser Stelle sei angemerkt,
dass hier [31, Anhang A.3 Korollar A.3.3] anwendbar ist und deswegen die Grenzwert-
und Integrationsprozesse vertauscht werden diirfen.

IV (u+ho)lf = [Vulj

pim, h
2
iy VB (i, +hpn, )2 F (w, + pn, )? + (o, + hepa,)? + (ua, + B2, )?)
h—0 h
2
(VB A (ur, )+ (un,)? A (u2,)* + (ug,)?)
h
iy () 20 b, + (o, )?  (un,)? + 201, b, + (B, )* + (u2,)? + 2us, hips,
o h—0 h
N (hepa,)? + (ug,)? + 2ug, ha, + (hp2,)? — (u1,)? — (u1,)? — (ug,)? — (ug,)?
h
. 2u1, hpr, +2ur, hor, + 2ug, b, + 2uz hoa,
hlg%) h
=2(Vu1 V1 + VuaVips). (A.5)
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A. Anhang

Zuriick zu (A.2):

/ Vi V(o Vu ) g
h~>02 u+h<p|5 [Vulg

Vuq Vuq Vuy Vuy
=i v.—1 V. v +V- dq.
= 2/9{ Vu + hils |VU|B} { Vu + hels [Vl

Ersetzen des ersten Faktors durch (A.4) und (A.5) und bilden des Grenzwertes iiber den
zweiten Faktor liefert:

1 Vuy Vuy
=— [ V| =7 2 (VU V \Y 2V- dQ)
), (2|Vu|g Ve W”) Vs

= —/ V- L‘g (Vuy Vor + VuaVs) | k(ur) dQ.
Q |vu|ﬁ
Nach partieller Integration folgt:

Vuq
= —/ k(u1) == (Vui Vi + VuaVs) it dS
a0 Vu |[3

Vu
+/ il (Vur V1 + Vua Vo ) Vi(ug) dQ
o [Vul}

Vu
=/ Wg (Vur Vr + Vua Vo ) Vi(ug) dQ2+0
B

= / W(ul)v—“gwlwﬁvm(ul) Vs = Vus Vo dQ
Q |V“|5

Vu |,8

\Y%
z/V/ﬁ(ul)iu%Vthpl dQ—!—/ Vk(uy) Vus Vs dQ.
Q |Vu|ﬁ Q

IV \3
Partielle Integration des ersten Integrals:

Vu1
=y dQ
/Q Vli(ul) |vu|gVu1V<p1

Vul
=— V-V —=V dQ \Y% Vuy 7t dS
fy# < ST )  f I g T 7

Vu1
- -V e dQ + 0.
/Q 1V < K (u1) |Vu|?5’vu1> +

Partielle Integration des zweiten Integrals:

Vi(u
[ V) gty ul?

Vul
— V|V —=aV ds) \% Vug i dS
|+ < ST ) [T g T

Vu1
= — . —_ dQ) + 0.
/Q 2V (VH(%) |Vu|%vu2> +

VUQV(,OQ dQ
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A.3. Bestimmung der Jakobimatrix des restringierten Optimierungsproblems

Beide Integrale zusammen liefern demnach:

VU1 Vu1
— V- —V dQ) — . —_ dS)
/Q 1 (Vﬁ(ul) |Vu\‘;’3 u1> /sz Y% (Vﬁ(ul) \Vuﬁ; VUQ>

Vuy Vuy
= — . —_— . — dQQ. A6
/anlv (V!ﬁ(ul) Tl Vu1> + 02V (V&(ul) Ful? Vuz> (A.6)

Betrachtet man den ersten Summanden von (A.1)

[ (7 ) (7 ey @0
Q [Vulg |Vulg

V1
= | k(u)V- ds,
/Q (1) [Vuls

dann liefert die partielle Integration folgendes:

V(p1 VSDI
— \Y% dQ)
/asz wlu1) Vulg i dS o |Vulg wlu1)

V1
=— Vk(uy) dQ.
/Q Vuls (1)

Eine nochmalige partielle Integration liefert:

Vk(uy) Ve(ur)
p1V - ds) — / %) n dS
/Q V[Vl o0 [Vuls

VE(uy)
- V- Q. AT
/Q v ot (A7)

Mit den Gleichungen (A.6) und (A.7) erhdlt man die Euler-Lagrange-Gleichungen

{fl(u) +ap1V - TV”L“‘;) — 1V - (Vﬁ(ul)‘g—:ﬁzVul) + oV - (v:‘i(ul)lgithUQ) =0

fo(w) + gV - Joliz) 4,0 (vn(w)‘giglzgwg) F V- (w(w)lg—;%wl) -0

mit den Randbedingungen (Vuy, 7)ge = (Vk(u), T)r2 = (1, M)rz = 0 fiir { =1, 2.

A.3. Bestimmung der Jakobimatrix des restringierten
Optimierungsproblems

Das zu l6sende Optimierungsproblem lautet

N

YU\ 0) = TaU") + 5= S ([minf0, o FAT") = A} - 22,

i=1

=: G(UM)
wobei F" das diskretisierte Funktional der Bedingung im Optimierungsproblem ist.
Es soll nun die Jakobimatrix von G(U") bestimmt werden. Es sei j € 1,...2N, dann
gilt
| X
hy _ : h(prh 22
GO = ;| 5 S (min{0.aFH(U") = AP - 3)

i=1
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A. Anhang

- %dj {Z([mm{(} oF[(U") = A} - A?)]

i=1
_ Ly [y oMU ) = G FNUY) — ) oY) M
20 ] 2
0, falls (¢ FM({U™) — \;) >0,
= Ld, [va_l UF;L(Uh—xi)2+2<oFf<Uh>—m2}7 falls (o E(U" — \;) < 0.

Betrachtet man nun den Fall (¢ F*(U") — \;) < 0 folgt:

G ACREPOY

N 2. (cFh Uh) Ai)2
zz: } 20

Mzﬁ

(cFMU™) — \y) d;FRU") = Zth (U™ - (cFMU™) = \).

1
heﬂét es gilt fiir VG(U")

SN OEMNU) - (oF U~ \)

VGU" = :
YL, N FIUN) - (o FMU™) = )
h(TTh h(7Th cFMU") — M\
AFMNUM) ... OFhU) SFFU) -
— VGU") = : : _
O FI(UY) ... dnFlUM) - U — ax
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