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Kurzfassung

In dieser Arbeit wurde der 2016 von Ke Chen eingeführte neuartige Ansatz zum Lö-
sen eines Bildregistrierungsproblems untersucht. Bei diesem Ansatz wird die mittlere
Krümmung aus der Di�erentialgeometrie in dem zu minimierenden Registrierungs-
problem als Regularisierer verwendet. Es wird der Behauptung nachgegangen, dass
dadurch sehr gute Ergebnisse auf glatten wie auch auf nichtglatten Registrierungs-
beispielen erhalten werden. Dazu werden die Grundlagen der Di�erentialgeometrie
aufgearbeitet und der Term, der als Regularisierer verwendet wird, hergeleitet. Das
Modell zum Lösen dieses Registrierungsproblems wird im Zweidimensionalen aufge-
stellt und theoretisch analysiert, indem die Euler-Lagrange-Gleichungen bestimmt
und die Rotations- und Translationsinvarianz nachgewiesen wurden. Es wurde zu-
sätzlich eine mögliche Erweiterung für drei Dimensionen entworfen. Ein weiterer
Aspekt dieser Arbeit war die praktische Umsetzung und die Anwendung auf glatte
und nichtglatte Registrierungsbeispiele in zwei, wie auch in drei Dimensionen. Da-
bei konnte, wie in der Arbeit von Ke Chen, demonstriert werden, dass die Di�erenz
zwischen dem Referenzbild und dem transformierten Templatebild sehr klein wird.
Zusätzlich wurden in dieser Arbeit auch die Deformationsgitter betrachtet, die jedoch
nicht die gewünschten Eigenschaften haben, da sie Faltungen aufweisen. Eine Wei-
terentwicklung dieses Ansatzes, um Gitterfaltungen zu verhindern, wurde versucht,
konnte aber im Rahmen dieser Arbeit nicht abgeschlossen werden.

Abstract

In 2016 Ke Chen proposed a new model for solving an image registration problem by
using mean curvature from di�erential geometry as a regularizer. The objective of
this thesis is to investigate if this model really delivers good results for both smooth
and non-smooth registration problems. For this purpose, the fundamental di�erential
geometry principles are prepared to derive the term that is used as a regularizer.
Then the model for solving the registration problem is set up in two dimensions
and a theoretical analysis is also done. In addition, a possible extension to three
dimensions was elaborated. Another aspect of this thesis was the implementation
and application to smooth and non-smooth registration examples in two and three
dimensions respectively. It could be shown that with this model the distance between
the reference image and the transformed template image can become very small.
This thesis had an additional look at the deformation grids, whereby it turned out
that they show mesh folding. Further steps were taken to avoid mesh folding but
completing them went beyond the scope of this thesis.
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1. Einleitung

Das Thema dieser Arbeit lässt sich der Bildregistrierung zuordnen. Bei der Bild-
registrierung besteht die Aufgabe darin, zwei Bilder der gleichen Szene durch De-
formation einander ähnlich zu machen. Es gibt unterschiedliche Herangehensweisen,
dieses Problem zu lösen. Im Allgemeinen lassen sich diese in zwei verschiedene Ar-
ten unterteilen, den merkmalsbasierten und den intensitätsbasierten Verfahren [26].
Bei den merkmalsbasierten Verfahren erfolgt die Registrierung über ausgezeichnete
Punkte, sogenannte Landmarken, die übereinander gelegt werden sollen [19]. Bei den
intensitätsbasierten Verfahren hingegen wird versucht, über die Intensitätswerte in
den zu registrierenden Bildern ein Distanzmaÿ zu minimieren. Da es sich dabei um
ein schlecht gestelltes Problem handelt, wird ein Regularisierer benötigt [27].
In dieser Arbeit wird ein neuartiger Ansatz im Bereich der intensitätsbasierten Ver-
fahren untersucht, der erstmals 2016 in [32] eingeführt wurde. Dabei wird die mittlere
Krümmung aus der Di�erentialgeometrie in dem zu minimierenden Registrierungs-
problem als Regularisierer verwendet. Es wird in [32] behauptet, dass dieser Regis-
trierungsansatz auf glatten wie auf nichtglatten Registrierungsproblemen sehr gute
Ergebnisse liefert. In dieser Arbeit wurde dieser Aussage nachgegangen, indem der
dort eingeführte Registrierungsansatz theoretisch analysiert wurde. Es wurden die
Euler-Lagrange-Gleichungen aufgestellt und die Rotations- und Translationsinvari-
anz bewiesen. Auÿerdem erfolgte die Implementierung dieses Ansatzes und die An-
wendung auf praktische Registrierungsbeispiele. Zusätzlich wurde im Rahmen dieser
Arbeit eine mögliche Erweiterung auf drei Dimensionen entwickelt, dessen Tauglich-
keit an praktischen Beispielen exemplarisch aufgezeigt worden ist.

1.1. Motivation

Die Bildregistrierung ist ein sehr facettenreiches Anwendungsgebiet der Mathematik
[27]. Es lassen sich damit Probleme in vielen unterschiedlichen Bereichen wie zum
Beispiel der Kunst, der Astronomie, der Biologie, der Chemie oder der Physik an-
gehen [26]. Ein sehr groÿes Anwendungsgebiet stellt die Medizin dar. Bildgebende
Verfahren wie die Sonographie (US), die Magnetresonzanztomographie (MRT), die
Computertomographie (CT) oder die Positronen-Emissions-Tomographie (PET) hel-
fen Ärzten bei klinischen Diagnostiken. Genau hier setzt die Bildregistrierung an.
In der Bildregistrierung werden die Informationen von zwei oder mehreren Bildern
dergleichen Szene, die zu unterschiedlichen Zeiten, von unterschiedlichen Blickwin-
keln oder mit unterschiedlichen Geräten aufgenommen wurden, kombiniert [4, 24, 30,
36]. Damit können noch mehr Informationen aus den Bildern gewonnen und die Dia-
gnostik der Ärzte verfeinert werden. Wie in [16] nachzulesen ist, können zum Beispiel
Informationen aus MRT-Bildern und PET-Bildern zusammengenommen werden. In
MRT-Bildern lässt sich Weichteilgewebe besonders gut erkennen und in PET-Bildern
sind Sto�wechselprozesse gut sichtbar. Überlagert man diese beiden Bilder, sodass
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1. Einleitung

diese exakt aufeinander passen, lässt sich erkennen, in welchen Organbereichen be-
stimmte Sto�wechselprozesse statt�nden.

1.2. Aufbau der Arbeit

Das Kapitel 2 befasst sich mit den mathematischen Grundlagen, die für das Ver-
ständnis und die Analyse des Registrierungsansatzes von Bedeutung sind. Begonnen
wird mit den Grundlagen der Di�erentialgeometrie. Diese werden soweit aufgear-
beitet, bis die Formel der mittleren Krümmung hergeleitet werden kann. Es folgen
Grundlagen der Funktionalanalysis, die für die theoretische Analyse des Registrie-
rungsansatzes wichtig sind. Daran schlieÿt der Abschnitt zu den Grundlagen der
Bildregistrierung an, in dem das zu lösende Registrierungsproblem aufgestellt wird
und Begri�e wie Diskretisierung, Distanzmaÿ und Regularisierer erläutert werden.
Die Beschreibung des Registrierungsansatzes, wie er in [32] formuliert wird, wird in
Kapitel 3 gegeben. Dies beinhaltet die Diskretisierung und das Lösen des Optimie-
rungsproblems. Zusätzlich erfolgt in diesem Kapitel die theoretische Analyse dieses
Ansatzes. In Kapitel 4 erfolgt die in dieser Arbeit entwickelte Erweiterung dieses Re-
gistrierungsansatzes auf drei Dimensionen, wobei im Mittelpunkt die Diskretisierung
steht. Das Kapitel 5 beinhaltet die in dieser Arbeit durchgeführten Experimente.
Es wurde untersucht, ob mit dem neuartigen Registrierungsansatz tatsächlich auf
glatten und nichtglatten Registrierungsbeispielen sehr gute Ergebnisse erzielt wer-
den können. Zusätzlich wurden auch Beispiele im Dreidimensionalen durchgeführt,
um die entwickelte Erweiterung auf drei Dimensionen in der Praxis zu überprüfen.
Diese Arbeit schlieÿt mit Kapitel 6, in dem die praktischen Ergebnisse des vorherigen
Kapitels ausgewertet und mögliche Verbesserungsvorschläge aufgezeigt werden.
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2. Mathematische Grundlagen

2.1. Grundlagen der Di�erentialgeometrie

In diesem Kapitel werden die Grundlagen der Di�erentialgeometrie von Kurven und
Flächen vorgestellt. Diese Darstellung beruht überwiegend auf [9] und soll eine an-
schauliche Einführung in das Themengebiet der Di�erentialgeometrie geben. Hierbei
werden grundlegende Begri�e der linearen Algebra, wie sie beispielsweise in [2, 23]
nachgelesen werden können, als bekannt vorausgesetzt.
Es werden in Abschnitt 2.1.1 Kurven eingeführt und anschlieÿend dargestellt, wie
deren Krümmung bestimmt wird. Im Zentrum des Abschnitts 2.1.2 stehen die De�-
nitionen der regulären Fläche und der ersten Fundamentalform. In Abschnitt 2.1.3
werden die De�nitionen der Gauÿ-Abbildung und der zweiten Fundamentalform prä-
sentiert. Das Kapitel schlieÿt mit den De�nitionen der Gauÿschen Krümmung und
der mittleren Krümmung. Besonders die mittlere Krümmung ist für den in dieser
Arbeit untersuchten Regularisierer von groÿer Bedeutung.

2.1.1. Kurven und ihre Krümmungen

In der Di�erentialgeometrie ist ein interessanter und repräsentativer Teil die Untersu-
chung von Flächen [9]. Da jedoch in Flächen einige lokale Eigenschaften von Kurven
auftreten [9, Kap. 1.1], soll hier zunächst auf Kurven eingegangen werden. Mithil-
fe dieser Begri�e können im nächsten Abschnitt direkt reguläre Flächen eingeführt
werden.

De�nition 2.1 (reguläre parametrisierte Kurve, [9, Kap. 1.2, S.2 & Kap. 1.3, S.5])
Sei I = (a, b) mit a, b ∈ R ∪ {−∞,∞} ein o�enes Intervall. Eine parametrisierte

di�erenzierbare Kurve ist eine di�erenzierbare Abbildung α : I → Rn des Intervalls
I in den Rn mit n ∈ N. Eine Kurve α heiÿt regulär, falls die komponentenweise
Ableitung α′(t) ungleich Null für alle t ∈ I ist.

Das Wort di�erenzierbar soll hier so verstanden werden, dass α eine Abbildung ist,
die jedes t ∈ I auf einen Punkt α(t) = (x1(t), . . . , xn(t)) ∈ Rn abbildet, sodass die
Funktionen x1(t), . . . , xn(t) di�erenzierbar sind [9]. Die Variable t ist der Parameter
der Kurve. Man spricht von ebenen Kurven, falls n = 2 ist, und von Raumkurven,
falls n = 3 ist.
Im Folgenden soll nun der Krümmungsbegri� von Kurven vorgestellt werden. Be-
trachtet man eine nach der Bogenlänge t parametrisierte Kurve α : I → R3. Dann
misst |α′′(t)| die Änderungsrate des Winkels zwischen benachbarten Tangenten und
der Tangente bei t, da der Tangentenvektor α′(t) die Länge 1 hat [9]. |α′′(t)| drückt
die Winkelgeschwindigkeit ϕ aus und gibt demnach hier an, wie schnell sich die Kurve
in einer Umgebung von t von der Tangente bei t wegdreht [21].
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2. Mathematische Grundlagen

De�nition 2.2 (Krümmung einer Kurve an einem Punkt, [21, Kap. 1.3, S.42])
Sei α : I → R3 eine reguläre parametrisierte Kurve mit α ∈ C2(I). Das Intervall
[t1, t2] sei ein Kurvenstück dieser Kurve und α′(t) die erste Ableitung am Punkt t.
Es gilt wegen

|α′(t2)−α′(t1)|
|t2 − t1|

=
2 sin ϕ

2

|t2 − t1|
≈ ϕ

|t2 − t1|
und lim

t2→t1

α′(t2)−α′(t1)

t2 − t1
= α′′(t1)

für die Krümmung

κ(t1) = |α′′(t1)| = ω := lim
t2→t1

ϕ

|t2 − t1|
,

wobei mit ϕ der Winkel zwischen den beiden Vektoren α′(t1) und α′(t2) bezeichnet
wird.

Eine Veranschaulichung der De�nition 2.2 ist in Abbildung 2.1 zu sehen. Dabei sind
an zwei beliebigen Punkten der Kurve jeweils der normierte Tangentenvektor α′(t)
durch einen Pfeil mit ausgefüllter schwarzer Pfeilspitze und der Normaleneinheits-
vektor durch einen schwarzen Pfeil mit nicht ausgefüllter Pfeilspitze dargestellt. Au-
ÿerdem ist in rot α′′(t) dargestellt, wobei die Länge dieses Vektors, das heiÿt |α′′(t)|,
angibt, wie schnell sich die Kurve von der Tangente wegdreht und damit anzeigt, wie
stark die Krümmung an diesem Punkt ist.

x1

x2

−4 −3 −2 −1 1 2 3 4

−1

1

2

Abbildung 2.1: Skizzenhafte Visualisierung der De�nition 2.2. An zwei beliebigen Punkten

der Kurve ist jeweils der normierte Tangentenvektor α′(t) durch einen Pfeil mit ausgefüllter

schwarzer Pfeilspitze und der Normaleneinheitsvektor durch einen schwarzen Pfeil mit nicht

ausgefüllter Pfeilspitze dargestellt. In rot istα′′(t) dargestellt, wobei die Länge dieses Vektors

|α′′(t)| angibt, wie schnell sich die Kurve von der Tangente wegdreht und damit anzeigt,

wie stark die Krümmung an diesem Punkt ist.

Mithilfe der Krümmung lässt sich der Krümmungsradius einer Kurve an einem Punkt
t ∈ I bestimmen.
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2.1. Grundlagen der Di�erentialgeometrie

De�nition 2.3 (Krümmungsradius, [9, Kap. 1.5, S.16])
Sei α : I → R3 eine reguläre parametrisierte Kurve. Die Krümmung der Kurve am
Punkt t sei κ(t). Der Krümmungsradius R an der Stelle t ∈ I ist de�niert durch
R(t) = 1

κ(t) .

Es lässt sich anhand dieser De�nition leicht nachvollziehen, dass der Krümmungsra-
dius eines Kreises mit dem Radius dieses Kreises übereinstimmt.

2.1.2. Reguläre Flächen

Eine sehr anschauliche De�nition von Flächen ist, diese als Teilmengen des R3 zu
betrachten. Deswegen sollen Flächen hier zunächst auf diese Weise eingeführt werden.

De�nition 2.4 (reguläre Fläche, [9, Kap. 2.2, Def. 1])
Eine Teilmenge S ⊂ R3 ist eine reguläre Fläche, wenn es für jedes p ∈ S eine Umge-
bung V in R3 und eine Abbildung x : U → V ∩ S einer o�enen Menge U ⊂ R2 auf
V ∩ S ⊂ R3 gibt, sodass gilt:

(i) x ist di�erenzierbar.

(ii) x ist ein Homöomorphismus, d. h.

a) x ist bijektiv,

b) x ist stetig,

c) x−1 ist stetig.

(iii) Es gilt die Regularitätsbedingung: Für jedes q ∈ U ist das Di�erential
dxq : R2 → R3 injektiv.

Die Abbildung x heiÿt Parametrisierung oder (lokales) Koordinatensystem in (einer
Umgebung von) p. Die Umgebung V ∩S von p in S heiÿt Koordinatenumgebung [9].
Es folgt nun eine kurze Erläuterung zu De�nition 2.4. Zuerst soll Bedingung (iii)
in ähnlicher Weise wie in [9, Kap. 2.2, S.43-45] erläutert werden. Die Matrix der
linearen Abbildung dxq wird in den kanonischen Basen e1 = (1, 0), e2 = (0, 1) von
R2 mit den Koordinaten (u, v) und in f1 = (1, 0, 0), f2 = (0, 1, 0), f3 = (0, 0, 1) von
R3 mit den Koordinaten (x, y, z) berechnet. Es sei q = (u0, v0). Der Vektor e1 ist
tangential zur Kurve u→ (u, v0), deren Bild unter x die Kurve

u→ (x(u, v0), y(u, v0), z(u, v0))

ist. Die Bildkurve (auch Koordinatenkurve v = v0 genannt) liegt auf S und hat in
x(q) den Tangentenvektor(

∂x

∂u
,
∂y

∂u
,
∂z

∂u

)
=
∂x

∂u

5



2. Mathematische Grundlagen

mit Ableitungen in (u0, v0). Ein Vektor wird durch seine Komponenten bezüglich der
Basis f1, f2, f3 dargestellt. Es gilt für das Di�erential

dxq(e1) =

(
∂x

∂u
,
∂y

∂u
,
∂z

∂u

)
=
∂x

∂u
.

Analog erhält man für die andere Koordinatenkurve u = u0

dxq(e2) =

(
∂x

∂v
,
∂y

∂v
,
∂z

∂v

)
=
∂x

∂v
.

Die Matrix

dxq =


∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∂z
∂u

∂z
∂v


beschreibt die lineare Abbildung dxq bezüglich der ausgewählten Basen. Bedin-
gung (iii) aus De�nition 2.4 bedeutet nun, dass die beiden Spaltenvektoren dieser
Matrix linear unabhängig sind. Dadurch wird die Existenz einer Tangentialebene
in allen Punkten von S garantiert. Durch Bedingung (ii) werden Selbstdurchschnei-
dungen verhindert, folglich existiert genau eine Tangentialebene an p ∈ S [9]. Eine
Veranschaulichung der De�nition 2.4 ist in Abbildung 2.2 zu sehen.

v

u
U

(u, v)

x

z

y

x

0

S

V

p

V ∩ S

(x(u, v), y(u, v), z(u, v))

Abbildung 2.2: Bildliche Darstellung einer regulären Fläche nach De�nition 2.4, Quelle:

[9, Kap. 2.2, Bild 2.1].

An dieser Stelle soll im Hinblick auf Kapitel 5 auch auf den Di�eomorphismus ein-
gegangen werden.
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2.1. Grundlagen der Di�erentialgeometrie

De�nition 2.5 (Di�eomorphismus, [22, Kap. 3.3, S. 104])
Es seien X und Y endlichdimensionale normierte K-Vektorräume.
Eine bijektive C1-Abbildung Φ: U → V einer o�enen Menge U ⊂ X auf eine o�ene
Menge V ⊂ Y heiÿt Di�eomorphismus, wenn die Umkehrung Φ−1 : V → U ebenfalls
eine C1-Abbildung ist.

Im folgenden Abschnitt soll der bereits genannte Begri� der Tangentialebene, ein
zentraler Begri� der Di�erentialgeometrie, genauer erläutert werden. Die Tangen-
tialebene wird über Tangentenvektoren de�niert [9]. Ein Tangentenvektor an einer
Fläche S soll hier � wie in [9] � als der Tangentenvektor α′(0) einer di�erenzierbaren
parametrisierten Kurve α : (−ε, ε)→ S mit ε > 0 und α(0) = p verstanden werden.

De�nition 2.6 (Tangentialebene, [9, Kap. 2.4, S.68/69])
Sei S eine reguläre Fläche und p ∈ S ein Punkt in dieser Fläche. Eine Tangentialebene
Tp(S) ist eine Ebene, die durch den Punkt p geht und von den Tangentenvektoren
an parametrisierte Kurven in S, die durch p gehen, aufgespannt wird.

Abbildung 2.3 veranschaulicht, wie eine Tangentialebene Tp(S) einer regulären Flä-
che S an einem Punkt p gebildet wird.

v

u

q

β′(0)

(
−ε

)
ε0

α

x S

Tp(S)

p = α(0)

ω = α′(0)

Abbildung 2.3: Bildliche Darstellung einer Tangentialebene Tp(S) nach De�nition 2.6,

Quelle: [9, Kap. 2.4, Bild 2.23].

Der folgende Satz zeigt, dass die Tangentialebene nicht von der Parametrisierung x
abhängt.

Satz 2.1 (vgl. [9, Kap. 2.4, Prop. 1])
Sei x : U ⊂ R2 → S eine Parametrisierung einer regulären Fläche S und q ∈ U . Dann
stimmt der Untervektorraum der Dimension 2

dxq(R2) ⊂ R3

mit der Menge der Tangentenvektoren an S in x(q) überein.
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2. Mathematische Grundlagen

Beweis. Siehe [9, Kap. 2.4, Prop. 1].

Mithilfe der Tangentialebene kann das Di�erential einer Abbildung zwischen Flächen
de�niert werden.

De�nition 2.7 (Di�erential einer Abbildung, [9, Kap. 2.4, S.69/70])
Es seien S1 und S2 zwei reguläre Flächen und ϕ : V ⊂ S1 → S2 eine di�erenzierbare
Abbildung einer o�enen Menge V von S1 in S2. Falls p ∈ V ist, ist jeder Tangenten-
vektor ω ∈ Tp(S1) der Tangentenvektorα′(0) einer di�erenzierbaren parametrisierten
Kurve α : (−ε, ε)→ V mit α(0) = p.
Betrachtet man nun die Kurve β = ϕ ◦ α, so gilt β(0) = ϕ(p). Damit ist β′(0) ein
Vektor in Tϕ(p)(S2) und wird Di�erential einer Abbildung genannt.

In Abbildung 2.4 ist die in De�nition 2.7 aufgezeigte Situation dargestellt.

(
−ε

)
ε0

α

S1

p

ω

ϕ

S2

ϕ(p)

dϕp(ω)

Abbildung 2.4: Bildliche Darstellung eines Di�erentials einer Abbildung nach

De�nition 2.7, Quelle: [9, Kap. 2.4, Bild 2.24].

Der folgende Satz erlaubt von der Linearität der Abbildung dϕp, das heiÿt des Dif-
ferentials von ϕ in p ∈ S1, auszugehen.

Satz 2.2 (vgl. [9, Kap. 2.4, Prop. 2])
Sei ω ∈ Tp(S1) gegeben, so hängt der Vektor β′(0) nicht von der Wahl von α ab. Die
Abbildung dϕp : Tp(S1)→ Tϕ(p)(S2), de�niert durch dϕp(ω) = β′(0), ist linear.

Beweis. Siehe [9, Kap. 2.4, Prop. 2].

Zentrale Begri�e der Di�erentialgeometrie sind die Fundamentalformen. Zunächst
soll hier auf die erste Fundamentalform eingegangen werden.
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2.1. Grundlagen der Di�erentialgeometrie

De�nition 2.8 (Erste Fundamentalform, [9, Kap. 2.5, Def. 1])
Sei ω ∈ Tp(S) ⊂ R3 ein Vektor der Tangentialebene einer regulären Fläche S.
Das Standardskalarprodukt des R3 sei mit 〈·, ·〉p bezeichnet. Die quadratische Form
Ip : Tp(S)→ R, die durch

Ip(ω) = 〈ω, ω〉p = |ω|2 ≥ 0 (2.1)

gegeben ist, heiÿt die erste Fundamentalform der regulären Fläche S ⊂ R3 in p ∈ S.

Mit Hilfe der ersten Fundamentalform können Messungen auf einer Fläche durchge-
führt werden. Beispielsweise lassen sich Längen von Kurven auf regulären Flächen
bestimmen, der Winkel zwischen Tangentialvektoren kann ermittelt und der Flä-
cheninhalt von Gebieten auf regulären Flächen berechnet werden [9].
Die erste Fundamentalform kann in der zu einer Parametrisierung x(u, v) bei p as-
soziierten Basis {xu,xv} von der Tangentialebene Tp(S) ausgedrückt werden. Ein
Tangentenvektor ω ∈ Tp(S) ist ein Tangentenvektor an eine parametrisierte Kurve
α(t) = x(u(t), v(t)), t ∈ (−ε, ε), mit p = α(0) = x(u0, v0) [9]. Damit erhält man

Ip(α
′(0)) = 〈α′(0),α′(0)〉p

= 〈xuu′ + xvv
′,xuu

′ + xvv
′〉p

= 〈xu,xu〉p(u′)2 + 2〈xu,xv〉pu′v′ + 〈xv,xv〉p(v′)2

= E(u′)2 + 2Fu′v′ +G(v′)2 ,

wobei die Werte der auftretenden Funktionen für t = 0 berechnet werden. Es lassen
sich über

E(u0, v0) = 〈xu,xu〉p,
F (u0, v0) = 〈xu,xv〉p und

G(u0, v0) = 〈xv,xv〉p

(2.2)

die Koe�zienten der ersten Fundamentalform in der Basis {xu,xv} von Tp(S) be-
stimmen.

2.1.3. Gauÿ-Abbildung

In diesem Abschnitt soll die Bestimmung der Krümmung einer Kurve, wie in Ab-
schnitt 2.1.1 erläutert, auf reguläre Flächen übertragen werden. Die Idee ist es zu
messen, wie schnell sich eine Fläche S von der Tangentialebene Tp(S) in einer Um-
gebung eines Punktes p ∈ S entfernt. Das bedeutet, es muss die Veränderungsrate
eines Einheitsnormalenvektorfeldes N auf einer Umgebung von p bezüglich der Stelle
p gemessen werden. Dazu werden einige Begri�ichkeiten benötigt.
Zu einer gegebenen Parametrisierung x : U ⊂ R2 → S einer regulären Fläche S bei
einem Punkt p ∈ S kann in jedem Punkt aus x(U) ein Einheitsnormalenvektor durch

N(q) =
xu × xv
|xu × xv|

(q) , q ∈ x(U) (2.3)

9



2. Mathematische Grundlagen

bestimmt werden. Es gibt also eine di�erenzierbare Abbildung N : x(U) → R3, die
jedem q ∈ x(U) einen Einheitsnormalenvektor N(q) zuordnet [9]. Darüber lässt sich
das Einheitsnormalenvektorfeld de�nieren.

De�nition 2.9 (Einheitsnormalenvektorfeld, [9, Kap. 3.2, S.99])
Sei V ⊂ S eine o�ene Menge in S und N : V → R3 eine di�erenzierbare Abbil-
dung, die jedem q ∈ V einen Einheitsnormalenvektor in q zuordnet. Dann ist N ein
di�erenzierbares Einheitsnormalenvektorfeld auf V.

Über das Einheitsnormalenvektorfeld lässt sich eine Aussage über die Orientierung
einer regulären Fläche machen.

De�nition 2.10 (Orientierung, [9, Kap. 3.2, S.99])
Eine reguläre Fläche S heiÿt orientierbar, wenn es ein auf der ganzen Fläche de-
�niertes di�erenzierbares Einheitsnormalenvektorfeld gibt. Die Wahl eines solchen
Vektorfeldes N heiÿt Orientierung von S.

Nicht alle Flächen haben ein di�erenzierbares Einheitsnormalenvektorfeld, das auf
der ganzen Fläche de�niert ist. Ein Beispiel dafür ist das Möbiusband, auf dem kein
solches Vektorfeld de�niert werden kann. Anschaulich betrachtet, geht man einmal
längs des Mittelkreises der Fläche herum. Nach einer Umdrehung kommt das Vek-
torfeld N als −N zurück, was ein Widerspruch zur Stetigkeit von N ist. Folglich ist
das Möbiusband auch keine orientierbare Fläche [9].
Im Folgenden bezeichnet S eine reguläre, orientierbare Fläche, für die eine Orien-
tierung gewählt worden ist. Man spricht dann von einer Fläche S mit Orientierung
N .

De�nition 2.11 (Gauÿ-Abbildung, [9, Kap. 3.2, Def. 1])
Sei S ⊂ R3 eine Fläche mit einer Orientierung N und S2 die Einheitssphäre mit
S2 = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1}. Die Abbildung N : S → S2, die von der
Fläche S in die Einheitssphäre abbildet, heiÿt die Gauÿ-Abbildung von S.

Eine Veranschaulichung der Gauÿ-Abbildung ist in Abbildung 2.5 zu sehen.

10



2.1. Grundlagen der Di�erentialgeometrie

S

p

N(p)
N

S2

N(p)

Abbildung 2.5: Bildliche Darstellung der Gauÿ-Abbildung nach De�nition 2.11, Quelle:

[9, Kap. 3.2, Bild 3.2].

Die Gauÿ-Abbildung ist di�erenzierbar [9, Kap. 3.2, S.100]. Das Di�erential dNp von
N bei p ∈ S ist eine lineare Abbildung (siehe Satz 2.3) von Tp(S) in TN(p)(S

2). Die
Tangentialebenen Tp(S) und TN(p)(S

2) sind parallele Ebenen. Aus diesem Grund
kann dNp als eine lineare Abbildung auf Tp(S) aufgefasst werden.

Satz 2.3 (vgl. [9, Kap. 3.2, Prop. 1])
Das Di�erential dNp : Tp(S)→ Tp(S) der Gauÿ-Abbildung ist eine selbstadjungierte
lineare Abbildung.

Beweis. Siehe [9, Kap. 3.2, Prop. 1].

Aufgrund dieses Satzes kann dem Di�erential dNp eine quadratische Form Q auf
Tp(S) zugeordnet werden. Die quadratische Form ist durch Q(v) = 〈dNp(v), v〉p mit
v ∈ Tp(S) gegeben. Dies führt direkt auf die nächste De�nition.

De�nition 2.12 (Zweite Fundamentalform, [9, Kap. 3.2, Def. 2])
Sei Tp(S) die Tangentialebene einer regulären Fläche S, v ∈ Tp(S) und dNp das
Di�erential der Gauÿ-Abbildung bei p ∈ S. Die quadratische Form IIp, de�niert auf
Tp(S) durch IIp(v) = −〈dNp(v), v〉p, heiÿt die zweite Fundamentalform von S bei p.

Die bisher gemachten De�nitionen beziehen sich auf kein Koordinatensystem. Für
einfache Fragestellungen ist dies ausreichend, doch um allgemeine Situationen be-
handeln zu können, ist es oft hilfreich, auf ein Koordinatensystem Bezug zu nehmen.
Dies soll hier analog zu [9, Kap. 3.3, S.113-115] geschehen. Die folgenden Parame-
trisierungen x : U ⊂ R2 → S werden als mit der Orientierung N von S verträglich

11



2. Mathematische Grundlagen

vorausgesetzt, das heiÿt, es gilt in x(U)

N =
xu × xv
|xu × xv|

.

Es sei x(u, v) eine Parametrisierung einer Fläche S bei einem Punkt p ∈ S und
α(t) = x(u(t), v(t)) eine parametrisierte Kurve auf S mit α(0) = p. Zur Vereinfa-
chung der Notation sollen im Folgenden alle auftretenden Funktionen für ihren Wert
im Punkt p stehen. Der Tangentenvektor an α(t) in p ist α′ = xuu

′ + xvv
′ und

dN(α′) = N ′(u(t), v(t)) = Nuu
′ +Nvv

′ .

Nu und Nv liegen in Tp(S). Deswegen kann man

Nu = a11xu + a21xv und Nv = a12xu + a22xv

schreiben, somit gilt

dN(α′) = (a11u
′ + a12v

′)xu + (a21u
′ + a22v

′)xv . (2.4)

In Matrixschreibweise lautet dies

dN

(
u′

v′

)
=

(
a11 a12

a21 a22

)(
u′

v′

)
.

Das Di�erential dN kann also in der Basis {xu,xv} durch die Matrix (aij)i,j=1,2

dargestellt werden mit aij ∈ R. Die Darstellung der zweiten Fundamentalform in der
Basis {xu,xv} lautet

IIp(α
′) = −〈dN(α′),α′〉

= −〈Nuu
′ +Nvv

′,xuu
′ + xvv

′〉
= e(u′)2 + 2fu′v′ + g(v′)2 ,

wobei wegen 〈N,xu〉 = 〈N,xv〉 = 0

e = −〈Nu,xu〉 = 〈N,xuu〉,
f = −〈Nv,xu〉 = 〈N,xuv〉 = 〈N,xvu〉 = −〈Nu,xv〉,
g = −〈Nv,xv〉 = 〈N,xvv〉

(2.5)

gilt. Aus den Gleichungen (2.4) und (2.5) können die Darstellungen für die aij mithilfe
der Koe�zienten der ersten Fundamentalform aus Gleichung (2.2) bezüglich der Basis
{xu,xv} hergeleitet werden,

−f = 〈Nu,xv〉 = a11F + a21G,

−f = 〈Nv,xu〉 = a12E + a22F,

−e = 〈Nu,xu〉 = a11E + a21F,

−g = 〈Nv,xv〉 = a12F + a22G .

(2.6)

12



2.1. Grundlagen der Di�erentialgeometrie

Die Beziehungen in (2.6) können in Matrixschreibweise ausgedrückt werden als

−

(
e f

f g

)
=

(
a11 a21

a12 a22

)(
E F

F G

)
.

Durch Umschreiben erhält man eine explizite Formel für aij(
a11 a21

a12 a22

)
= −

(
e f

f g

)(
E F

F G

)−1

,

wobei mit (·)−1 die inverse Matrix bezeichnet wird. Für die einzelnen Elemente
aij ∈ R in der Matrix erhält man

a11 =
fF − eG
EG− F 2

,

a12 =
gF − fG
EG− F 2

,

a21 =
eF − fE
EG− F 2

,

a22 =
fF − gE
EG− F 2

.

(2.7)

Die Gleichungen in (2.7) werden als Gleichungen von Weingarten bezeichnet [9].

Ein Begri�, auf dem die Gauÿsche Krümmung und die mittlere Krümmung beru-
hen, ist die Normalkrümmung, die im Folgenden de�niert werden soll.

De�nition 2.13 (Normalkrümmung, [9, Kap. 3.2, Def. 3])
Sei C eine reguläre Kurve in S, die durch p ∈ S geht, κ die Krümmung von C in p
und cos θ = 〈n,N〉p, wobei n der Normalenvektor an C und N der Normalenvektor
auf S in p ist. Die Zahl κn = κ cos θ heiÿt die Normalkrümmung von C ⊂ S in p.

Es soll nun nochmal auf die lineare Abbildung dNp eingegangen werden. Dazu wird
zuerst folgendes Theorem formuliert.

Theorem 2.1 (vgl. [8, Appendix zu Kap. 3, Theorem S.216])
Sei A : V → V eine selbstadjungierte lineare Abbildung. Dann existiert eine Or-
thonormalbasis {e1, e2} von V , sodass gilt A(e1) = λ1e1, A(e2) = λ2e2. Es seien
mit e1, e2 Eigenvektoren und mit λ1, λ2 Eigenwerte bezeichnet. In der Basis {e1, e2}
sei die Matrix A eine Diagonalmatrix. Die Elemente λ1, λ2 auf der Diagonalen mit
λ1 ≥ λ2 sind das Maximum und das Minimum bezüglich der quadratischen Form
Q(v) = 〈Av, v〉 auf dem Einheitskreis von V .

Beweis. Siehe [8, Appendix von Kap. 3, S. 216].
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Angewandt auf die Abbildung dNp bedeutet das, dass es zu jedem p ∈ S eine Ortho-
normalbasis {e1, e2} von Tp(S) gibt, sodass dNp(e1) = −κ1e1 und dNp(e2) = −κ2e2

gilt. Zudem sind κ1 und κ2, mit κ1 ≥ κ2, das Maximum und Minimum der zweiten
Fundamentalform IIp, eingeschränkt auf den Einheitskreis in Tp(S). Damit sind sie
die Extremwerte der Normalkrümmung bei p. Damit lassen sich nun die Hauptkrüm-
mungen de�nieren.

De�nition 2.14 (Hauptkrümmungen, [9, Kap. 3.2, Def. 4])
Die maximale Normalkrümmung κ1 und die minimale Normalkrümmung κ2 hei-
ÿen Hauptkrümmungen bei p ∈ R3. Die dazugehörenden Richtungen, die durch die
Eigenvektoren e1, e2 des Di�erentials dNp gegeben sind, heiÿen Hauptkrümmungs-

richtungen bei p.

Mithilfe der beiden Hauptkrümmungen werden die Gauÿsche Krümmung und die
mittlere Krümmung de�niert. Dazu betrachte man einerseits die Determinante von
dN , die über das Produkt der Hauptkrümmungen gebildet wird, was zu (−κ1)(−κ2) =

κ1κ2 führt. Andererseits ist die Spur von dN die Summe der Hauptkrümmungen
und damit −κ1 + (−κ2) = −(κ1 + κ2). Es sei hier angemerkt, dass, falls sich die
Orientierung der Fläche ändert, die Determinante gleich bleibt, die Spur jedoch ihr
Vorzeichen ändert.

De�nition 2.15 (Gauÿsche und mittlere Krümmung, [9, Kap. 3.2, Def. 6])
Sei p ∈ S ein Punkt auf einer regulären Fläche S, dNp : Tp(S)→ Tp(S) das Di�eren-
tial der Gauÿ-Abbildung.
Die Gauÿsche Krümmung K von S in p ist die Determinante von dNp:

K = κ1κ2 . (2.8)

Die mittlere Krümmung H von S in p ist das Negative der halben Spur:

H =
κ1 + κ2

2
. (2.9)

Die beiden Krümmungen können über die Koe�zienten der ersten und der zweiten
Fundamentalform ausgedrückt werden. Die Gauÿsche Krümmung ist die Determi-
nante der oben erwähnten Matrix aij . Durch einfaches Nachrechnen erhält man

K = det(aij) =
eg − f2

EG− F 2
(2.10)

für die Gauÿsche Krümmung. Die mittlere Krümmung kann genauso über die Ko-
e�zienten der ersten und zweiten Fundamentalformen dargestellt werden. Dazu ist
wichtig, dass die Hauptkrümmungen −κ1,−κ2 die Eigenwerte von dN sind. Die
Krümmungen −κ1,−κ2 erfüllen also die Gleichung

dN(v) = −κv = −κIv für ein v ∈ Tp(S), v 6= 0 ,
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2.1. Grundlagen der Di�erentialgeometrie

mit I der identischen Abbildung. Die Abbildung dN + kI ist demnach nicht inver-
tierbar, das heiÿt, die Determinante dieser Abbildung ist Null. Damit gilt

det

(
a11 + κ a12

a21 a22 + κ

)
= 0

oder

κ2 + κ(a11 + a22) + a11a22 − a21a12 = 0 .

Mit den Lösungen dieser quadratischen Gleichung, κ1 und κ2, folgt für die mittlere
Krümmung

H =
1

2
(κ1 + κ2) = −1

2
(a11 + a22) =

1

2

eG− 2fF + gE

EG− F 2
. (2.11)

Den Zusammenhang zwischen den Koe�zienten der ersten und zweiten Fundamen-
talform und den Krümmungen, soll folgendes Beispiel verdeutlichen.

Beispiel 2.1 (vgl. [9, Kap. 3.3, Beispiel 5])
Sei eine Fläche S als Graph einer di�erenzierbaren Funktion z = h(x, y) gegeben,
wobei (x, y) in einer o�enen Menge U ⊂ R2 liegt. Um Formeln für die oben de�nierten
Begri�e zu erhalten, wird die Fläche durch

x(u, v) = (u, v, h(u, v)), (u, v) ∈ U ,

mit x = u, y = v parametrisiert. Für die benötigten Ableitungen gelten

xu = (1, 0, hu), xv = (0, 1, hv),

xuu = (0, 0, huu), xuv = (0, 0, huv), xvv = (0, 0, hvv).

Für N(x, y) gilt also

N(x, y) =
xu × xv
|xu × xv|

=
(−hx,−hy, 1)√

1 + h2
x + h2

y

,

was ein Einheitsnormalenfeld auf der Fläche ist. Die Koe�zienten der zweiten Fun-
damentalform sind in dieser Orientierung durch

e =
hxx√

1 + h2
x + h2

y

,

f =
hxy√

1 + h2
x + h2

y

,

g =
hyy√

1 + h2
x + h2

y

(2.12)
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gegeben. Die Formeln der Gauÿschen Krümmung (2.10) und der mittleren Krüm-
mung (2.11) können nun mithilfe der Koe�zienten der ersten Fundamentalform (2.2)
und den gerade gemachten Darstellungen der zweiten Fundamentalform (2.12) durch
Einsetzen auf folgende Form gebracht werden:

K =
hxxhyy − h2

xy

(1 + h2
x + h2

y)
2
, (2.13)

H =
1

2

(1 + h2
x)hyy − 2hxhyhxy + (1 + h2

y)hxx

(1 + h2
x + h2

y)
3/2

. (2.14)

Diese Formeln sind für den Regularisierer, der im Kapitel 3 vorgestellt wird, von
groÿer Bedeutung.

2.2. Funktionalanalytische Grundlagen

Dieses Kapitel widmet sich den Grundlagen der Analysis und der Variationsrech-
nung. Aus der Analysis soll hier auf den Gauÿschen Integralsatz eingegangen und die
Variationsrechnung bis zu Euler-Lagrange-Gleichungen aufgearbeitet werden. Diese
Begri�e werden für die theoretische Analyse des in dieser Arbeit zu untersuchenden
Regularisierers wichtig sein. Für elementare Begri�e der Analysis sei an dieser Stelle
auf die Lehrbücher von Forster [13, 14, 15] verwiesen.

In diesem Abschnitt sollen nun Begri�e aus der Analysis aufgeführt werden, die
für diese Arbeit von besonderer Bedeutung sind.
In der Integralrechnung im Rn ist nach [22] einer der wichtigsten Sätze der Gauÿsche
Integralsatz. Dieser Satz ist das höherdimensionale Analogon des Fundamentalsatzes
der Integral- und Di�erentialrechnung für Funktionen einer Veränderlichen [22]. Be-
vor der Satz hier formuliert wird, soll an den Begri� der Divergenz eines Vektorfeldes
erinnert werden. Sei U ⊂ Rn o�en und

F = (F1, . . . , Fn) : U → Rn

ein stetig di�erenzierbares Vektorfeld. Dann ist die Divergenz von F eine Funktion
divF : U → R, die durch

divF =

n∑
i=1

∂Fi
∂xi

de�niert ist (vgl. [15]). Damit kann nun der Gauÿsche Integralsatz formuliert werden.

Satz 2.4 (Gauÿscher Integralsatz, [15, Kap. 15, Satz 3])
Sei Ω ⊂ Rn eine kompakte Teilmenge mit glattem Rand. Bezeichne ν : ∂Ω→ Rn das
äuÿere Einheitsnormalenfeld und sei U ⊃ Ω eine o�ene Teilmenge von Rn. Dann gilt
für jedes stetig di�erenzierbare Vektorfeld F : U → Rn∫

Ω
divF (x) dnx =

∫
∂Ω
〈F (x), ν(x)〉 dS(x). (2.15)
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Beweis. Siehe [15, Kap. 15, S. 185/186].

Aus dem Integralsatz von Gauÿ lässt sich die Formel für die mehrdimensionale parti-
elle Integration ableiten. Sei hierfür F (x) = G(x)·ϕ(x) mit G(x) ∈ Rn und ϕ(x) ∈ R.
Damit erhält Gleichung (2.15) folgende Form:∫

∂Ω
〈G(x) · ϕ(x), ν(x)〉 dS(x) =

∫
Ω
div(G(x) · ϕ(x)) dx. (2.16)

Es soll nun die Notation vereinfacht werden, indem folgende Schreibweise eingeführt
wird: G := G(x), ϕ := ϕ(x) und ν := ν(x). Im Folgenden wird der Term div(G · ϕ)

umgeschrieben:

div(G · ϕ) = div

G1 · ϕ
...

Gn · ϕ

 =

∂1(G1 · ϕ)
...

∂n(Gn · ϕ)

 ·
1
...
1

 =

 ∂1G1 · ϕ+G1 · ∂1ϕ
...

∂nGn · ϕ+Gn · ∂nϕ

 ·
1
...
1


= ϕ · divG+ 〈G,∇ϕ〉.

Setzt man nun diesen Term in das zweite Integral der Gleichung (2.16) ein und teilt
das Integral in zwei Integrale auf, so erhält man∫

∂Ω
〈G(x) · ϕ(x), ν(x)〉 dS(x) =

∫
Ω

(divG) · ϕ dx+

∫
Ω
〈G,∇ϕ〉 dx.

Betrachtet man nun den Spezialfall G = ∇u, so erhält man∫
Ω
〈∇u,∇ϕ〉 dx = −

∫
Ω

∆u · ϕ dx+

∫
∂Ω
〈ϕ · ∇u, ν〉 dS(x),

was der allgemeinen Formel der mehrdimensionalen partiellen Integration entspricht
und im Verlauf dieser Arbeit mehrmals angewandt wird.

Im Folgenden soll nun auf die Grundlagen der Variationsrechnung eingegangen wer-
den. Es werden grundlegende Begri�e und De�nitionen, die zum Beispiel in [17] und
[25] nachgelesen werden können, genannt, die im weiteren Verlauf der Arbeit ver-
wendet werden.
Die Variationsrechnung befasst sich mit Funktionalen, das heiÿt mit Abbildungen,
die aus einem Gebiet V , das eine Teilmenge eines linearen Raumes X aus R ist, in
die reelen Zahlen R abbildet [17]. Die betrachteten Funktionale in der Variations-
rechnung sollen im Folgenden als Variationsintegrale de�niert werden.

De�nition 2.16 (Variationsintegral, [17, Kap. 1, S. 3])
Sei Ω ⊂ Rn, n ≥ 1, und u(x) eine in Ω de�nierte Funktion, die nach RN ,
N ≥ 1, abbildet. Mit Du sei die erste Ableitung von u bezeichnet, das heiÿt
Du = (Dαu

i), i = 1, . . . , N, α = 1, . . . , n. Das Variationsintegral sei dann de�niert
über

F (u) =

∫
Ω
F (x, u(x), Du(x)) dx.

17



2. Mathematische Grundlagen

Mit den Begri�en Funktional und Variationsintegral lässt sich die erste Variation
einführen. Dazu soll hier so vorgegangen werden wie in [17]. Man wähle einen Punkt
u0 ∈ V und einen Vektor ζ ∈ X und nimmt an, dass das durch u0 und ζ beschriebene
Segment {u : u = u0 + εζ, |ε| < ε0} in V für ε0 > 0 enthalten ist. Dann heiÿt

δF (u0, ζ) := lim
ε→0

1

ε
[F (u0 + εζ)−F (u0)] =

d

dε
F (u0 + εζ)

∣∣∣
ε=0

erste Variation oder Gâteaux-Di�erential von F bei u0 in Richtung ζ, falls der
Grenzwert existiert. Hieran können nun Bedingungen gestellt werden. Eine der wich-
tigsten Bedingungen in der Variationsrechnung ist das Verschwinden der ersten Va-
riation, was zur Euler-Lagrange-Gleichung führt. Das Verschwinden der ersten Va-
riation kann nach [17] folgendermaÿen beschrieben werden. Falls u0 das Funktional
F bezüglich der Variationen δu0 = ζ minimiert, so gilt

δF (u0, ζ) :=
d

dε
F (u0 + εζ)

∣∣∣
ε=0

= 0

für alle ζ mit kompaktem Träger in Ω. Die Variationsrechnung ist das Teilgebiet
der Mathematik, das sich mit dem Finden von Extrema von Funktionalen befasst.
Aus diesem Grund geht es im Folgenden nun darum, kritische Punkte von F wie
Extrempunkte oder Sattelpunkte zu �nden. Dafür betrachtet man folgenden Satz.

Satz 2.5 (Euler-Lagrange-Gleichung, [17, Kap. 1, S. 16])
Sei u ∈ C2(Ω,RN ). Wenn u(x) die Gleichung

DαFpiα(x, u(x), Du(x))− Fui(x, u(x), Du(x)) = 0, 1 ≤ i ≤ N, (2.17)

für alle x ∈ Ω erfüllt, so ist ein stationärer Punkt gefunden worden. Diese Gleichung
bezeichnet man als Euler-Lagrange-Gleichung.

Hierbei bezeichnet Fu(x, u, p) die partielle Ableitung und Fpiα ist die abkürzende
Bezeichnung für ∂F

∂uixα
. Für weitere Erläuterungen sei auf [17, Kap. 1, S. 11/12] ver-

wiesen.

Beweis. Siehe [17, Kap. 1, S. 16].

Mit dem Ziel Extrempunkte zu �nden, befasst sich auch die Bildregistrierung. Auf
diesen Anwendungsbereich der Mathematik soll im folgenden Kapitel eingegangen
werden.

2.3. Grundlagen der Bildregistrierung

In diesem Kapitel erfolgt eine kurze Einführung in das Thema der Bildregistrierung.
Es werden grundlegende Begri�ichkeiten eingeführt und das Registrierungsproblem
der nicht-parametrischen Bildregistrierung dargestellt. Diese Grundlagen stammen
aus den Werken [26] und [27].
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2.3. Grundlagen der Bildregistrierung

2.3.1. Problemstellung

In der Bildregistrierung werden Bilder betrachtet. Ein Bild soll im Folgenden als eine
kontinuierliche Abbildung T : Rn → R verstanden werden, wobei n ∈ N die räumliche
Dimension der gegebenen Daten angibt [26]. Die Bildregistrierung beschäftigt sich
mit zwei Bildern, einem Referenzbild R und einem Templatebild T . Gesucht wird
eine Transformation ϕ : Rn → Rn mit

ϕ(x) = x+ u(x),

die von einem unbekannten Deformationsfeld u, u : Rn → Rn abhängt, sodass das
transformierte Templatebild Tϕ(x) := T (ϕ(x)) ähnlich zum Referenzbild R wird. Um
das Registrierungsproblem zu lösen, muss nun ein geeignetes Distanzmaÿ angewandt
werden, um die Di�erenz zwischen R und T bezüglich u zu minimieren,

D[R, T ;u]
u−−−→ min . (2.18)

Dieses Problem ist nach Hadamard [18] ein schlecht gestelltes Problem. Bei einem
korrekt gestellten Problem muss gewährleistet sein, dass das Problem eine Lösung
besitzt, dass diese Lösung eindeutig ist und dass die Lösung stetig von den Eingabe-
werten abhängt. Ist eine dieser Bedingungen nicht erfüllt, so handelt es sich um ein
schlecht gestelltes Problem. Das Registrierungsproblem (2.18) ist schlecht gestellt,
da kleine Veränderungen der Eingabedaten zu groÿen Veränderungen der Ausga-
be führen können. Auÿerdem ist die Lösung nicht eindeutig, da das Problem nicht
unbedingt konvex ist und die Deformation nicht kontinuierlich sein muss [27]. Aus
diesem Grund muss eine a priori Information an u über einen Regularisierungsterm
R gestellt werden. Das Minimierungsproblem kann damit folgendermaÿen erweitert
werden

min
u∈Rn

{Jα[u] = D[R, T ;u] + αR[u]} . (2.19)

Der Parameter α sei gröÿer als Null und u wird in einer Menge U von zulässigen
Lösungen, die Jα minimieren, gesucht.

2.3.2. Diskretisierung

In der Theorie können Daten kontinuierlich betrachtet werden, während dies in der
Praxis aufgrund von begrenztem Speicherplatz und endlicher Zeit nicht möglich ist.
Aus diesem Grund werden die Daten durch Abtastung diskretisiert. Dies erfolgt,
indem den gegebenen Daten Punkte zugeordnet werden, die sich auf einem Gitter
eines n-dimensionalen Intervalls Ω = (ω1, ω2)×· · ·×(ω2n−1, ω2n) ⊂ Rn be�nden. Das
Standardgitter ist das zell-zentrierte Gitter, bei dem über die Zellmittelpunkte inter-
poliert wird. Darüber hinaus existieren das nodale Gitter und das gesta�elte Gitter,
bei denen über die Eckpunkte beziehungsweise über die Mittelpunkte der Kanten
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2. Mathematische Grundlagen

interpoliert wird. Da in dieser Arbeit das zell-zentrierte Gitter verwendet wurde, soll
im Folgenden auf dieses genauer eingegangen werden. Für genauere Ausführungen
der anderen Gitterformen wird auf [26] verwiesen.

De�nition 2.17 (Zell-zentriertes Gitter, [26, Kap. 3.1, S. 20])
Sei Ω = (ω1, ω2)× · · · × (ω2n−1, ω2n) ⊂ Rn das Bildgebiet und m = [m1, . . . ,mn] die
Datengröÿe. Die Gitterweite lässt sich in einem Vektor h = [h1, . . . , hn] mit

hi =
(ω2i − ω2i−1)

mi

zusammenfassen. Sei j = [j1, . . . jn] ein Multiindex, dann de�niert man

ξij = ω2i−1 + (j − 0.5)hi, wobei ξ
i = [ξi1, . . . , ξ

i
mi ] ∈ Rmi .

Diese Punkte werden in einem Vektor xj folgendermaÿen

xj = [ξ1
j1 , . . . , ξ

n
jn ], mit ji = 1, . . . ,mi und i = 1, . . . , n,

zusammengefasst, der dann die Punkte des gesamten zell-zentrierten Gitters enthält.

Für die praktische Verwendung ist es wichtig, dass der Vektor in einer handhabbaren
Form geordnet ist. In dieser Arbeit wurde die lexikographische Anordnung verwen-
det. Die Umsetzung dieser Sortierung kann, wie in [26] beschrieben, im Zweidimen-
sionalen über das Schema j 7→ j1 +m1(j2 − 1) erfolgen. Eine Veranschaulichung des
zell-zentrierten Gitters und der lexikographischen Ordnung der Gitterpunkte ist in
Abbildung 2.6 zu sehen.

x1

x2

h1

h2

Abbildung 2.6: Darstellung der Diskretisierung eines zweidimensionalen Bildgebietes über

ein zell-zentriertes Gitter mit m1 = 4 und m2 = 3. Die Pfeile zeigen die lexikographische

Anordnung der Gitterpunkte an.

Um die Implementierung einer Diskretisierung e�zienter zu gestalten, ist es oftmals
sinnvoll, das Kroneckerprodukt zu verwenden, das folgendermaÿen de�niert ist.
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2.3. Grundlagen der Bildregistrierung

De�nition 2.18 (Kroneckerprodukt, [26, Kap. 2.3.8, S. 17])
Gegeben seien zwei Matrizen A ∈ Rm×n und B ∈ Rp×q.
Das Kroneckerprodukt ist dann de�niert über

A⊗B =

a1,1B . . . a1,nB
...

. . .
...

am,1B . . . am,q

 ∈ Rmp×nq.

2.3.3. Distanzmaÿe

Wie in Kapitel 2.3.1 angesprochen, muss ein geeignetes Distanzmaÿ angewandt wer-
den, um die Di�erenz zwischen dem Referenzbild R und dem Templatebild T mini-
mieren und damit die Ähnlichkeit zweier Bilder messen zu können. In dieser Arbeit
wurde als Maÿ, das in [26] näher beschriebene Maÿ über die Summe der quadrier-
ten Di�erenzen � auch sum of squared di�erences (SSD) genannt � verwendet. Dieses
Maÿ misst die Energie, die im Di�erenzbild enthalten ist. Deshalb ist es wichtig, dass
die Intensitätswerte der beiden Bilder vergleichbar sind. Das SSD-Maÿ lässt sich wie
folgt de�nieren.

De�nition 2.19 (Summe der quadrierten Di�erenzen (SSD), [26, Kap. 6.2, S. 71])
Seien das Templatebild T und das Referenzbild R gegeben. Das SSD-Maÿ wird dann
de�niert durch

DSSD[T,R] =
1

2

∫
Ω

(T (x)−R(x))2 dx.

Neben dem SSD-Maÿ existieren noch weitere Maÿe wie beispielsweise das Maÿ über
die normalisierte Kreuzkorrelation oder über das normalisierte Gradientenfeld. Für
weitere Information sei hier auf [26] verwiesen.

Für ein Distanzmaÿ D kann die erste Variation angegeben werden. Dabei sei H
ein Hilbertraum [7]. Die erste Variation des Distanzmaÿes D sei nach [7] für alle
Variationsrichtungen η ∈ H gegeben über

δD(u,η) = 〈f(u),η〉H,

wobei

f(u) = (f1(u), f2(u))> = (T (u)−R)∇uT (u)

eine nichtlineare Funktion ist. Mit∇uF = (∂F/∂u1, ∂F/∂u2)> sei der Gradient eines
Funktionals F bezüglich u(x) bezeichnet. Mit dieser Notation sollte die Formulie-
rung der Euler-Lagrange-Gleichungen im nächsten Abschnitt nachvollziehbar sein.
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Wie in Kapitel 2.3.1 angesprochen, reicht ein Distanzmaÿ zum Lösen des Bildregis-
trierungsproblems nicht aus, sondern es wird ein zusätzlicher Regularisierungsterm
benötigt. Das folgende Kapitel beschäftigt sich mit den existierenden und üblicher-
weise verwendeten Regularisierern.

2.3.4. Regularisierer

Im Folgenden sollen die hauptsächlich verwendeten Registrierungsmodelle und die
dazugehörigen Euler-Lagrange-Gleichungen kurz vorgestellt werden.

Elastischer Regularisierer

Die elastische Registrierung wurde zuerst von Broit im Jahre 1981 in [3] eingeführt.
Diese Registrierung basiert auf einem quantitativen Maÿ für die Deformation, einem
quantitativen Maÿ für die Ähnlichkeit zwischen deformierten Bildern und einer Me-
thode, die die beiden Maÿe verwendet, um eine optimale Abbildung zu erhalten [27].
Diese Herangehensweise führt auf folgenden Regularisierungsterm

Relas(u) =

∫
Ω

µ

4

2∑
l,m=1

(∂xlum + ∂xmul)
2 +

λ

2
(∇ · u)2) dΩ,

was nach [7] zu folgendem Euler-Lagrange System von nichtlinearen partiellen Dif-
ferentialgleichungen zweiter Ordnung führt{

f1(u)− α((λ+ 2µ)∂x1x2u1 + µ∂x2x2u1 + (λ+ µ)∂x1x2u2) = 0

f2(u)− α((λ+ µ)∂x1x2u1 + µ∂x1x1u2 + (λ+ 2µ)∂x2x2u2) = 0,

mit den Randbedingungen 〈µ(∇u + (∇u)>) + λdiag(∇ · u),n〉R2 = 0 auf ∂Ω. Die
Parameter µ > 0 und λ ≤ 0 sind die Lamé Konstanten und n = (nx1 , nx2)> ist der
nach auÿen zeigende Einheitsnormalenvektor des Bildrandes ∂Ω.

Di�usiver Regularisierer

Bei der di�usiven Registrierung basiert der Regularisierungsterm R auf der L2 Norm
von ∇ul. Der Regularisierungsterm ist nach [26] gegeben durch

Rdiff (u) =
1

2

2∑
l=1

∫
Ω
|∇ul|2 dΩ,

was durch Einsetzen in die De�nition zur Bestimmung von Euler-Lagrange-Gleichungen
oder Nachlesen in [7] zu folgendem Euler-Lagrange System von nichtlinearen parti-
ellen Di�erentialgleichungen zweiter Ordnung führt{

f1(u)− α∆u1 = 0

f2(u)− α∆u2 = 0,

mit den Randbedingungen 〈∇ul,n〉R2 = 0 auf ∂Ω. Dieses Modell kann also als ein
Spezialfall des elastischen Modells mit µ = 1 und λ = −1 angesehen werden.
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2.3. Grundlagen der Bildregistrierung

Regularisierer basierend auf der Totalen Variation (TV)

Der TV-Regularisierer wurde erstmals in [20] eingeführt und dort basierend auf der
Semi-Norm der beschränkten Variation formuliert. Dadurch wird folgender Regula-
risierungsterm erhalten

RβTV (u) =
2∑
l=1

∫
Ω
|∇ul|βdx =

2∑
l=1

∫
Ω

√
u2
lx1

+ u2
lx2

+ β dΩ,

wobei der Parameter β, der klein aber gröÿer als Null gewählt wird, hinzugefügt wird,
um Singularitäten von |∇ul| = 0 zu vermeiden. Durch Nachrechnen oder Nachschla-
gen in [7] führt dies zu folgendem Euler-Lagrange System von nichtlinearen partiellen
Di�erentialgleichungen zweiter Ordnungf1(u)− α∇ · ( ∇u1|∇u1|β ) = 0

f2(u)− α∇ · ( ∇u2|∇u2|β ) = 0

mit den Randbedingungen 〈∇ul,n〉R2 = 0 auf ∂Ω. Anhand der Formel sieht man,
dass jede Deformationsvariable u1 und u2 separat regularisiert wird, damit ist die
Entkopplung des nichtlinearen Di�usionsprozesses ersichtlich. Des Weiteren fehlt die-
sem Regularisierer die Rotationsinvarianz, da hier eine nicht-vektorielle Regularisie-
rung vorliegt. Aus diesem Grund sind für diesen Regularisierer Registrierungsproble-
me mit nicht-achsen ausgerichteten Unstetigkeiten schwierig zu lösen [7].

Fischer-Modersitzki Krümmungsregularisierer

Der Fischer-Modersitzki-Regularisierer kann als eine Approximation der mittleren
Krümmung der Fläche ul betrachtet werden. Er ist gegeben durch

RFMcurv(u) =
1

2

2∑
l=1

∫
Ω

(κ̂(ul))
2 dΩ =

1

2

2∑
l=1

∫
Ω

(∆ul)
2 dΩ.

Durch Einsetzen in die De�nition zur Bestimmung von Euler-Lagrange-Gleichungen
oder Nachlesen in [7] führt dies zu folgendem Euler-Lagrange System von nichtlinea-
ren partiellen Di�erentialgleichungen vierter Ordnung{

f1(u) + α∆2u1 = 0

f2(u) + α∆2u2 = 0,

mit den Randbedingungen ∇ul = 0,∇∆ul = 0 auf ∂Ω für l = 1, 2.
Blickt man mit den Methoden der Di�erentialgeometrie auf diesen Regularisierer,
kann ul hier als Fläche im R3 verstanden werden, die durch (x1, x2, ul(x1, x2)) mit
ul(x1, x2) = 0 gegeben ist. An dieser Stelle soll noch einmal die De�nition der mitt-
leren Krümmung (siehe Formel (2.14)) aus dem Di�erentialgeometriekapitel 2.1 be-
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trachtet werden. Wendet man diese De�nition der mittleren Krümmung auf die Flä-
che ul an, so erhält man

κ(ul) =
(1 + u2

lx1
)ulx2x2 − 2ulx1ulx2ulx1x2 + (1 + u2

lx2
)ulx1x1

(1 + u2
lx1

+ u2
lx2

)3/2
.

Unter der Annahme, dass |∇ul| =
√
u2
lx1

+ u2
lx1
≈ 0 ist, und es somit gilt, dass

|∇ul|2 = u2
lx1

+ u2
lx2
≈ 0 ist, ergibt sich

κ(ul) ≈ ulx2x2 + ulx1x1 =: ∆ul,

was der Laplace-Operator ist, der im Fischer-Modersitzki-Krümmungsregularisierer
verwendet wird und dort wegen der Verwandtschaft mit der mittleren Krümmung als
κ̂(ul) bezeichnet wird. Aufgrund dieser Tatsache lässt sich der Fischer-Modersitzki-
Regularisierer als eine Approximation der mittleren Krümmung aus der Di�erential-
geometrie au�assen.

2.3.5. Lösen des Registrierungsproblems

Das Bildregistrierungsproblem (2.19) kann mit gewöhnlichen Verfahren der Optimie-
rung, die zum Beispiel in [29] aufgeführt werden, gelöst werden.
In dieser Arbeit wird das Gauÿ-Newton Verfahren angewandt. Dieses kann als eine
modi�zierte Form des Newton Verfahrens angesehen werden. Das Newton Verfahren
ist, wie in [29] nachzulesen ist, ein iteratives Verfahren, das eine Approximation der
Taylorentwicklung der zu minimierenden Funktion nutzt. Die Suchrichtung pk in der
k-ten Iteration wird über die Newton-Gleichungen ∇2f(xk)pk = −∇f(xk) erhalten,
wobei f : Rn → Rn eine di�erenzierbare Funktion ist. Mit ∇f sei der Gradient und
mit ∇2f die Hessematrix von f bezeichnet.
Beim Gauÿ-Newton Verfahren wird nach [29] das Residuum rk der zu minimie-
renden Funktion mit der Methode der kleinsten Quadrate minimiert. Dabei wird
ausgenutzt, dass die Hesse-Matrix über die Jakobi-Matrix durch ∇2fk ≈ J>k Jk
approximiert werden kann, wobei Jk die Jakobi-Matrix bezeichnet. Die Suchrich-
tung wird bei diesem Verfahren durch Lösen von J>k Jkpk = −J>k rk erhalten. Bei-
den Liniensuchalgorithmen ist gemein, dass an diese Algorithmen Abbruchbedin-
gungen gestellt werden, um einen hinreichenden Abstieg der Zielfunktion zu ge-
währleisten. Hier wird die Armijo-Bedingung verwendet, die folgendermaÿen lautet:
f(xk + αkpk) ≤ f(xk) + c αk∇fk(xk)>pk mit c ∈ (0, 1). Mit dem Gauÿ-Newton
Verfahren erhält man ein ähnliches Ergebnis wie über die Newton Methode, doch
durch die im Gauÿ-Newton Verfahren verwendete Approximation muss im Gegen-
satz zum Newton Verfahren nicht die Hesse-Matrix berechnet werden. Dies verringert
den Rechenaufwand deutlich und ist damit für die Implementierung eines Optimie-
rungsproblems geeignet. Aus diesem Grund wird das Gauÿ-Newton Verfahren zum
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Lösen des in dieser Arbeit gestellten Bildregistrierungsproblems verwendet.
In diesem Kapitel wurde zunächst eine anschauliche Einführung in das Themenge-
biet der Di�erentialgeometrie gegeben, wobei diese mit der Herleitung der Formel
für die mittlere Krümmung geschlossen hat. Diese Formel wurde bei der Beschrei-
bung des Fischer-Modersitzki-Regularisierers wieder aufgegri�en, wobei gezeigt wer-
den konnte, dass dieser als eine Approximation der mittleren Krümmung aus der
Di�erentialgeometrie aufgefasst werden kann. Im nächsten Kapitel wird ein Regula-
risierungsmodell vorgestellt, welches diese Approximationen nicht nutzt, sondern die
vollständige Form der mittleren Krümmung verwendet.
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In diesem Kapitel soll der Regularisierer eingeführt werden, der in dieser Arbeit ge-
nauer untersucht wird. Dieser Regularisierer beruht auf der Di�erentialgeometrie.
Die daraus benötigten Konzepte, die zum Verständnis dieses Regularisierers wichtig
sind, wurden in Kapitel 2.1 dargestellt. Der Regularisierer, der hier im Zentrum steht,
ist der Krümmungsregularisierer, der in [32] vorgestellt wird. Dieser Regularisie-
rer setzt die Idee fort, die im Fischer-Modersitzki-Regularisierungsmodell eingeführt
[10, 11, 12] und in [6, 7] als neues Krümmungsregularisierungsmodell weiterentwi-
ckelt wurde.
Das krümmungsbasierte Regularisierungsmodell, das in [7] eingeführt wird, wird dort
über das Fischer-Modersitzki-Modell motiviert und als eine Erweiterung dessen an-
gesehen. Ziel von Chumchob et al. in [7] war es, ein Registrierungsmodell zu entwer-
fen, das die gleichen positiven Eigenschaften wie das Fischer-Modersitzki-Modell hat
und dieses noch übertri�t, indem es auf glatte und nichtglatte Registrierungsproble-
me angewandt werden kann. Um dies zu erreichen, wurde das vollständige Krüm-
mungsmodell der mittleren Krümmung verwendet, das heiÿt die Approximationen,
die im Fischer-Modersitzki-Modell verwendet werden, werden hier nicht vorgenom-
men. Nach [7] lautet dann das Modell folgendermaÿen:

κ(ul) =
(β + u2

lx1
)ulx1x1 − 2ulx1ulx2ulx1x2 + (β + u2

lx2
)ulx2x2

(β + u2
lx1

+ u2
lx2

)3/2
(3.1)

mit |∇ul|β =
√
u2
lx1

+ u2
lx2

+ β und β > 0. Auÿerdem wird behauptet, dass das

Modell (3.1) über die Divergenz auf folgende Weise ausgedrückt werden kann:

κ(ul) = ∇ · ∇ul
|∇ul|β

. (3.2)

An dieser Stelle sind einige Anmerkungen nötig. Das in [7] formulierte Modell (3.1)
ist nicht äquivalent zu der Formel (2.14) für die mittlere Krümmung, die man aus
der Di�erentialgeometrie erhält. Der Unterschied besteht darin, dass im Zähler der
Formel (3.1) im ersten und im letzten Summanden jeweils die gleichen partiellen
Ableitungen enthalten sind, wohingegen in Formel (2.14) in diesen Summanden
jeweils verschiedene partielle Ableitungen stehen. Da jedoch nach [7] gleichzeitig
die Divergenzformel (3.2) gelten soll, wurde in dieser Arbeit diese Formel auf die
Form der mittleren Krümmung gebracht. Die Berechnungen dazu können im An-
hang in Abschnitt A.1 nachgelesen werden. Dabei wurde als Ergebnis eine Formel
der Form (2.14) erhalten. Das lässt darauf schlieÿen, dass sich in [6] und in [7], in
denen dieses Modell aufgestellt wurde, ein Schreibfehler eingeschlichen hat und das
Modell richtigerweise folgendermaÿen heiÿen müsste:

κ(ul) =
(β + u2

lx1
)ulx2x2 − 2ulx1ulx2ulx1x2 + (β + u2

lx2
)ulx1x1

(β + u2
lx1

+ u2
lx2

)3/2
= ∇ · ∇ul

|∇ul|β
.
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Da die Implementierung über die Divergenzformel erfolgt ist, hat dies keine Auswir-
kungen auf die praktischen Ergebnisse.
Der vollständige Regularisierungsterm hat damit die Form

RCCB(u) =
2∑
l=1

∫
Ω

Φ(κ(ul)) dΩ (3.3)

mit Φ(s) = 1
2s

2. Das Registrierungsmodell mit Regularisierungsterm (3.3) führt nach
[7] zu folgendem System von Euler-Lagrange-Gleichungenf1(u) + α∇ ·

(
1

|∇u1|β∇κ(u1)− ∇u1∇κ(u1)
(|∇u1|β)3

∇u1

)
= 0

f2(u) + α∇ ·
(

1
|∇u2|β∇κ(u2)− ∇u2∇κ(u2)

(|∇u2|β)3
∇u2

)
= 0

mit den Randbedingungen 〈∇ul,n〉R2 = 〈∇κ(ul),n〉R2 = 0 auf ∂Ω. Zhang und Chen
haben in [32] festgestellt, dass das Modell (3.3) sehr gute Ergebnisse liefert, falls u1

und u2 nicht stark gekoppelt sind. Der Grund dafür ist der nichtlineare Di�usions-
prozess, der sich aus der ersten Variation von RCCB ergibt und der die Kopplung der
Komponenten des Deformationsfeldes u1 und u2 nicht erzwingt. Das bedeutet, es gibt
Fälle, in denen dieses Modell kein gutes Registrierungsergebnis liefert, zum Beispiel
bei nichtglatten Registrierungsproblemen mit nicht-achsen-ausgerichteter Unstetig-
keiten. Aus diesem Grund wurde in [32] ein neuer krümmungsbasierter Regularisierer
eingeführt, der sehr ähnlich zu Modell (3.3) ist. Der Regularisierer basiert, wie der in
[6, 7] beschriebene Regularisierer, auf der mittleren Krümmung der Di�erentialgeo-
metrie. Zusätzlich erlaubt dieser eine Koppelung der beiden Komponenten u1 und
u2 des Deformationsfeldes. Dies soll die Qualität der Registrierung, für glatte und
nichtglatte Registrierungsprobleme steigern. Die erste Idee, die in [32] vorgeschlagen
wird, ist das Modell

min
u
Jα(u) = D(u) + αR(u), R(u) =

∫
Ω

√
κ(u1)2 + κ(u2)2 dΩ

zu verwenden, wobei u aus einem Funktionenraum stammt. Allerdings erzwingt die-
ses Modell extrem stark die Kopplung, weshalb es nicht das bevorzugt zu verwen-
dende Modell ist. Aus diesem Grund wird in [32] eine modi�zierte Form der mittle-
ren Krümmung κ1(u), κ2(u) verwendet. Bevor der eigentliche Regularisierungsterm
eingeführt wird, wird die TV-Halbnorm betrachtet. Auf diese soll hier nicht wei-
ter eingegangen werden, für eine genauere Ausführung sei auf [20] verwiesen. Die
Minimierung des Terms∫

Ω
|∇u| dΩ

für eine skalare Funktion u, führt zur mittleren Krümmung

κ(u) = κCCB(u) = ∇ · ∇u
|∇u|

.
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Wird die vektorisierte TV-Halbnorm zu∫
Ω
|∇u|d Ω ≡

∫
Ω

√
|u1|2 + |u2|2 dΩ

minimiert, so führt dies zur mittleren Krümmung in der folgenden Form

κ1(u) = ∇ · ∇u1

|∇u|
, κ2(u) = ∇ · ∇u2

|∇u|
, (3.4)

wobei durch den Term |∇u| die Kopplung miteinbezogen ist. Um nun die Kopplungs-
information auszunutzen, wird in [32] folgendes Variationsmodell

min
u
Jα(u) = D(u) + αRNewC(u), mit RNewC(u) =

1

2

2∑
l=1

∫
Ω

(
∇ · ∇ul
|∇u|β

)2

dΩ ,

das auf Gleichung (3.4) basiert, eingeführt, wobei |∇u|β =
√
|∇u1|2 + |∇u2|2 + β ist

und β klein und positiv gewählt wird, um Singularitäten zu vermeiden. Das vektori-
elle Krümmungsmodell hat somit die Form

min
u

{
Jα(u) =

1

2

∫
Ω

(T (x+ u(x))−R(x))2dΩ +
α

2

2∑
l=1

∫
Ω

(
∇ · ∇ul
|∇u|β

)2

dΩ

}
.

(3.5)

Diese Wahl des Regularisierers hat nach [32] einige Vorteile. Es basiert auf dem krüm-
mungsbasierten Fischer-Modersitzki-Regularisierer und dem Regularisierer RCCB

aus [7] und teilt mit diesen die positiven Eigenschaften, die in dieser Arbeit für den
neuen Regularisierungsterm in Lemma 3.1 und der anschlieÿenden Folgerung 3.1
bewiesen wurden.

Lemma 3.1

Sei u : Rn → Rn mit n ∈ N das Verschiebungsfeld. Es sei u eine a�n-lineare Trans-
formation, das heiÿt u(x) = Cx + b mit C ∈ Rn×n und b ∈ Rn×1, dann gilt
RNewC(u) = 0.

Beweis. Da u darstellbar ist als u = Cx+ b folgt für den Regularisierer

RNewC(u) =

n∑
l=1

1

2

∫
Ω

(
∇ · ∇ul
|∇u|β

)2

dΩ = RNewC(Cx+ b) .

ul kann geschrieben werden als ul = [Cx+ b]l =
∑n

k=1 clk · xk + bl. Betrachtet man
nun den Integranden ohne die Potenz, erhält man

∇ · ∇ul
|∇u|β

= ∇ ·

(
1

|∇u|β
∇

[
n∑
k=1

clkxk + bl

])
= ∇ ·

cl1...
cln


|∇u|β
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3. Modellbeschreibung in 2D

= ∇ ·

cl1...
cln


√√√√ n∑

k=1

|∇uk|2 + β

= ∇ ·

cl1...
cln


√√√√√ n∑

k=1

∣∣∣∣∇
 n∑
j=1

cljxj + bl

∣∣∣∣2 + β

= ∇ ·

cl1...
cln


√√√√√√ n∑

k=1

∣∣∣∣
cl1...
cln

∣∣∣∣2 + β

= 0 .

Das letzte Gleichheitszeichen gilt, da der gesamte Term nun unabhängig von x und u
ist und somit eine Konstante darstellt, die beim Ableiten verschwindet. Damit erhält
man RNewC(u) = RNewC(Cx+ b) = 0.

Folgerung 3.1

Wählt man in Lemma 3.1 eine Rotationsmatrix Q ∈ Rn×n mit Q>Q = In×n die
Einheitsmatrix und n ∈ N, so lässt sich analog zu Lemma 3.1 die Rotations- und
Translationsinvarianz des Regularisierers beweisen.

Mit Lemma 3.1 und Folgerung 3.1 sind nun die in [32] behaupteten Aussagen, dass
das Modell a�n-lineare Transformationen nicht bestraft und invariant unter Rotati-
on und Translation ist, bewiesen.
Zur Untersuchung des Regularisierers gehört es, dessen Euler-Lagrange-Gleichungen
aufuzstellen. Aus diesem Grund wurden die zum Minimierungsproblem (3.5) gehö-
rigen Euler-Lagrange-Gleichungen berechnet. Das Aufstellen dieser Euler-Lagrange-
Gleichungen lässt sich im Anhang in Abschnitt A.2 nachlesen. Als Ergebnis erhält
man folgende Terme, die gleich Null zu setzen sind:
f1(u) + αϕ1∇ · ∇κ(u1)

|∇u|β − ϕ1∇ ·
(
∇κ(u1) ∇u1|∇u|3β

∇u1

)
+ ϕ2∇ ·

(
∇κ(u1) ∇u1|∇u|3β

∇u2

)
f2(u) + αϕ2∇ · ∇κ(u2)

|∇u|β − ϕ2∇ ·
(
∇κ(u2) ∇u2|∇u|3β

∇u2

)
+ ϕ1∇ ·

(
∇κ(u2) ∇u2|∇u|3β

∇u1

)

mit den Randbedingungen 〈∇ul, ~n〉R2 = 〈∇κ(ul), ~n〉R2 = 〈ϕl, ~n〉R2 = 0 für l = 1, 2.

Um nun das hier vorliegende Optimierungsproblem (3.5) zu lösen, gibt es mehre-
re Möglichkeiten. In dieser Arbeit wurde der Ansatz verwendet, bei dem zuerst das
Problem diskretisiert wird und im Anschluss die Optimierung erfolgt. Dieser Ansatz
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3.1. Numerische Lösung des Registrierungsproblems

wurde auch in [32] genutzt. Dabei muss zuerst eine geeignete Diskretisierung für jeden
Term des Optimierungsproblems gefunden werden. Anschlieÿend wird das komplett
diskretisierte Optimierungsproblem mit numerischen Algorithmen gelöst. Mithilfe
der hier aufgestellten Euler-Lagrange-Gleichungen könnte auch der umgekehrte An-
satz, bei dem zuerst optimiert und dann diskretisiert wird, verwendet werden. Dieser
Ansatz wurde in dieser Arbeit nicht mehr weiter verfolgt, diesem könnte aber in
weiterführenden Arbeiten nachgegangen werden.

3.1. Numerische Lösung des Registrierungsproblems

In diesem Abschnitt wird zuerst die in [32] verwendete Diskretisierung beschrieben
und im Anschluss daran die numerischen Algorithmen erläutert, die in [32] zur Lö-
sung des Optimierungsproblems verwendet wurden.

3.1.1. Diskretisierung

Finite Di�erenzen Diskretisierung

Es wird angenommen, dass die diskreten Bilder m1×m2 Pixel haben. Des Weiteren
sollen hier nur 2D Bilder betrachtet werden, damit gilt für den Bildbereich Ω =

[0, ω1] × [0, ω2] ⊂ R2, wobei die Gitterweite über hi = ωi/mi, i = 1, 2 bestimmt ist.
Es wird ein zell-zentriertes Gitter angenommen, deswegen wird das diskrete Gebiet
in Ω durch die Menge

Ωh =

{
x | x =

(
x1j1

x2j2

)
=

(
(j1 − 0.5)h1

(j2 − 0.5)h2

)
, j1 = 1, 2, . . . ,m1; j2 = 1, 2, . . . ,m2

}
.

beschrieben. Punkte in dieser Menge können in Vektorform gebracht werden

xc,1 = [x11,1 , x12,1 , . . . , x1m1,1
, x11,2 , x12,2 , . . . , x1m1,2

, . . . , x11,m2
, x12,m2

, . . . , x1m1,m2
]>,

xc,2 = [x21,1 , x22,1 , . . . , x2m1,1
, x21,2 , x22,2 , . . . , x2m1,2

, . . . , x21,m2
, x22,m2

, . . . , x2m1,m2
]>

und in einem Vektor Xh
c = [xc,1;xc,2] zusammengefasst werden.

Diskretisierung des neuen Regularisierers RNewC(u)

Das kontinuierliche Verschiebungsfeld wird mit u = (u1, u2)> bezeichnet. Das dis-
krete Analogon dazu wird im diskreten Gebiet Ωh mit uh = (uh1 , u

h
2)> bezeichnet,

wobei uh1 und uh2 Gitterfunktionen sind. Für diese gilt (uhl )j1,j2 = uhl (x1j1
, x2j2

), j1 =

1, 2, . . . ,m1; j2 = 1, 2, . . . ,m2 und l = 1, 2. Die diskreten Gradienten- und Diver-
genzoperatoren sollen im Folgenden als ∇h und ∇h· bezeichnet werden. Der diskrete
Gradientenoperator ∇h an jedem Pixel (j1, j2) ist de�niert über

(∇huh)j1,j2 = ((∇h,1uh1)j1,j2 , (∇h,2uh2)j1,j2)>,
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3. Modellbeschreibung in 2D

wobei

(∇h,luhl )j1,j2 = ((∂h,l1 uhl )j1,j2 , (∂
h,l
2 uhl )j1,j1)>,

(∂h,l1 uhl )j1j2 =

{
(uhl )j1+1,j2 − (uhl )j1j2 , falls j1 < m1

0, falls j1 = m1 ,

(∂h,l2 uhl )j1j2 =

{
(uhl )j1,j2+1 − (uhl )j1j2 , falls j2 < m2

0, falls j2 = m2

gilt und Neumann-Randbedingungen ∂ul
∂ν = 0, l = 1, 2 auf ∂Ω angenommen werden.

Der Divergenzoperator wird berechnet, indem ausgenutzt wird, dass dieser über den
negativen adjunigerten Gradienten ausgedrückt werden kann. Darauf soll im Folgen-
den näher eingegangen werden. Es gilt

〈∇ · u, v〉L2(Ω) =

∫
Ω

(∇ · u)v dx .

Durch die Anwendung der mehrdimensionalen partiellen Integration erhält man∫
Ω

(∇ · u)v dx = −
∫

Ω
u ∇v dx+

∫
∂Ω
v u dS

= −
∫

Ω
u ∇v dx+ 0

= −〈u,∇v〉L2(Ω) = 〈u,−∇v〉L2(Ω) = 〈−∇v, u〉L2(Ω).

Nach der De�nition eines adjungierten Operators (siehe [31, Def. V.5.1]) gilt

〈−∇v, u〉L2(Ω) = 〈v,−∇∗u〉L2(Ω).

Folglich kann der Divergenzoperator ∇· über den negativen adjungierten Gradienten
−∇∗ formuliert werden. Deshalb kann er durch

(∇ · ωl)j1,j2 =


(ω1
l )j1,j2 − (ω1

l )j1−1,j2

(ω1
l )j1,j2

−(ω1
l )j1−1,j2

+


(ω2
l )j1,j2 − (ω2

l )j1,j2−1, falls 1 < ji < mi, i = 1, 2

(w2
l )j1,j2 falls j1 = j2 = 1,

−(ω2
l )j1,j2−1, falls j1 = m1, j2 = m2

ausgedrückt werden. Die Gitterfunktionen uh1 und uh2 werden als Spaltenvektoren uh1
und uh2 in lexikographischer Reihenfolge angeordnet, und zwar

uh1 = (uh11,1 , u
h
12,1 , . . . , u

h
1m1,1

, uh11,2 , u
h
12,2 , . . . , u

h
1m1,2

, . . . , uh11,m2
, uh12,m2

, . . . , uh1m1,m2
)>,

uh2 = (uh21,1 , u
h
22,1 , . . . , u

h
2m1,1

, uh21,2 , u
h
22,2 , . . . , u

h
2m1,2

, . . . , uh21,m2
, uh22,m2

, . . . , uh2m1,m2
)>,
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3.1. Numerische Lösung des Registrierungsproblems

mit uh1 ∈ RN ,uh2 ∈ RN . Diese werden in einem Vektor Uh = (uh1 ;uh2) ∈ R2N zusam-
mengefasst, wobei N = m1m2 gilt. Der diskrete Gradient (∇h,luhl )j1,j2 kann über eine
Multiplikation einer Matrix A>k ∈ R2×N (k = 1, 2, . . . N) mit dem Vektor uhl (l = 1, 2)

ausgedrückt werden:

A>k u
h
l =

((uhl )k+1 − (uhl )k; (uhl )k+m2 − (uhl )k), falls k mod m1 6= 0 und k +m2 ≤ N
(0; (uhl )k+m2 − (uhl )k), falls k mod m1 = 0 und k +m2 ≤ N
((uhl )k+1 − (uhl )k; 0), falls k mod m1 6= 0 und k +m2 > N

(0; 0), falls k mod m1 = 0 und k +m2 > N .

(3.6)

Die Matrizen Ak, k = 1, 2 . . . , N werden verknüpft und man erhält

A = (A1, A2, . . . , AN ) = (A1,1, A1,2, . . . , AN,1, AN,2) ∈ RN×2N .

Daraus kann man die Matrizen Ax1 und Ax2 wählen

Ax1 = (A1,1, A2,1, . . . , AN,1) ∈ RN×N ,
Ax2 = (A1,2, A2,2, . . . , AN,2) ∈ RN×N .

Über diese Matrizen kann der Gradient beschrieben werden, der im Folgenden als
Matrix B bezeichnet wird:

∇h,1uh1 =

[
A>x1
A>x2

]
uh1 =: Buh1 ,

∇h,2uh2 =

[
A>x1
A>x2

]
uh2 =: Buh2 .

Eine Veranschaulichung der Gradienten, die im Zweidimensionalen berechnet werden,
ist in Abbildung 3.1 zu sehen. Dabei zeigen die blauen Pfeile die Gradienten in
x1-Richtung und die roten Pfeile die Gradienten in x2-Richtung an.

x1

x2

h1

h2

Abbildung 3.1: Darstellung der in 2D zu berechnenden Gradienten am Beispiel des Bildge-

bietes m1 = 4 und m2 = 3. Blaue Pfeile: Gradienten in x1-Richtung, rote Pfeile: Gradienten

in x2-Richtung.
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3. Modellbeschreibung in 2D

Für den gesamten diskreten Gradientenoperator ∇h gilt

∇hUh =

[
∇h,1 0

0 ∇h,2

][
uh1
uh2

]
=

[
B 0

0 B

][
uh1
uh2

]
=: AUh.

Eine Veranschaulichung der Matrix A am Beispiel m1 = 4 und m2 = 3 ist in Ab-
bildung 3.2 zu sehen. Unter Verwendung des Matlab-Befehls spy sind die von Null
verschiedenen Einträge dargestellt.

0 5 10 15 20 25

nz = 68

0
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45

Abbildung 3.2: Darstellung der von Null verschiedenen Einträge der Gradientenmatrix A

unter Verwendung des Matlab-Befehls spy am Beispiel m1 = 4,m2 = 3.

Der zu diskretisierende Regularisierer lautet

RNewC(u) =
1

2

∫
Ω
B[u] dΩ mit B[u] = (∇ · ∇u1

|∇u|β
)2 + (∇ · ∇u2

|∇u|β
)2.

Die diskrete Form des Regularisierer sieht demnach folgendermaÿen aus

RhNewC(Uh) =
1

2
hd
∑
i,j

(B[uh])i,j =
1

2
hdBh[Uh]

mit hd = h1h2 und es gilt

Bh[Uh] =

∣∣∣∣−B>Buh1|AUh|β

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣−B>Buh2|AUh|β

∣∣∣∣2
=

(uh1)>B>BB>Buh1
|AUh|2β

+
(uh2)>B>BB>Buh2

|AUh|2β

=
1

|AUh|2β
((uh1)>B>BB>Buh1 + (uh2)>B>BB>Buh2)

=
1

|AUh|2β

(
(uh1)>, (uh2)>

)[B>BB>B 0

0 B>BB>B

][
uh1
uh2

]
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3.1. Numerische Lösung des Registrierungsproblems

=
1

|AUh|2β
(Uh)>

[
B 0

0 B

]> [
B 0

0 B

][
B 0

0 B

]> [
B 0

0 B

]
Uh

=
(Uh)>A>AA>AUh

|AUh|2β
.

Damit lässt sich der Regularisierungsterm als

RhNewC(Uh) =
hd
2

(Uh)>A>AA>AUh

|AUh|2β
(3.7)

schreiben.

Diskretisierung des Referenz- und Templatebildes

Die diskreten Bilder sollen aus den glatten interpolierten Approximationen des Re-
ferenzbildes R und des Templatebildes T gewonnen werden. Diese sollen über eine
B-Spline-Interpolation erhalten werden und mit R beziehungsweise T bezeichnet
werden. Die diskreten Bilder können über

Rh = R(Xh
c ) bzw. T h = T (Xh

c +Uh)

erhalten werden. Die Jakobi-Matrix von T h ist

T hUh =
∂T h

∂Uh
(Uh) =

∂T
∂Uh

c

(Uh
c ),

mit Uh
c = Xh

c +Uh.

Diskretisierung des Distanzmaÿes D
Die Diskretisierung des Distanzmaÿes D wird über

Dh(Uh) =
hd
2

(T h(Uh)−Rh)>(T h(Uh)−Rh)

bestimmt. Die erste Ableitung des diskreten Distanzmaÿes bezüglich Uh wird über

dDh(Uh) = hd(T
h(Uh)−Rh)>T hUh

berechnet, denn es gilt

∂

∂Uh
Dh(Uh) =

∂

∂Uh

[
hd
2

(T h(Uh)−Rh)>(T h(Uh)−Rh)

]
=
hd
2

(
∂

∂Uh

[
(T h(Uh)−Rh)>

]
(T h(Uh)−Rh)

+(T h(Uh)−Rh)>
∂

∂Uh

[
T h(Uh)−Rh)

])
=
hd
2

(
(T hUh)>(T h(Uh)−Rh) + ((T h(Uh))> − (Rh)>)T hUh

)
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3. Modellbeschreibung in 2D

= hd T
h
Uh(T h(Uh)−Rh).

Die Formel für die zweite Ableitung ∂2Dh(Uh) des Distanzmaÿes D ist in [32] als

∂2Dh(Uh) = hd(TUh)>TUh

gegeben. Dies stellt jedoch nur eine Approximation der zweiten Ableitung dar. Auf
die exakte Form der zweiten Ableitung des Distanzmaÿes, die man durch direktes
Nachrechnen erhält, wird erst in den später verö�entlichten Publikationen [33, 34]
eingegangen. Die exakte Form lautet

∂2Dh(Uh) = hd(TUh)>TUh + hd

m1m2∑
i=1

di(U
h)∇2di(U

h)

mit d(Uh) = T (Uh) − R ∈ Rm1m2 . Durch Verwendung der Approximation müs-
sen keine Ableitungen höherer Ordnung bestimmt werden, deren Berechnung für
ein Registrierungsproblem in praktischen Anwendungen rechenaufwendig und nume-
risch instabil ist [33, 34]. Auÿerdem soll durch Lösen des Registrierungsproblems die
Di�erenz zwischen T (Uh) und R ohnehin immer kleiner werden, sodass dieser Teil
vernachlässigbar ist. Des Weiteren wird für die numerischen Algorithmen zur Lösung
des Optimierungsproblems eine positiv semide�nite Matrix benötigt, was nur durch
die Verwendung der approximierten Form stets gewährleistet ist.

3.1.2. Lösen des diskreten Optimierungsproblems

Das diskrete Analogon zum Bildregistrierungsproblem (3.5) mit Uh ∈ R2m1m2 lautet

min
Uh
{Jα(Uh) = Dh(Uh) + αRhNewC(Uh)}

und mit eingesetztem Regularisierungsterm

min
Uh

{
Jα(Uh) = Dh(Uh) +

α

2
hd

(Uh)>A>AA>AUh

|AUh|2β

}
. (3.8)

Das Funktional in der algebraischen Form ist nichtlinear. Um eine Lösung des Opti-
mierungsproblems zu �nden, muss dieses zweimal di�erenziert werden. Die Berech-
nung der Ableitung kann vereinfacht werden, indem die Lösung aus dem vorherigen
Iterationsschritt im neuen Regularisierungsterms verwendet wird. Dies wird dadurch
erreicht, dass die vorher berechnete und damit bekannte IterierteUh(k) im Nenner des
Regularisierungsterms eingesetzt wird. Damit erhält man das Optimierungsproblem

min
Uh

{
Ĵα(Uh) = Dh(Uh) +

α

2
hd

(Uh)>A>AA>AUh

|AUh(k) |2β

}
. (3.9)
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3.1. Numerische Lösung des Registrierungsproblems

Dies ist äquivalent dazu, dass Jα durch ein quasi-quadratisches Ĵα ersetzt wird, das
in einer Taylorentwicklung

Jα(Uh(k) + δUh) ≈ Ĵα(Uh(k) + δUh) = Ĵα(Uh(k)) + dĴα(Uh(k))δUh +
1

2
δ>UhHδUh ,

erhalten werden kann. Hierbei gilt für den Gradienten dĴα(Uh(k)) an der bekannten
Iterierten Uh(k)

dĴα(Uh(k)) = dDh(Uh(k)) + αhd
(Uh(k))>A>AA>A

|AUh(k) |2β
. (3.10)

Für die Matrix H, die positiv und semide�nit ist, wird eine durch die verwendete
Verzögerung hervorgerufene Approximation der Hesse-Matrix

H = d2Dh(Uh(k)) + αhd
A>AA>A

|AUh(k) |2β
(3.11)

gewählt.
Um das diskrete Registrierungsproblem (3.8) zu lösen, wird, wie in Kapitel 2.3.5
angesprochen, das Gauÿ-Newton Verfahren verwendet. Dieses hat hier nun die Form:

Uh(k+1)
= Uh(k) + δUh , HδUh = −dĴα(Uh(k)). (3.12)

Um einen hinreichenden Abstieg der Zielfunktion zu gewährleisten, wird die Armijo-
Abbruchbedingung genutzt, wodurch Gleichung (3.12) die Form

Uh(k+1)
= Uh(k) + tδUh , HδUh = −dĴα(Uh(k)).

annimmt. Der Algorithmus iteriert über diese Gleichungen so oft, bis das Abbruchkri-
terium erfüllt ist. Dabei läuft die Armijo-Liniensuche so ab, dass mit t = 1 begonnen
wird. Die Zielfunktion Jα(Uh(k+1)

) der neuen Iterierten Uh(k+1)
+ tδUh wird mit dem

alten Wert Jα(Uh(k)) verglichen. Falls die Armijo-Bedingung nicht erfüllt ist, wird t
durch 1

2 t ersetzt und das Verfahren wiederholt. Die Armijo-Bedingung hat hier die
folgende Form

Jα(Uh(k+1)
) < Jα(Uh(k)) + t((dĴα(Uh(k)))>Uh(k))tol,

wobei standardmäÿig tol = 10−4 gewählt wird. Die genaue Beschreibung des hier ver-
wendeten Gauÿ-Newton Verfahrens lässt sich in Algorithmus 1 und die der Armijo-
Liniensuche in Algorithmus 2 nachlesen. Es sei hier angemerkt, dass sich in der
Implementierung des Gauÿ-Newton Verfahrens eine vorkonditionierte konjugierte
Gradientenmethode als nützlich erwiesen hat und angewandt wurde. Für weitere
Erläuterungen dazu sei auf [29] verwiesen.
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Algorithmus 1 Gauÿ-Newton u← GaussNewton(α,u)

1: Setze iter = 0

2: while wahr do

3: Berechne Jα(u), dĴα(u) und H mithilfe von (3.9), (3.10) und (3.11);
4: Überprüfe die Abbruchkriterien;
5: Erhöhe den Iterationsschritt iter ← iter + 1;
6: Berechne die Gauÿ-Newton-Gleichung: Hδu = −dĴα(u) unter Verwendung

einer vorkonditionierten konjugierten Gradientenmethode;
7: Führe eine Armijo-Liniensuche durch: uc ← Armijo(α, δu,u);
8: if Liniensuche fehlschlägt then
9: break;

10: else

11: Erhöhe aktuelle Werte: u← ut;
12: end if

13: end while

Algorithmus 2 Armijo Liniensuche u← Armijo(α, δu,u)

1: Berechne Jα(u), dĴα(u) und H mithilfe von (3.9), (3.10) und (3.11);
2: Setze k ← 0, t ← 1, MaxIter ← 10 und η ← 10e-4;
3: while wahr do

4: Setze ut ← u + t * δu;
5: Berechne Jα(ut) unter Verwendung von (3.9);
6: if Jα(ut) < Jα(u) + t * η(dĴα(u))>δu || k > MaxIter then

7: break;
8: end if

9: Setze t ← t

2
;

10: end while

11: Setze u← ut;

Als Abbruchkriterien wurden in dieser Arbeit etwas andere Kriterien verwendet, als
in [32] angegeben sind. Dies sollte jedoch das Ergebnis nicht wesentlich ändern. Die
Abbruchkriterien, die verwendet wurden, werden im Folgenden dargestellt. Dabei
sei Jc = Jα(Uh(k+1)

) , Jold = Jα(Uh(k)) und u0 sei der Initialwert auf Level k.
Für die benötigten Toleranzen wurden die Werte tolJ = 1e-3, tolY = 1e-2 und
tolG = 1e-2 gewählt, wobei tolJ die Toleranz der Zielfunktion, tolY die Toleranz
des aktuellen Wertes und tolG die Toleranz der Norm des Gradienten angibt.

1: STOP(1): (iter > 0) && (|Jold - Jc| ≤ tolJ * (1 + |Jstop|);
2: STOP(2): (iter > 0) && (norm(uc - uold) ≤ tolY * (1 + norm(u0)));

3: STOP(3): norm(dJ ) ≤ tolG * (1+ |Jstop|);

38



3.2. Erläuterungen zur Implementierung in Matlab

4: STOP(4): norm(dJ ) ≤ 1e6*eps;

5: STOP(5): (iter ≥ maxIter);

6: if all (STOP(1:3)) || any (STOP(4:5)), break; end;

Um Rechenzeit zu sparen und die Konvergenz des Algorithmus zu beschleunigen,
wurde wie in [32] das Gauÿ-Newton Verfahren mit einem Multilevelansatz verbun-
den. Bei einem Multilevelansatz wird, wie in [26] nachzulesen ist, das Registrie-
rungsproblem auf mehreren Leveln berechnet, wobei sich die Level in der Grobheit
der Diskretisierung unterscheiden. Man beginnt die Berechnungen auf dem gröbsten
Level, was ein relativ kleines Problem ist und meistens schnell durchgeführt ist. Die
erhaltene Lösung wird dann auf das nächstfeinere Level prolongiert und für dieses
Level als Startwert genutzt. Dadurch ist gewährleistet, dass der Startwert in der Nä-
he des Minimierers des feineren Levels liegt. Durch diese Herangehensweise sinkt das
Risiko, in einem lokalen Minimum stecken zu bleiben. Wird der Multilevelansatz an-
gewandt, sind wenige Schritte zur Konvergenz nötig und Rechenzeit wird eingespart.
Die genaue Beschreibung des Multilevelansatzes ist in Algorithmus 3 nachzulesen.

Algorithmus 3 Multilevelregistrierung u← MLIR(MLData)

1: MaxLevel ← L % das feinste Level;
2: MinLevel ← 3 % das gröbste Level;
3: Input MLData % Multilevel Darstellung der gegebenen Bilder R und T ;
4: for l = MinLevel : MaxLevel do
5: if l == MinLevel then
6: Erhalte erste Approximation für u0 aus einer Multilevel a�n linearen Vor-

registrierung;
7: u0← u0;
8: else

9: u← IhH(u); % IhH(u) Interpolationsoperator
10: end if

11: u← GaussNewton(α,u0);
12: end for

Für eine genaue Ausführung des Interpolationsoperators sei an dieser Stelle auf
[26, Kap. 3] verwiesen.

3.2. Erläuterungen zur Implementierung in Matlab

Die Implementierung erfolgte in Matlab, wobei als Grundlage die FAIR-Toolbox
[28] verwendet wurde. Für die Einbettung des in dieser Arbeit untersuchten Regu-
larisierungsterms wurden neue Funktionen erstellt, die die Formulierung der Gradi-
entenmatrix, die Diskretisierung und die Berechnung des Regularisierungsterms ent-
halten. Auÿerdem mussten bereits bestehende Funktionen verändert werden, da die

39



3. Modellbeschreibung in 2D

Implementierung über das Minimierungsproblem (3.9) erfolgte, das Informationen
aus einem vorher berechneten Schritt benötigt. Im Zuge dessen mussten die Funktio-
nen NPIRobjFct.m, MLIR.m, GaussNewton.m und Armijo.m verändert werden, um
die Speicherung und Wiederverwendung bereits erfolgter Berechnungen zu gewähr-
leisten. Auf Einzelheiten der Implementierung soll hier nicht eingegangen werden,
allerdings sollen im Folgenden ein paar wesentliche Dinge angesprochen werden, die
die Art und Weise der Implementierung betre�en.
Einerseits betri�t es die Berechnung des Regularisierungsterms (3.7). Der Zähler die-
ses Terms besteht ausschlieÿlich aus Matrixmultiplikationen. Diese können direkt in
Matlab implementiert werden. Der Nenner jedoch enthält eine Norm, für die eine
geeignete Norm gewählt werden muss. In der Implementierung dieser Arbeit wurde
eine β-Frobeniusnorm gewählt, die für eine Matrix A ∈ Rn×m mit Matrixelementen
aij die folgende Gestalt hat:

|A|F :=

√√√√ m∑
i=1

n∑
j=1

|aij |2 + β,

wobei für β eine positive Zahl gröÿer als Null gewählt wird, um Singularitäten zu
vermeiden.
Andererseits betri�t es die Implementierung der Gradientenmatrix (3.6), bei der
bei genauerer Untersuchung mehrere Dinge aufgefallen sind. Zum einen ist die dort
formulierte Matrix nicht allgemeingültig, das heiÿt, über die dort aufgeführten Fall-
unterscheidungen wird nur eine korrekte Gradientenmatrix bestimmt, falls m1 = m2

gilt. Da dies jedoch nicht immer der Fall ist, wurde zunächst die Matrix allgemein-
gültig formuliert.

A>k u
h
l =

((uhl )k+1 − (uhl )k; (uhl )k+m2 − (uhl )k), falls k mod m1 6= 0 und k +m1 ≤ N
(0; (uhl )k+m2 − (uhl )k), falls k mod m1 = 0 und k +m1 ≤ N
((uhl )k+1 − (uhl )k; 0), falls k mod m1 6= 0 und k +m1 > N

(0; 0), falls k mod m1 = 0 und k +m1 > N .

Eine direkte Implementierung dieser Matrix über die hier aufgestellten Fallunterschei-
dungen ist möglich, aber nicht sehr e�zient. Aus diesem Grund wurde die Matrix vor
der Implementierung über eine kürzere und e�zienter zu berechnende Form ausge-
drückt. Dabei wurden das Kroneckerprodukt (siehe De�nition 2.18 in Kapitel 2.3.2)
und die Matlab internen Funktionen spdiags für dünnbesetzte Diagonalmatrizen
und speye für die speicherarme Implementierung der Einheitsmatrix ausgenutzt.
Für die Matrix Ax1 wird eine Diagonalmatrix Dx erstellt, die auf der Hauptdia-
gonalen -1 und auf ihrer rechten Nebendiagonalen 1 stehen hat. Da Neumann-
Randbedingungen angenommen werden, wird die letzte Zeile gleich Null gesetzt.
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Um alle Gradienten in x1-Richtung zu erhalten, wird das Kroneckerprodukt einer
Einheitsmatrix der Gröÿe m2 ×m2 mit der Matrix Dx berechnet.

1: % Matrix Ax1 (Ableitungen nach rechts)
2: Dx = spdiags(m(1),1)*[-1,1],0:1,m(1),m(1));

3: % Neumann-Randbedingung
4: Dx(end,:) = 0;

5: Ax1 = kron(speye(m(2)),Dx);

Für die Matrix Ax2 wird eine Diagonalmatrix Dy erstellt, die auf ihrer Hauptdiagona-
len -1 und auf ihrer m1 -ten rechten Nebendiagonalen 1 stehen hat. Eine Nullmatrix,
die hier mit rest bezeichnet wird, wird an die Matrix Dy gesetzt. Dies gewährleistet,
dass die Neumann-Randbedingungen nach oben eingehalten werden.

1: % Matrix Ax2 (Ableitungen nach oben)
2: Dy = spdiags(ones(m(1)*m(2)-m(1),1)*[-1,1],...

3: 0:m(1):m(1),m(1)*m(2)-m(1),m(1)*m(2));

4: rest = sparse((m(1)*m(2))-size(Dy,1),size(Dy,2));

5: Ax2 = [Dy;rest];

In diesem Kapitel erfolgte zum einen die Beschreibung des in [32] eingeführten Re-
gularisierungsmodells. Zum anderen wurde dieser theoretisch analysiert, indem die
Rotations- und Translationsinvarianz bewiesen und die Euler-Lagrange-Gleichungen
bestimmt worden sind. Auÿerdem wurde über die exakte Formulierung des Regula-
risierers diskutiert und für die Implementierung eine bessere Form gefunden.
Im nächsten Kapitel wird der Aussage in [32], dass dieser Regularisierer ohne Wei-
teres auf drei Dimensionen erweitert werden kann, nachgegangen.
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4. Erweiterung des Modells auf 3D

Dieses Kapitel befasst sich mit der Anmerkung in [32], dass das dort entwickelte
Regularisierungsmodell ohne Weiteres auf drei Dimensionen erweitert werden kann.
Diese Aussage wird in diesem Kapitel überprüft, indem jeder einzelne Schritt, der
im Kapitel 3.1.1 zum diskreten zweidimensionalen Regularisierungsterm geführt hat,
um eine Dimension erweitert wird.

4.1. Diskretisierung

Zunächst soll hier darauf eingegangen werden, wie ein dreidimensionales Bildgebiet
über ein zell-zentriertes Gitter diskretisiert werden kann. Anschlieÿend wird der dis-
krete Regularisierungsterm analog zum zweidimensionalen Fall hergeleitet.

Finite Di�erenzen Diskretisierung

Die dreidimensionalen diskreten Bilder sollenm1×m2×m3 Pixel haben. Für den Bild-
bereich gelte Ω = [0, ω1]× [0, ω2]× [0, ω3] ⊂ R3 mit Gitterweite hi = ω1/m1, i = 1, 2, 3.
Wie in der zweidimensionalen Diskretisierung wird ein zell-zentriertes Gitter mit le-
xikographischer Anordnung der Gitterpunkte angenommen. Das diskrete Gebiet in
Ω wird dann über

Ωh =

x | x =

x1j1

x2j2

x3j3

 =

(j1 − 0.5)h1

(j2 − 0.5)h2

(j3 − 0.5)h3

 ,

j1 = 1, 2, . . . ,m1

j2 = 1, 2, . . . ,m2

j3 = 1, 2, . . . ,m3

 (4.1)

beschrieben. Eine Veranschaulichung dieser Diskretisierung ist in Abbildung 4.1 zu
sehen. Die beiden Darstellungen werden hintereinander betrachtet. Zunächst wird,
wie links in Abbildung 4.1 zu sehen ist, j3 = 1 festgehalten und eine zell-zentrierte
Diskretisierung in der x1x2-Ebene wie im Zweidimensionalen durchgeführt. Anschlie-
ÿend wird j3 um eins erhöht und es wird, wie rechts in Abbildung 4.1 zu sehen ist,
wieder eine zell-zentrierte Diskretisierung in der x1x2-Ebene durchgeführt. Dies wird
so lange wiederholt, bis man bei j3 = m3 angekommen ist. Tritt dieser Fall ein,
wird ein letztes Mal eine zell-zentrierte Diskretisierung in der x1x2-Ebene durchge-
führt. Daraufhin ist die Diskretisierung des gesamten dreidimensionalen Bildgebietes
abgeschlossen.

43



4. Erweiterung des Modells auf 3D

x3

h1

h2
h3 x1

x2 x3

h1

h2
h3 x1

x2

Abbildung 4.1: Darstellung der Diskretisierung eines dreidimensionalen Bildgebietes über

ein zell-zentriertes Gitter mit m1 = 4, m2 = 2 und m3 = 2. Die Pfeile zeigen die lexikogra-

phische Anordnung der Gitterpunkte an. Die beiden Darstellungen müssen hintereinander

betrachtet werden. Links: Zunächst wird eine zell-zentrierte Diskretisierung der vorderen

Schicht durchgeführt. Rechts: Anschlieÿend wird eine zell-zentrierte Diskretisierung der hin-

teren Schicht durchgeführt.

Punkte, die in der Menge (4.1) liegen, können analog zum zweidimensionalen Fall in
Vektorform gebracht werden,

xc,1 = [x11,1,1 , x12,1,1 , . . . , x1m1,1,1
, x11,2,1 , x12,2,1 , . . . , x1m1,2,1

, x11,m2,1
, x12,m2,1

, . . . ,

x1m1,m2,1
, x11,1,m3

, x12,1,m3
, . . . , x1m1,1,m3

, x11,2,m3
, x12,2,m3

, . . . , x1m1,2,m3
,

x11,m2,m3
, x12,m2,m3

, . . . , x1m1,m2,m3
]>,

xc,2 = [x21,1,1 , x22,1,1 , . . . , x2m1,1,1
, x21,2,1 , x22,2,1 , . . . , x2m1,2,1

, x21,m2,1
, x22,m2,1

, . . . ,

x2m1,m2,1
, x21,1,m3

, x22,1,m3
, . . . , x2m1,1,m3

, x21,2,m3
, x22,2,m3

, . . . , x2m1,2,m3
,

x21,m2,m3
, x22,m2,m3

, . . . , x2m1,m2,m3
]>,

xc,3 = [x31,1,1 , x32,1,1 , . . . , x3m1,1,1
, x31,2,1 , x32,2,1 , . . . , x3m1,2,1

, x31,m2,1
, x32,m2,1

, . . . ,

x3m1,m2,1
, x31,1,m3

, x32,1,m3
, . . . , x3m1,1,m3

, x31,2,m3
, x32,2,m3

, . . . , x3m1,2,m3
,

x31,m2,m3
, x32,m2,m3

, . . . , x3m1,m2,m3
]>.

Durch Zusammenfassen der Vektoren xc,1,xc,2,xc,3 in einen Vektor vergröÿert sich
der Vektor Xh

c im dreidimensionalen Fall zu dem Vektor Xh
c = [xc,1;xc,2;xc,3].

Diskretisierung des Krümmungsregularisierers in 3D

Wie im zweidimensionalen Fall wird analog dazu im Dreidimensionalen das konti-
nuierliche Verschiebungsfeld mit u = (u1, u2, u3)> bezeichnet. Das diskrete Ana-
logon dazu wird entsprechend im diskreten Gebiet Ωh mit uh = (uh1 , u

h
2 , u

h
3)> be-

zeichnet, wobei uh1 , u
h
2 und uh3 Gitterfunktionen sind. Für diese gilt (uhl )j1,j2,j3 =

uhl (x1j1
, x2j2

, x3j3
), j1 = 1, 2, . . . ,m1; j2 = 1, 2, . . . ,m2; j3 = 1, 2, . . . ,m3 mit l =

1, 2, 3. Der diskrete Gradientenoperator ∇h an jedem Voxel (j1, j2, j3) ist de�niert
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über

(∇huh)j1,j2,j3 = ((∇h,1uh1)j1,j2,j3 , (∇h,2uh2)j1,j2,j3 , (∇h,3uh3)j1,j2,j3)>,

wobei

(∇h,luhl )j1,j2,j3 = ((∂h,l1 uhl )j1,j2,j3 , (∂
h,l
2 uhl )j1,j2,j3 , (∂

h,l
3 uhl )j1,j2,j3)>,

(∂h,l1 uhl )j1j2,j3 =

{
(uhl )j1+1,j2,j3 − (uhl )j1j2,j3 , falls j1 < m1

0, falls j1 = m1 ,

(∂h,l2 uhl )j1j2,j3 =

{
(uhl )j1,j2+1,j3 − (uhl )j1j2,j3 , falls j2 < m2

0, falls j2 = m2 ,

(∂h,l3 uhl )j1j2,j3 =

{
(uhl )j1,j2,j3+1 − (uhl )j1j2,j3 , falls j3 < m3

0, falls j3 = m3.

mit Neumann-Randbedingungen ∂ul
∂ν = 0, l = 1, 2, 3 auf ∂Ω gilt. Analog zum zwei-

dimensionalen Fall wird auch im dreidimensionalen Fall ausgenutzt, dass der Di-
vergenzoperator über den adjungierten Gradienten ausgedrückt werden kann. Der
Divergenzoperator kann im Dreidimensionalen analog zum zweidimensionalen Fall
geschrieben werden als

(∇ · ωl)j1,j2,j3 =


(ω1
l )j1,j2,j3 − (ω1

l )j1−1,j2,j3

(ω1
l )j1,j2,j3

−(ω1
l )j1−1,j2,j3

+


(ω2
l )j1,j2,j3 − (ω2

l )j1,j2−1,j3

(w2
l )j1,j2,j3

−(ω2
l )j1,j2−1,j3

+


(ω3
l )j1,j2,j3 − (ω3

l )j1,j2,j3−1, falls 1 < ji < mi, i = 1, 2, 3

(w3
l )j1,j2,j3 , falls j1 = j2 = j3 = 1,

−(ω3
l )j1,j2,j3−1, falls j1 = m1, j2 = m2, j3 = m3.

Die Gitterfunktionen uh1 , u
h
2 und uh3 werden als Spaltenvektoren uh1 ,u

h
2 und uh3 in

lexikographischer Reihenfolge angeordnet, und zwar

uh1 = [uh11,1,1 , u
h
12,1,1 , . . . , u

h
1m1,1,1

, uh11,2,1 , u
h
12,2,1 , . . . , u

h
1m1,2,1

, uh11,m2,1
, uh12,m2,1

, . . . ,

uh1m1,m2,1
, uh11,1,m3

, uh12,1,m3
, . . . , uh1m1,1,m3

, uh11,2,m3
, uh12,2,m3

, . . . , uh1m1,2,m3
,

uh11,m2,m3
, uh12,m2,m3

, . . . , uh1m1,m2,m3
]>,

uh2 = [uh21,1,1 , u
h
22,1,1 , . . . , u

h
2m1,1,1

, uh21,2,1 , u
h
22,2,1 , . . . , u

h
2m1,2,1

, uh21,m2,1
, uh22,m2,1

, . . . ,

uh2m1,m2,1
, uh21,1,m3

, uh22,1,m3
, . . . , uh2m1,1,m3

, uh21,2,m3
, uh22,2,m3

, . . . , uh2m1,2,m3
,

uh21,m2,m3
, uh22,m2,m3

, . . . , uh2m1,m2,m3
]>,
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uh3 = [uh31,1,1 , u
h
32,1,1 , . . . , u

h
3m1,1,1

, uh31,2,1 , u
h
32,2,1 , . . . , u

h
3m1,2,1

, uh31,m2,1
, uh32,m2,1

, . . . ,

uh3m1,m2,1
, uh31,1,m3

, uh32,1,m3
, . . . , uh3m1,1,m3

, uh31,2,m3
, uh32,2,m3

, . . . , uh3m1,2,m3
,

uh31,m2,m3
, uh32,m2,m3

, . . . , uh3m1,m2,m3
]>,

wobei uh1 ,u
h
2 ,u

h
3 ∈ RN wieder in einem Vektor zusammengefasst werden. Es gilt

Uh = (uh1 ;uh2 ;uh3) ∈ R3N mit N = m1m2m3. Der diskrete Gradient (∇h,luhl )j1,j2,j3
kann über eine Multiplikation einer Matrix A>k ∈ R3×N , k = 1, 2, . . . , N mit dem Vek-
tor uhl (l = 1, 2, 3) ausgedrückt werden. An dieser Stelle muss aufgepasst werden, denn
die Formulierung der Gradientenmatrix, wie sie in [32] für den zweidimensionalen Fall
vorgeschlagen wurde, lässt sich nicht ohne Weiteres auf den dreidimensionalen Fall
übertragen. Zum einen soll hier direkt beachtet werden, dass m1,m2 und m3 beliebi-
ge Werte annehmen können. Zum anderen müssen die Neumann-Randbedingungen
nicht nur wie im Zweidimensionalen rechts, sondern auch nach oben und nach hin-
ten berücksichtigt werden. Dazu gehört, dass sichergestellt wird, dass der Übergang
zwischen zwei Schichten, beispielsweise Schicht j3 = 1 und Schicht j3 = 2, korrekt
berücksichtigt wird. Welche Gradienten an welcher Stelle berechnet werden müssen,
ist in Abbildung 4.2 dargestellt. Dabei zeigen die blauen/roten/grünen Pfeile die
Gradienten in x1/x2/x3-Richtung an.

x3

h1

h2
h3 x1

x2 x3

h1

h2
h3 x1

x2

Abbildung 4.2: Darstellung der in 3D zu berechnenden Gradienten am Beispiel des Bild-

gebietes m1 = 4,m2 = 2,m3 = 2. Blaue Pfeile: Gradienten in x1-Richtung, rote Pfeile: Gra-

dienten in x2-Richtung, grüne Pfeile: Gradienten in x3-Richtung.

Damit dies alles gewährleistet ist und die Form einer Fallunterscheidungsmatrix, wie
sie für den zweidimensionalen Fall in [32] eingeführt wurde, beibehalten wird, wird
in dieser Arbeit ein Hilfsvektor eingeführt. Dieser Hilfsvektor wird über

p = [0,m1 ∗m2 − 1 : −1 : m1 ∗m2 −m1 ∗m2 −m1 + 1]

beschrieben und in den Fällen der Gradientenmatrix verwendet. Wie die Matrix, die
das Analogon zur Gradientenmatrix (3.6) (siehe Kapitel 3.1.1) im Zweidimensionalen
darstellt, im dreidimensionalen Fall im Einzelnen aufgebaut werden kann, ist auf der
nächsten Seite dargestellt.
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4. Erweiterung des Modells auf 3D

Daraus können die Matrizen Ak, k = 1, 2, 3, . . . , N ausgelesen und verknüpft werden.
Man erhält

A = (A1, A2, . . . , AN ) = (A1,1, A1,2, A1,3, . . . , AN,1, AN,2, AN,3) ∈ RN×3N .

Aus diesen werden wiederum die Matrizen Ax1 , Ax2 und Ax3 gewählt:

Ax1 = (A1,1, A2,1, A3,1, . . . , AN,1) ∈ RN×N ,
Ax2 = (A1,2, A2,2, A3,2, . . . , AN,2) ∈ RN×N ,
Ax3 = (A1,3, A2,3, A3,3, . . . , AN,3) ∈ RN×N ,

die die Gradienten in die drei Richtungen enthalten. Über diese Matrizen können die
einzelnen Gradienten folgendermaÿen beschrieben werden:

∇h,1uh1 =

A>x1A>x2
A>x3

uh1 =: Buh1 ,

∇h,2uh2 =

A>x1A>x2
A>x3

uh2 =: Buh2 ,

∇h,3uh3 =

A>x1A>x2
A>x3

uh3 =: Buh3 .

Für den gesamten diskreten Gradientenoperator ∇h gilt

∇hUh =

∇h,1 0 0

0 ∇h,2 0

0 0 ∇h,3


uh1uh2
uh3

 =

B 0 0

0 B 0

0 0 B


uh1uh2
uh3

 =: AUh.

Eine Veranschaulichung der Matrix A am Beispiel m1 = m2 = m3 = 2 ist in Abbil-
dung 4.3 zu sehen. Es sind die von Null verschiedenen Einträge unter Verwendung
des Matlab-Befehls spy dargestellt.
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Abbildung 4.3: Darstellung der von Null verschiedenen Einträge der Matrix A unter

Verwendung des Matlab-Befehls spy am Beispiel m1 = m2 = m3 = 2.

Der zu diskretisierende Regularisierer erhält im Dreidimensionalen einen Summanden
für die dritte Dimension mehr. Damit lautet dieser

RNewC(u) =
1

2

∫
Ω
B[u] dΩ

mit B[u] =

(
∇ · ∇u1

|∇u|β

)2

+

(
∇ · ∇u2

|∇u|β

)2

+

(
∇ · ∇u3

|∇u|β

)2

.

Die diskrete Form des Regularisierers sieht demnach folgendermaÿen aus

RhNewC(Uh) =
1

2
hd
∑
i,j,k

(B[uh])i,j,k =
1

2
hdBh[Uh]

mit hd = h1h2h3.
Die Berechnungen, die im zweidimensionalen Fall durchgeführt wurden, um eine
Form zu erhalten, die mit geringem Aufwand implementiert werden kann, können,
analog zum Zweidimensionalen, im Dreidimensionalen durchgeführt werden. Dabei
muss beachtet werden, dass ein weiterer Summand für die dritte Dimension mitge-
führt wird. Dies führt dazu, dass sich die Dimension der Matrix A in beide Richtun-
gen um eins erhöht. Demnach gilt

Bh[Uh] =

∣∣∣∣−B>Buh1|AUh|β

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣−B>Buh2|AUh|β

∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣−B>Buh3|AUh|β

∣∣∣∣2
=

(uh1)>B>BB>Buh1
|AUh|2β

+
(uh2)>B>BB>Buh2

|AUh|2β
+

(uh3)>B>BB>Buh3
|AUh|2β
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=
1

|AUh|2β

(
(uh1)>B>BB>Buh1 + (uh2)>B>BB>Buh2 + (uh3)>B>BB>Buh3

)

=
1

|AUh|2β

(
(uh1)>, (uh2)>, (uh3)>

)B>BB>B 0 0

0 B>BB>B 0

0 0 B>BB>B


uh1uh2
uh3



=
1

|AUh|2β
(Uh)>

B 0 0

0 B 0

0 0 B


> B 0 0

0 B 0

0 0 B


B 0 0

0 B 0

0 0 B


> B 0 0

0 B 0

0 0 B

Uh

=
(Uh)>A>AA>AUh

|AUh|2β
.

Damit lässt sich der Regularisierungsterm analog zum zweidimensionalen Fall als

RhNewC(Uh) =
hd
2

(Uh)>A>AA>AUh

|AUh|2β

schreiben, wobei sich hier im dreidimensionalen Fall, im Unterschied zum zweidimen-
sionalen Fall, natürlich die Dimensionen von A und Uh erhöht haben.

4.2. Erläuterungen zur Implementierung in Matlab

Aufgrund begrenzter Arbeitsspeicherkapazität ist es gerade für die dreidimensionale
Implementierung sinnvoll, dies nicht über die Fallunterscheidungen zu implementie-
ren, die in (4.2) angegeben sind. In dieser Arbeit wurde die Implementierung der
Diskretisierung etwas e�zienter gestaltet, indem das Kroneckerprodukt (siehe De-
�nition 2.18 in Kapitel 2.3.2) und die Matlab internen Funktionen spdiags für
dünnbesetzte Diagonalmatrizen und speye für die speicherarme Implementierung
der Einheitsmatrix verwendet wurden.
Für die Matrix Ax1 wird wieder eine Diagonalmatrix Dx erstellt, die auf ihrer Haupt-
diagonalen -1 und auf ihrer rechten Nebendiagonalen 1 stehen hat. Da Neumann-
Randbedingungen angenommen werden, wird die letzte Zeile gleich Null gesetzt.
Das Kroneckerprodukt wird jetzt aber von einer Einheitsmatrix der Gröÿe m2 ×m3

mit der Matrix Dx berechnet, um alle Gradienten in x1-Richtung zu erhalten.

1: % Matrix Ax1 (Ableitungen nach rechts)
2: Dx = spdiags(ones(m(1),1)*[-1,1],0:1,m(1),m(1));

3: % Neumann-Randbedingung
4: Dx(end,:) = 0;

5: Ax1 = kron(speye(m(2)*m(3)),Dx);

Für die Matrix Ax2 wird, wie auch im Zweidimensionalen, eine Diagonalmatrix Dy

erstellt, die auf ihrer Hauptdiagonalen -1 und auf ihrer m1 -ten rechten Nebendiago-
nalen 1 stehen hat. Die Nullmatrix, die mit rest bezeichnet wird, wird an die Matrix
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4.2. Erläuterungen zur Implementierung in Matlab

Dy gesetzt und gewährleistet, dass die Neumann-Randbedingungen nach oben einge-
halten werden. Hier im dreidimensionalen Fall wird nun das Kroneckerprodukt einer
Einheitsmatrix der Gröÿe m3×m3 mit der Matrix Dy berechnet, um alle Gradienten
in m2-Richtung zu erhalten.

1: % Matrix Ax2 (Ableitungen nach oben)
2: Dy = spdiags(ones(m(1)*m(2)-m(1),1)*[-1,1],...

3: 0:m(1):m(1),m(1)*m(2)-m(1),m(1)*m(2));

4: rest = sparse((m(1)*m(2))-size(Dy,1),size(Dy,2));

5: Dy = [Dy;rest];

6: Ax2 = kron(speye(m(3)),Dy);

Für die Matrix Ax3 wird nun eine Diagonalmatrix Dz erstellt, die auf ihrer Haupt-
diagonalen -1 und auf ihrer (m1 ∗m2) -ten rechten Nebendiagonalen 1 stehen hat.
Wiederum wird eine Matrix mit Nullen erstellt, die mit rest bezeichnet wird und an
die Matrix Dz gesetzt wird. Diese Matrix gewährleistet, dass die Neumann-Randbe-
dingungen nach hinten eingehalten werden.

1: % Matrix Ax3 (Ableitungen nach hinten)
2: Dz = spdiags(ones(m(1)*m(2)*(m(3)-1),1)*[-1,1],...

3: 0:m(1)*m(2):m(1)*m(2),m(1)*m(2)*(m(3)-1),m(1)*m(2)*m(3));
4: rest = sparse(m(1)*m(2)*m(3)-size(Dz,1),size(Dz,2));

5: Ax3 = [Dz;rest];

In diesem Kapitel wurde der Regularisierer auf drei Dimensionen erweitert. Dabei
wurde festgestellt, dass vor allem bei der Bestimmung der Gradientenmatrix sehr
aufgepasst werden muss, dass die Gradienten für ein zell-zentriertes Gitter, das hier
verwendet wurde, korrekt berechnet werden und die Neumann-Randbedingungen
eingehalten werden.
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In diesem Kapitel erfolgt die praktische Untersuchung des in dieser Arbeit aufgearbei-
teten Regularisieres. Dabei wurde dieser auf Bildregistrierungsprobleme angewandt,
die inMatlab (Version 9.2 (R2017)) implementiert wurden, wobei als Grundlage die
FAIR-Toolbox [28] verwendet wurde. Im Zentrum der Analyse steht besonders das
Verhalten des Regularisierers auf glatten und nichtglatten Registrierungsproblemen,
da nach [32] der Vorteil dieses Regularisierers besonders darin besteht, dass dieser
auf glatten wie auf nichtglatten Registrierungsproblemen sehr gute Ergebnisse lie-
fert. Des Weiteren galt vor allem den Deformationsfeldern ein besonderes Interesse,
da diese in [32] nicht gezeigt wurden.
Zunächst wurden die Experimente auf zweidimensionalen Bilddaten durchgeführt.
Im Anschluss daran wurde gezeigt, dass der Regularisierer mit der in dieser Arbeit
entwickelten Erweiterung für 3D auch auf dreidimensionale Bilddaten angewandt
werden kann.

5.1. Anwendung auf zweidimensionale Bilddaten

Für die Untersuchung des Regularisierers auf glatte zweidimensionale Bilder wurden
die Röntgenbilder der Hand aus [1] verwendet. Diese sind in Abbildung 5.1 zu sehen.
Für die Registrierung wurde das linke Bild als Referenzbild und das rechte Bild als
Templatebild verwendet.
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Abbildung 5.1: Verwendete Bilddaten zur Untersuchung des Regularisierers auf ein glattes

zweidimensionales Registrierungsbeispiel. Links: Referenzbild. Rechts: Templatebild.

Das Ergebnis der Registrierung des Handdatensatzes unter Verwendung des in dieser
Arbeit untersuchten Regularisierers ist in Abbildung 5.2 zu sehen. In dieser Abbil-
dung ist links das Referenzbild zum Vergleich abgebildet, in der Mitte das Template-
bild mit dem dazugehörigen deformierten Gitter und rechts das Ergebnis der Regis-
trierung dargestellt. Ziel dieser Abbildung war es, das in [32] gezeigte Registrierungs-
ergebnis nachzubauen, dabei aber zusätzlich das Deformationsfeld zu betrachten. Es
ist sehr wichtig, gleichzeitig zum deformierten Templatebild das Deformationsfeld zu
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überprüfen, denn erst damit lässt sich die Qualität des Regularisierers beurteilen. In
diesem Registrierungsbeispiel fällt auf, dass das Deformationsfeld nicht di�eomorph
(siehe De�nition 2.5 in Kapitel 2.1.2) ist, da es Faltungen aufweist. Aufgrund dieser
Faltungen werden die Nachbarschaftsbeziehungen der einzelnen Pixel verletzt, was
durch Anwendung eines Regularisierer nicht passieren sollte. Für die Durchführung
der Registrierungsbeispiele mussten Werte für die Parameter α, β und θ gewählt
werden. Der Parameter α gibt die Gewichtung des Regularisierers an. Der Parame-
ter β wird für den hier untersuchten Regularisierer für die Berechnung des Nenners
benötigt, um Singularitäten zu vermeiden. Der Parameter θ wird für die hier ver-
wendete Spline-Interpolation benötigt. Dieser kann als Glättungsfaktor angesehen
werden, mit dem ein Kompromiss zwischen einer perfekten Anpassung an die Daten
und Glättung der Daten gefunden werden kann. Für weitere Ausführungen sei auf
[26] verwiesen.

Abbildung 5.2: Ergebnis des glatten zweidimensionalen Registrierungsbeispiels mit

θ = 1e− 2, β = 1e− 6 und α = 16000. Links: Referenzbild zum Vergleich. Mitte: Template-

bild und Deformationsfeld. Rechts: Transformiertes Templatebild.

Wie in Abschnitt 3.1.2 erwähnt, wurde für die Implementierung der Registrierung
ein Multilevelansatz verwendet. Die Handdaten wurden auf fünf Leveln registriert.
Auf dem gröbsten Level hatten die Handdaten die Gröÿe 8 × 8. Es folgte die Ab-
stufung 16 × 16, 32 × 32, 64 × 64 und als feinstes Level 128 × 128. Die Entwicklung
des Zielfunktionals zu jeder Iteration über alle Level des glatten zweidimensionalen
Registrierungsbeispiel der Hand ist in Abbildung 5.3 zu sehen. Dabei trennen die
gestrichelten vertikalen Linien die einzelnen Level voneinander. Die Quadrate zei-
gen den Referenzwert auf jedem Level an und die Werte des Zielfunktionals sind als
Kreuze dargestellt.
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Abbildung 5.3: Entwicklung des Zielfunktionals zu jeder Iteration über alle Level des glat-

ten zweidimensionalen Registrierungsbeispiels. Vertikale Linien: Trennen der Level. Quadra-

te: Referenzwerte. Kreuze: Werte des Zielfunktionals.

Beim Suchen eines geeigneten Wertes für den Parameter α wurde folgende Untersu-
chung gemacht. Die Registrierung wurde mehrmals mit unterschiedlichem α durch-
geführt, wobei α Werte zwischen 0 und 1e11 angenommen hat. Jedes Mal wurde
auf dem feinsten Level die Irregularität und die Distanz berechnet und zusammen
in einer Graphik geplottet (siehe Abbildung 5.4). Für die Irregularität wurde das
Reziproke des Regularisierers verwendet, das heiÿt der Wert 1

Regualrisierer , und für

die Distanz der Wert Jc
Jstop . Es lässt sich erkennen, dass die Irregularität (in rot) bei

kleinem α sehr groÿ ist und mit zunehmendem α abnimmt. Im Gegensatz dazu ist
die Distanz (in blau) bei kleinem α klein und wird mit zunehmendem α gröÿer. Der
Wert für α sollte in dem Bereich liegen, in dem die Irregularität und die Distanz sich
am nächsten sind.
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Abbildung 5.4: Darstellung der Irregularität (in rot) und der Distanz (in blau) für Werte

zwischen 0 und 1e6 für α für das glatte zweidimensionale Registrierungsbeispiel.

In Abbildung 5.4 wurden die Irregularität und die Distanz an wenigen Punkten aus-
gewertet. Dies soll einen groben Überblick darüber geben, wie sich die Irregularität
und die Distanz in Abhängigkeit von α verhalten und wo sie sich am nächsten sind.
In der nächsten Abbildung 5.5 wird diese Stelle genauer betrachtet, indem die Irre-
gularität und die Distanz für Werte zwischen 0 und 20000 für α geplottet wurden.
Hierbei lässt sich erkennen, dass der Wert α = 16000, der für dieses Registrierungs-
beispiel gewählt wurde, in dem Bereich liegt, in dem sich die Irregularität und die
Distanz am nächsten liegen und damit eine geeignete Wahl für α ist.
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Abbildung 5.5: Darstellung der Irregularität (in rot) und der Distanz (in blau) für Werte

zwischen 0 und 20000 für α für das glatte zweidimensionale Registrierungsbeispiel.

Um zu zeigen, was passiert, wenn α zu klein oder zu groÿ gewählt wird, wurde die
folgende Abbildung erstellt. Auf der linken Seite in Abbildung 5.6 wurde α = 100

gewählt. Es ist links das Templatebild mit Gitter und rechts das transformierte Tem-
platebild auf dem feinsten Level dargestellt. Auf der rechten Seite wurde α = 1e11

gewählt. Links sieht man wieder das Templatebild mit Gitter und rechts das trans-
formierte Templatebild nach der Registrierung. Es ist zu erkennen, dass bei sehr
kleinem α (α = 100) das Gitter sehr viele Faltungen aufweist und im transformier-
ten Templatebild Löcher auftreten. Bei sehr groÿem α (α = 1e11) hingegen ist das
Gitter rigide und es wird im Grunde nur eine Rotation durchgeführt.

Abbildung 5.6: Ergebnis des glatten zweidimensionalen Registrierungsbeispiels mit

θ = 1e− 2, β = 1e− 6 bei zu kleinem und zu groÿem α. Links: Darstellung, Templatebild

mit deformiertem Gitter und transformiertes Templatebild bei α = 100. Rechts: Darstellung,

Templatebild mit deformiertem Gitter und transformiertes Templatebild bei α = 1e11.
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Für die Untersuchung des Regularisierers auf ein nichtglattes Registrierungsbeispiel
wurde in dieser Arbeit ein akademisches nichtglattes Beispiel mithilfe von Matlab
erstellt. Dieses ist in Abbildung 5.7 zu sehen. Es zeigt zwei nicht-achsen-ausgerichtete
Rechtecke auf schwarzem Hintergrund, wobei das eine Rechteck weiÿ und das andere
grau ist. Im Referenzbild sind die beiden Rechtecke gegeneinander verschoben, im
Templatebild liegen sie exakt nebeneinander.
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Abbildung 5.7: Verwendete Bilddaten zur Untersuchung des Regularisierers auf ein nicht-

glattes zweidimensionales Registrierungsbeispiel. Links: Referenzbild. Rechts: Templatebild.

In Abbildung 5.8 ist das Ergebnis der Registrierung des nichtglatten Registrierungs-
beispiels unter Verwendung des in dieser Arbeit untersuchten Regularisierers darge-
stellt. Es ist links in der Abbildung das Referenzbild zum Vergleich abgebildet, in
der Mitte das Templatebild mit dazugehörigem deformiertem Gitter und rechts das
Ergebnis der Registrierung. Auch hier ist bei genauer Betrachtung des Deformati-
onsgitters zu erkennen, dass dieses nicht di�eomorph ist, da es Faltungen an den
Stellen im Bild aufweist, an denen die gröÿte Bewegung im Bild statt�ndet. Diese
be�nden sich auf der Linie, an der die beiden Rechtecke aneinander gleiten und an
dieser Linie an den Stellen, an denen sich die Rechtecke gerade noch berühren.

Abbildung 5.8: Ergebnis des nichtglatten zweidimensionalen Registrierungsbeispiels mit

θ = 1e− 2, β = 5 und α = 4e5. Links: Referenzbild zum Vergleich. Mitte: Templatebild und

Deformationsfeld. Rechts: Transformiertes Templatebild.
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Auch dieses Registrierungsbeispiel wurde über einen Multilevelansatz mit fünf Leveln
implementiert. Das gröbste Level hatte die Gröÿe 8 × 8, danach folgte die Abstu-
fung 16× 16, 32× 32, 64× 64 und als feinstes Level 128× 128. In Abbildung 5.9 ist
die Entwicklung des Zielfunktionals zu jeder Iteration über alle Level des nichtglat-
ten zweidimensionalen Registrierungsbeispiels dargestellt. Die gestrichelten vertika-
len Linien trennen wiederum die einzelnen Level voneinander, die Quadrate zeigen
den Referenzwert auf jedem Level an und die Werte des Zielfunktionals sind als
Kreuze dargestellt.
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Abbildung 5.9: Entwicklung des Zielfunktionals zu jeder Iteration über alle Level des

nichtglatten zweidimensionalen Registrierungsbeispiels. Vertikale Linien: Trennen der Level.

Quadrate: Referenzwerte. Kreuze: Werte des Zielfunktionals.

Eine geeignete Wahl des Parameters α wurde wieder mithilfe der Irregularität und
der Distanz gefunden. Dabei hat sich herausgestellt, dass für α geeignete Werte
zwischen 1e6 und 2e6 liegen, was in Abbildung 5.10 zu sehen ist. Damit ist der Wert
α = 4e5, der für das nichtglatte Registrierungsbeispiel gewählt worden ist, in dem
Bereich, in dem sich die Irregularität und die Distanz am nächsten sind und damit
eine geeignete Wahl für α.
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Abbildung 5.10: Darstellung der Irregularität (in rot) und der Distanz (in blau) für Werte

zwischen 0 und 1e7 für α für das nichtglatte zweidimensionale Registrierungsbeispiel.

Auch für das nichtglatte Registrierungsbeispiel wurde in Abbildung 5.11 gezeigt,
was passiert, wenn α zu groÿ oder zu klein gewählt wird. Auf der linken Seite wurde
α = 0, 1 gewählt und auf der rechten Seite α = 1e11. Man sieht jeweils links das
Templatebild mit Deformationsgitter und rechts das transformierte Templatebild
nach der Registrierung. Es ist zu erkennen, dass das Deformationsgitter bei kleinem
α sehr viele Faltungen enthält und bei sehr groÿem α rigide wird.

Abbildung 5.11: Ergebnis des nichtglatten zweidimensionalen Registrierungsbeispiels mit

θ = 1e− 2, β = 5 bei zu kleinem und zu groÿem α. Links: Darstellung, Templatebild mit

deformiertem Gitter und transformiertes Templatebild bei α = 0, 1. Rechts: Darstellung,

Templatebild mit deformiertem Gitter und transformiertes Templatebild bei α = 1e11.

5.2. Anwendung auf dreidimensionale Bilddaten

Im Dreidimensionalen wurde der Regularisierer ebenfalls auf ein glattes und ein nicht-
glattes Registrierungsbeispiel angewandt. Für das nichtglatte Registrierungsbeispiel
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5.2. Anwendung auf dreidimensionale Bilddaten

wurde in dieser Arbeit ein akademisches Beispiel mithilfe von Matlab erstellt, das
in Abbildung 5.12 dargestellt ist. Es zeigt zwei Quader, wobei im Referenzbild die
beiden Quader direkt nebeneinander stehen und im Templatebild die beiden Quader
gegeneinander nach hinten und oben verschoben sind.

Abbildung 5.12: Verwendete Bilddaten zur Untersuchung des Regularisierers auf ein nicht-

glattes dreidimensionales Registrierungsbeispiel. Links: Referenzbild. Rechts: Templatebild.

Das Ergebnis der Registrierung des nichtglatten dreidimensionalen Registrierungs-
beispiels unter Verwendung des in dieser Arbeit untersuchten Regularisierers ist in
Abbildung 5.13 dargestellt. Diese Darstellung ist so zu verstehen, dass die Qua-
der horizontal von oben nach unten mehrmals geschnitten werden. Diese einzelnen
Schnitte sind in der folgenden Abbildung dargestellt, wobei links das Referenzbild
zum Vergleich und rechts das transformierte Templatebild zu sehen ist.

Abbildung 5.13: Ergebnis des nichtglatten dreidimensionalen Registrierungsbeispiels mit

θ = 1e − 2, β = 1e − 6 und α = 900000. Links: Referenzbild zum Vergleich. Rechts: Trans-

formiertes Templatebild.

Da in dieser Darstellung keine Details zu sehen sind, sind in der nächsten Abbil-
dung 5.14, die grün eingekästelten Schnitte vergröÿert dargestellt.
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5. Ergebnisse

Abbildung 5.14: Betrachtung eines Schnitts des nichtglatten dreidimensionalen Registrie-

rungsbeispiels. Links: Referenzbild zum Vergleich. Rechts: Transformiertes Templatebild.

Für die Implementierung des dreidimensionalen nichtglatten Registrierungsbeispiels
wurde ein Multilevelansatz mit fünf Leveln verwendet. Das gröbste Level hatte die
Gröÿe 8 × 8, danach folgte die Abstufung 16 × 16, 32 × 32, 64 × 64 und als feinstes
Level 128× 128. Die Entwicklung des Zielfunktionals zu jeder Iteration über alle Le-
vel des nichtglatten dreidimensionalen Registrierungsbeispiels, ist in Abbildung 5.15
dargestellt. Die gestrichelten vertikalen Linien trennen die einzelnen Level vonein-
ander, die Quadrate zeigen den Referenzwert auf jedem Level an und die Werte des
Zielfunktionals sind als Kreuze dargestellt.
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Abbildung 5.15: Entwicklung des Zielfunktionals zu jeder Iteration über alle Level des

nichtglatten dreidimensionalen Registrierungsbeispiels. Vertikale Linien: Trennen der Level.

Quadrate: Referenzwerte. Kreuze: Werte des Zielfunktionals.

Für das glatte Registrierungsbeispiel wurde das menschliche Knie untersucht. Ein
dreidimensionaler Datensatz dazu ist in der FAIR-Toolbox vorhanden. Dieser ist in
Abbildung 5.16 dargestellt, wobei als Referenzbild das durchgestreckte Knie und als
Templatebild das angewinkelte Knie verwendet wurde.
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5.2. Anwendung auf dreidimensionale Bilddaten

Abbildung 5.16: Verwendete Bilddaten zur Untersuchung des Regularisierers auf ein glat-

tes dreidimensionales Registrierungsbeispiel. Links: Referenzbild. Rechts: Templatebild.

In Abbildung 5.17 ist das Ergebnis der Registrierung des glatten dreidimensionalen
Registrierungsbeispiels unter Verwendung des in dieser Arbeit untersuchten Regula-
risierers dargestellt. In dieser Darstellung sind, wie beim nichtglatten Beispiel, die
einzelnen Schnitte dargestellt, die entstehen, wenn man die Daten horizontal von
oben nach unten mehrmals schneidet. Es ist wieder links das Referenzbild zum Ver-
gleich und rechts das transformierte Templatebild abgebildet.

Abbildung 5.17: Ergebnis des glatten dreidimensionalen Registrierungsbeispiels mit θ =

1e− 2, β = 0.01 und α = 7000. Links: Referenzbild zum Vergleich. Rechts: Transformiertes

Templatebild.

Für eine detailreichere Ansicht wurden wieder die grün eingekästelten Schnitte ver-
gröÿert und in Abbildung 5.18 dargestellt.

Abbildung 5.18: Betrachtung eines Schnitts des glatten dreidimensionalen Registrierungs-

beispiels. Links: Referenzbild zum Vergleich. Rechts: Transformiertes Templatebild.
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5. Ergebnisse

Für die Implementierung des dreidimensionalen glatten Registrierungsbeispiels wur-
de ein Multilevelansatz mit vier Leveln angewandt. Das gröbste Level hatte die Gröÿe
16× 8× 16, danach folgte die Abstufung 32× 16× 32, 64× 32× 64 und als feinstes
Level 128×64×128. Die Entwicklung des Zielfunktionals zu jeder Iteration über alle
Level des glatten dreidimensionalen Registrierungsbeispiels, ist in Abbildung 5.19
dargestellt. Dabei sind die gestrichelten vertikalen Linien wieder die Trennlinien zwi-
schen den einzelnen Leveln, die Quadrate zeigen den Referenzwert auf jedem Level
an und die Kreuze die Werte des Zielfunktionals.
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Abbildung 5.19: Entwicklung des Zielfunktionals zu jeder Iteration über alle Level des

glatten dreidimensionalen Registrierungsbeispiels. Vertikale Linien: Trennen der Level. Qua-

drate: Referenzwerte. Kreuze: Werte des Zielfunktionals.
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6. Diskussion

In diesem Kapitel erfolgt eine Beurteilung der in Kapitel 5 durchgeführten Experi-
mente. Des Weiteren werden Möglichkeiten aufgezeigt, wie die erhaltenen Ergebnisse
weiter verbessert werden könnten.

6.1. Auswertung der Ergebnisse

In Kapitel 5 ist zu sehen, dass es mit dem in dieser Arbeit untersuchten Regularisie-
rer möglich ist, ein transformiertes Templatebild zu erhalten, das dem Referenzbild
sehr ähnelt. Diese Tatsache wird in [32] verwendet, um die Behauptung, dass der
Regularisierer gute Ergebnisse liefert, zu begründen. Die Deformationsfelder werden
dort nicht gezeigt. Doch gerade das Deformationsfeld einer Registrierung liefert sehr
viele Informationen, die auf die Qualität der erhaltenen Lösung schlieÿen lassen, da
dieses aus der Lösung u, die über das Registrierungsproblem

min
u∈Rd

{Jα[u] = D(u) + αR(u)}

erhalten wird, gebildet wird.
Es ist in dieser Arbeit nicht gelungen, Parameterkombinationen für die durchgeführ-
ten Registrierungsbeispiele zu �nden, mit denen nach der Registrierung die Di�erenz
zwischen Referenzbild und transformiertem Templatebild möglichst klein ist und
gleichzeitig das Deformationsgitter keine Faltungen aufweist. Einerseits kann natür-
lich nicht ausgeschlossen werden, dass Implementierungsfehler im Matlab-Code,
der im Rahmen dieser Arbeit erstellt worden ist, vorliegen. Andererseits weist die
Tatsache, dass das zweidimensionale glatte Handregistrierungsbeispiel in dieser Ar-
beit nachgebaut werden konnte und das transformierte Templatebild (siehe Abbil-
dung 5.2) sehr ähnlich zu dem in [32] ist, darauf hin, dass die Implementierung nicht
grundsätzlich falsch sein sollte.

In dieser Arbeit ist nun noch ein Schritt weitergegangen worden und es wurde ver-
sucht, eine Möglichkeit zu �nden, die Faltungen im Deformationsfeld zu verhindern.
Zu diesem Zweck sollte die Publikation [35] angewandt werden, indem das Registrie-
rungsproblem zu einem restringierten Optimierungsproblem erweitert wird. Leider
hat sich herausgestellt, dass in dieser Publikation Unstimmigkeiten enthalten sind,
die zu Dimensionskon�ikten führten. Die erste Herausforderung war daher, die ge-
naue Problemstelle zu �nden und zu berichtigen. Dennoch blieb eine weitere Stelle
unklar, sodass im Rahmen dieser Arbeit eine praktische Umsetzung dieses Ansatzes
nicht möglich war. Es soll im Folgenden dennoch dieser Ansatz kurz umrissen und
die Problemstellen aufgezeigt werden.
Bei dem restringierten Optimierungsproblem wird eine Bedingung an die Determi-
nante der Jakobi-Matrix der Transformation ϕ(x) = x+u(x) gestellt, die gröÿer als
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6. Diskussion

Null sein soll. Das restringierte Optimierungsproblem lautet demnach

min
u∈Rn

{Jα[u] = D[R, T ;u] + αR[u]}

sodass F(u) > 0,

wobei für

F(u) = det(J(ϕ(u))) =

∣∣∣∣∣1 + (u1)x1 (u1)x2
(u2)x1 1 + (u2)x2

∣∣∣∣∣
= (1 + (u1)x1)(1 + (u2)x2)− (u1)x2(u2)x1

gilt. Nach der Diskretisierung des restringierten Optimierungsproblems wird dieses
in [35] über das Augmented-Lagrangian Verfahren gelöst. Dabei hat sich in [35]
ein Fehler eingeschlichen, wodurch es dort zu Dimensionskon�ikten kommt. Das zu
lösende Optimierungsproblem lautet

ψ(Uh, λ, σ) = Jα(Uh) +
1

2σ

N∑
i=1

([min{0, σF hi (Uh)− λi}]2 − λ2
i ),

wobei F h das diskretisierte Funktional der Bedingung im Optimierungsproblem ist.
Die Funktion ψ wird linearisiert, indem es durch ein quadratisches ψ̂ ersetzt wird,
das über eine Taylorentwicklung erhalten wird:

ψ(Uh(k) + δUh) ≈ ψ̂(Uh(k) + δhU ) = ψ(Uh(k)) + dψ(Uh(k))δUh +
1

2
δ>UhHδUh ,

wobei dψ(Uh(k)) die Jakobimatrix und H die Hessematrix von ψ an Uh(k) ist. Die
Berechnung der Jakobimatrix kann im Anhang A.3 nachgelesen werden. Als Ergebnis
erhält man für die Jakobimatrix

dψ(Uh(k)) = dJα(Uh(k)) +

 ∂1F
h
1 (Uh) . . . ∂1F

h
N (Uh)

...
. . .

...
∂2NF

h
1 (Uh) . . . ∂2NF

h
N (Uh)


︸ ︷︷ ︸

∈ R2N×N

·


σF h1 (Uh)− λ1

σF h2 (Uh)− λ2
...

σF hN (Uh)− λN


︸ ︷︷ ︸

∈ RN×1

.

Das heiÿt, es handelt sich hier um eine Matrix-Vektor-Multiplikation und nicht um
eine punktweise Multiplikation, wie es in [35] angegeben ist. Damit ergibt sich für
die Hessematrix

H = d2Jα(Uh(k))

+

 ∂1F
h
1 (Uh) . . . ∂1F

h
N (Uh)

...
. . .

...
∂2NF

h
1 (Uh) . . . ∂2NF

h
N (Uh)

 ·
 ∂1F

h
1 (Uh) . . . ∂1F

h
N (Uh)

...
. . .

...
∂2NF

h
1 (Uh) . . . ∂2NF

h
N (Uh)


>
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6.2. Ausblick

und zu lösen ist das Gleichungssystem

HδUh = −dψ(Uh(k)).

Bei der Berechnung der ersten Variation des Funktionals F(u) nach [35] tritt das
zweite Problem auf. Es kann nachgerechnet werden, dass die erste Variation des
kontinuierlichen Funktionals F(u) bezüglich des Deformationsfeldes u die folgende
Form hat:

dF(u) = ((u2)x1x2)− (u2)x2x1), (u1)x2x1 − (u1)x1x2)>.

Doch an dieser Stelle muss irgendwo ein Fehler stecken, denn bei zweimal stetigen
Funktionen lässt sich der Satz von Schwarz anwenden, sodass die hier formulierte
erste Variation des Funktionals F(u) verschwindet und somit bei der Implementie-
rung der gesamte restringierte Ansatz keinen Ein�uss auf das Registrierungsproblem
hat. Wo genau an dieser Stelle der Fehler liegt, konnte im Rahmen dieser Arbeit
nicht mehr herausgefunden werden.

6.2. Ausblick

In weiteren Arbeiten könnte zuallererst versucht werden, das gerade beschriebene
Problem des Verschwindens der ersten Variation des Funktionals F(u) beim Ansatz
des restringierten Optimierungsproblem zu lösen. Dann könnte dieser Ansatz nach
[35] und den hier gemachten Ergänzungen komplett implementiert und auf den in
dieser Arbeit untersuchten Regularisierer angewandt werden. Es wäre dann zu un-
tersuchen, wie sich dieser Ansatz einerseits auf die Deformationsfelder von Registrie-
rungsbeispielen auswirkt und ob sich durch diesen Ansatz tatsächlich di�eomorphe
Deformationsfelder ergeben. Andererseits darf auch das transformierte Templatebild
nicht auÿer Acht gelassen werden und es muss untersucht werden, wie sich dieses bei
unterschiedlicher Parameterwahl verhält. Erhält man dann nicht nur sehr gute trans-
formierte Templatebilder, die den Referenzbildern sehr ähneln, sondern zusätzlich ein
Deformationsfeld ohne Faltungen, so kann man davon sprechen, dass ein sehr guter
Regularisierer gefunden wurde, der die gewünschten Eigenschaften hat und auf glat-
ten und nichtglatten Registrierungsbeispielen sehr gute Ergebnisse liefert. Zusätzlich
sollte die Erweiterung auf drei Dimensionen keine groÿen Mühen bereiten, da die
gröÿte Arbeit hier bereits erledigt wurde.
Eine andere Herangehensweise wäre, sich intensiv mit der Publikation [5] zu beschäf-
tigen. Dieses widmet sich ebenfalls der Bestrafung der Determinante der Jakobima-
trix der Transformation. Jedoch wird dort die Diskretisierung über eine Triangu-
lierung vorgenommen. Das heiÿt, die gesamte Diskretisierung, die sich durch diese
Arbeit zieht, müsste geändert werden. Aus diesem Grund ist in dieser Arbeit auf
diesen Ansatz nicht weiter eingegangen worden.
Zudem könnte ein anderer Ansatz zum Lösen des Registrierungsproblem gewählt
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6. Diskussion

werden. In dieser Arbeit wurde der Ansatz gewählt, bei dem das Optimierungspro-
blem zuerst diskretisiert und dann optimiert wird. Allerdings wäre es mit den hier
aufgestellten Euler-Lagrange-Gleichungen nun auch möglich, den Ansatz zu wählen,
bei dem zuerst optimiert und dann diskretisiert wird. Ein mögliches Herangehen an
dieses Problem, kann zum Beispiel in [6] oder [7] nachgelesen werden.
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A. Anhang

A.1. Zusammenhang Divergenz-Formel und mittlere Krümmung

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dass die Formel der mittleren Krümmung

κ(ul) =
(β + u2

ly
)ulxx − 2ulxulyulxy + (β + u2

lx
)ulyy

(β + u2
lx

+ u2
ly

)3/2

und die Divergenz Formel

κ(ul) = ∇ · ∇ul
|∇ul|β

äquivalent sind.

Beweis.

κ(ul) = ∇ · ∇ul
|∇ul|β

= div

(
ulx
|∇ul|β
uly
|∇ul|β

)
= div


ulx√

u2
lx

+u2
ly

+β
uly√

u2
lx

+u2
ly

+β


=

∂

∂x

[
ulx√

u2
lx

+u2
ly

+β

]
+

∂

∂y

[
uly√

u2
lx

+u2
ly

+β

]

=

ulxx

√
u2
lx

+ u2
ly

+ β − ulx
ulyulyx+ulxulxx√

u2
lx

+u2
ly

+β

u2
lx

+ u2
ly

+ β
+

ulyy

√
u2
lx

+ u2
ly

+ β − uly
ulxulxy+ulyulyy√

u2
lx

+u2
ly

+β

u2
lx

+ u2
ly

+ β

=
ulxx

√
u2
lx

+ u2
ly

+ β

u2
lx

+ u2
ly

+ β
−
ulxulyulyx + ulxulxulxx

(u2
lx

+ u2
ly

+ β)3/2

+
ulyy

√
u2
lx

+ u2
ly

+ β

u2
lx

+ u2
ly

+ β
−
ulyulxulxy + ulyulyulyy

(u2
lx

+ u2
ly

+ β)3/2

=
ulxx(u2

lx
+ u2

ly
+ β)− ulxulyulyx − ulxulxulxx
(u2
lx

+ u2
ly

+ β)3/2

+
ulyy (u2

lx
+ u2

ly
β)− ulyulxulxy − ulyulyulyy

(u2
lx

+ u2
ly

+ β)3/2

=
ulxxu

2
lx

+ ulxxu
2
ly

+ ulxxβ − ulxulyulyx − ulxxu2
lx

(u2
lx

+ u2
ly

+ β)3/2

+
ulyyu

2
lx

+ ulyyu
2
ly

+ ulyyβ − ulyulxulxy − ulyyu2
ly

(u2
lx

+ u2
ly

+ β)3/2

=
ulxx(u2

ly
+ β)− ulxulyulyx

(u2
lx

+ u2
ly

+ β)3/2
+
ulyy (u2

lx
+ β)− ulyulxulxy

(u2
lx

+ u2
ly

+ β)3/2

=
ulxx(u2

ly
+ β) + ulyy (u2

lx
+ β)− ulxulyulyx − ulyulxulxy

(u2
lx

+ u2
ly

+ β)3/2

=
ulxx(u2

ly
+ β) + ulyy (u2

lx
+ β)− 2ulxulyulxy

(u2
lx

+ u2
ly

+ β)3/2
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=
(β + u2

ly
)ulxx − 2ulxulyulxy + (β + u2

lx
)ulyy

(β + u2
lx

+ u2
ly

)3/2

A.2. Bestimmung der Euler-Lagrange-Gleichung

Aufstellen der Euler-Lagrange-Gleichungen des neuen Regularisierungsterms:

RNewC(u) =

2∑
l=1

∫
Ω

Φ(κ(ul)) dΩ

=

∫
Ω

1

2
κ(u1)2 dΩ +

∫
Ω

1

2
κ(u2)2 dΩ

=

∫
Ω

1

2

(
∇ · ∇u1

|∇u|β

)(
∇ · ∇u1

|∇u|β

)
dΩ

+

∫
Ω

1

2

(
∇ · ∇u2

|∇u|β

)(
∇ · ∇u2

|∇u|β

)
dΩ

dϕRNewC(u) = lim
h→0

RNewC(u+ hϕ)−RNewC(u)

h

= lim
h→0

1

2h

∫
Ω

(
∇ · ∇(u1 + hϕ1)

|∇(u+ hϕ)|β

)2

+

(
∇ · ∇(u2 + hϕ2)

|∇(u+ hϕ)|β

)2

−
(
∇ · ∇u1

|∇u|β

)2

−
(
∇ · ∇u2

|∇u|β

)2

dΩ

Für die weitere Berechnung wird nur der Fall für l = 1 betrachtet. Der Fall für l = 2
läuft analog.

lim
h→0

1

2h

∫
Ω

(
∇ · ∇(u1 + hϕ1)

|∇(u+ hϕ)|β

)2

−
(
∇ · u1

|∇u|β

)
dΩ

Die Divergenz ist ein linearer Operator, somit gilt die Additivität:

= lim
h→0

1

2h

∫
Ω

(
∇ · ∇u1

|∇(u+ hϕ)|β
+∇ · hϕ1

|∇(u+ hϕ)|β

)2

−
(
∇ · ∇u1

|∇u|β

)2

dΩ

= lim
h→0

1

2h

∫
Ω

(
∇ · ∇u1

|∇(u+ hϕ)|β

)2

+ 2

(
∇ · ∇u1

|∇(u+ hϕ)|β

)(
∇ · ∇ϕ1

|∇(u+ hϕ)|β

)
+

(
∇ · ∇ϕ1

|∇(u+ hϕ)|β

)2

−
(
∇ · ∇u1

|∇u|β

)2

dΩ

=

∫
Ω

(
∇ · ∇u1

|∇u|β

)(
∇ · ∇ϕ1

|∇u|β

)
dΩ (A.1)

+ lim
h→0

1

2h

∫
Ω

(
∇ · ∇u1

|(u+ hϕ)|β

)2

−
(
∇ · ∇u1

|∇u|β

)2

dΩ.

Im Folgenden wird nur der zweite Teil von (A.1) betrachtet. Der erste wird später
wieder hinzugenommen.

lim
h→0

1

2h

∫
Ω

(
∇ · ∇u1

|(u+ hϕ)|β

)2

−
(
∇ · ∇u1

|∇u|β

)2

dΩ (A.2)
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= lim
h→0

1

2h

∫
Ω

[
∇ · ∇u1

|∇(u+ hϕ)|β
−∇ · ∇u1

|∇u|β

]
·
[
∇ · ∇u1

|∇(u+ hϕ)|β
+∇ · ∇u1

|∇u|β

]
dΩ

= lim
h→0

1

2h

∫
Ω

[
∇ ·
(

∇u1

|∇(u+ hϕ)|β
− ∇u1

|∇u|β

)]
·
[
∇ · ∇u1

|∇(u+ hϕ)|β
+∇ · ∇u1

|∇u|β

]
dΩ

= lim
h→0

1

2h

∫
Ω

[
∇ ·
(
∇u1|∇u|β −∇u1|∇(u+ hϕ)|β

|∇(u+ hϕ)|β |∇u|β

)][
∇ ·
(

∇u1

|∇(u+ hϕ)|β
+
∇u1

|∇u|β

)]
dΩ

= lim
h→0
− 1

2h

∫
Ω

[
∇ ·
(
∇u1
|(u+ hϕ)|β − |∇u|β
|∇u|β |∇(u+ hϕ)|β

)]
·
[
∇ ·
(

∇u1

|∇(u+ hϕ)|β
+
∇u1

|∇u|β

)]
dΩ.

(A.3)

Im Folgenden wird nur der erste Teil im Integral von Gleichung (A.3) betrachtet.
Der zweite wird später wieder hinzugenommen.

lim
h→0

[
∇ ·
(
∇u1
|(u+ hϕ)|β − |∇u|β
|∇u|β |∇(u+ hϕ)|β

)]
= ∇ ·

(
∇u1 lim

h→0

|∇(u+ hϕ)|β − |∇u|β
h(|∇u|β |∇(u+ hϕ)|β)

)
= ∇ ·

(
∇u1 lim

h→0

|∇(u+ hϕ)|2β − |∇u|2β
h(|∇u|β |∇(u+ hϕ)|β(|∇(u+ hϕ)|β + |∇u|β))

)

= ∇ ·

(
∇u1 lim

h→0

|∇(u+ hϕ)|2β − |∇u|2β
h(|∇u|β |∇(u+ hϕ)|β |∇(u+ hϕ)|β + |∇u|β |∇(u+ hϕ)|β |∇u|β)

)

= ∇ ·

(
∇u1

1

|∇u|3β + |∇u|3β
lim
h→0

|∇(u+ hϕ)|2β − |∇u|2β
h

)

= ∇ ·

(
∇u1

1

2|∇u|3β
lim
h→0

|∇(u+ hϕ)|2β − |∇u|2β
h

)
(A.4)

Im Folgenden wird nur der zweite Teil in der Divergenz von Gleichung (A.4) betrach-
tet. Der erste wird später wieder hinzugenommen. An dieser Stelle sei angemerkt,
dass hier [31, Anhang A.3 Korollar A.3.3] anwendbar ist und deswegen die Grenzwert-
und Integrationsprozesse vertauscht werden dürfen.

lim
h→0

|∇(u+ hϕ)|2β − |∇u|2β
h

= lim
h→0

(√
β + (u1x + hϕ1x)2 + (u1y + hϕ1y )2 + (u2x + hϕ2x)2 + (u2y + hϕ2y )2

)2
h

−
(√

β + (u1x)2 + (u1y )2 + (u2x)2 + (u2y )2
)2

h

= lim
h→0

(u1x)2 + 2u1xhϕ1x + (hϕ1x)2 + (u1y )2 + 2u1yhϕ1y + (hϕ1y )2 + (u2x)2 + 2u2xhϕ2x

h

+
(hϕ2x)2 + (u2y )2 + 2u2yhϕ2y + (hϕ2y )2 − (u1x)2 − (u1y )2 − (u2x)2 − (u2y )2

h

lim
h→0

2u1xhϕ1x + 2u1yhϕ1y + 2u2xhϕ2x + 2u2yhϕ2y

h

= 2(∇u1∇ϕ1 +∇u2∇ϕ2). (A.5)
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Zurück zu (A.2):

lim
h→0

1

2

∫
Ω

(
∇ · ∇u1

|∇(u+ hϕ|β

)2

−
(
∇ · ∇u1

|∇u|β

)2

dΩ

= lim
h→0
−1

2

∫
Ω

[
∇ · ∇u1

|∇u+ hϕ|β
−∇ · ∇u1

|∇u|β

]
·
[
∇ · ∇u1

|∇u+ hϕ|β
+∇ · ∇u1

|∇u|β

]
dΩ.

Ersetzen des ersten Faktors durch (A.4) und (A.5) und bilden des Grenzwertes über den

zweiten Faktor liefert:

= −1

2

∫
Ω

∇ ·

(
∇u1

2|∇u|3β
2 (∇u1∇ϕ1 +∇u2ϕ2)

)
2 ∇ · ∇u1

|∇u|β
dΩ

= −
∫

Ω

∇ ·

(
∇u1

|∇u|3β
(∇u1∇ϕ1 +∇u2∇ϕ2)

)
κ(u1) dΩ.

Nach partieller Integration folgt:

= −
∫
∂Ω

κ(u1)
∇u1

|∇u|3β
(∇u1∇ϕ1 +∇u2∇ϕ2) ~n dS

+

∫
Ω

∇u1

|∇u|3β
(∇u1∇ϕ1 +∇u2∇ϕ2)∇κ(u1) dΩ

=

∫
Ω

∇u1

|∇u|3β
(∇u1∇ϕ1 +∇u2∇ϕ2)∇κ(u1) dΩ + 0

=

∫
Ω

∇κ(u1)
∇u1

|∇u|3β
∇u1∇ϕ1 +∇κ(u1)

∇u1

|∇u|3β
∇u2∇ϕ2 dΩ

=

∫
Ω

∇κ(u1)
∇u1

|∇u|3β
∇u1∇ϕ1 dΩ +

∫
Ω

∇κ(u1)
∇u1

|∇u|3β
∇u2∇ϕ2 dΩ.

Partielle Integration des ersten Integrals:∫
Ω

∇κ(u1)
∇u1

|∇u|3β
∇u1∇ϕ1 dΩ

= −
∫

Ω

ϕ1∇ ·

(
∇κ(u1)

∇u1

|∇u|3β
∇u1

)
dΩ +

∫
∂Ω

ϕ1∇κ(u1)
∇u1

|∇u|3β
∇u1 ~n dS

= −
∫

Ω

ϕ1∇ ·

(
∇κ(u1)

∇u1

|∇u|3β
∇u1

)
dΩ + 0.

Partielle Integration des zweiten Integrals:∫
Ω

∇κ(u1)
∇u1

|∇u|3β
∇u2∇ϕ2 dΩ

= −
∫

Ω

ϕ2∇ ·

(
∇κ(u1)

∇u1

|∇u|3β
∇u2

)
dΩ +

∫
∂Ω

ϕ2∇κ(u1)
∇u1

|∇u|3β
∇u2 ~n dS

= −
∫

Ω

ϕ2∇ ·

(
∇κ(u1)

∇u1

|∇u|3β
∇u2

)
dΩ + 0.

72



A.3. Bestimmung der Jakobimatrix des restringierten Optimierungsproblems

Beide Integrale zusammen liefern demnach:

−
∫

Ω

ϕ1∇ ·

(
∇κ(u1)

∇u1

|∇u|3β
∇u1

)
dΩ−

∫
Ω

ϕ2∇ ·

(
∇κ(u1)

∇u1

|∇u|3β
∇u2

)
dΩ

= −
∫

Ω

ϕ1∇ ·

(
∇κ(u1)

∇u1

|∇u|3β
∇u1

)
+ ϕ2∇ ·

(
∇κ(u1)

∇u1

|∇u|3β
∇u2

)
dΩ. (A.6)

Betrachtet man den ersten Summanden von (A.1)∫
Ω

(
∇ · ∇u1

|∇u|β

)(
∇ · ∇ϕ1

|∇u|β

)
dΩ

=

∫
Ω

κ(u1)∇ · ∇ϕ1

|∇u|β
dΩ,

dann liefert die partielle Integration folgendes:∫
∂Ω

κ(u1)
∇ϕ1

|∇u|β ~n dS
−
∫

Ω

∇ϕ1

|∇u|β
∇κ(u1) dΩ

= −
∫

Ω

∇ϕ1

|∇u|β
∇κ(u1) dΩ.

Eine nochmalige partielle Integration liefert:∫
Ω

ϕ1∇ ·
∇κ(u1)

|∇u|β
dΩ−

∫
∂Ω

ϕ1
∇κ(u1)

|∇u|β
~n dS

=

∫
Ω

ϕ1∇ ·
∇κ(u1)

|∇u|β
dΩ. (A.7)

Mit den Gleichungen (A.6) und (A.7) erhält man die Euler-Lagrange-Gleichungenf1(u) + αϕ1∇ · ∇κ(u1)
|∇u|β − ϕ1∇ ·

(
∇κ(u1) ∇u1

|∇u|3β
∇u1

)
+ ϕ2∇ ·

(
∇κ(u1) ∇u1

|∇u|3β
∇u2

)
= 0

f2(u) + αϕ2∇ · ∇κ(u2)
|∇u|β − ϕ2∇ ·

(
∇κ(u2) ∇u2

|∇u|3β
∇u2

)
+ ϕ1∇ ·

(
∇κ(u2) ∇u2

|∇u|3β
∇u1

)
= 0

mit den Randbedingungen 〈∇ul, ~n〉R2 = 〈∇κ(ul), ~n〉R2 = 〈ϕl, ~n〉R2 = 0 für l = 1, 2.

A.3. Bestimmung der Jakobimatrix des restringierten

Optimierungsproblems

Das zu lösende Optimierungsproblem lautet

ψ(Uh, λ, σ) = Jα(Uh) +
1

2σ

N∑
i=1

([min{0, σFhi (Uh)− λi}]2 − λ2
i )︸ ︷︷ ︸

=: G(Uh)

,

wobei F h das diskretisierte Funktional der Bedingung im Optimierungsproblem ist.
Es soll nun die Jakobimatrix von G(Uh) bestimmt werden. Es sei j ∈ 1, . . . 2N , dann
gilt

djG(Uh) = dj

[
1

2σ

N∑
i=1

([min{0, σFhi (Uh)− λi}]2 − λ2
i )

]
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=
1

2σ
dj

[ N∑
i=1

([min{0, σFhi (Uh)− λi}]2 − λ2
i )

]

=
1

2σ
dj

[ N∑
i=1

σFhi (Uh − λi)2 − (σFhi (Uh)− λi) · |σFhi (Uh)− λi|
2

]

=

0, falls (σFhi (Uh)− λi) ≥ 0,

1
2σdj

[∑N
i=1

σFhi (Uh−λi)2+(σFhi (Uh)−λi)2
2

]
, falls (σFhi (Uh − λi) < 0.

Betrachtet man nun den Fall (σF hi (Uh)− λi) < 0 folgt:

1

2σ
dj

[ N∑
i=1

2 · (σFhi (Uh)− λi)2

2

]
=

1

2σ
dj

[
(σFhi (Uh)− λi)2

]
=

N∑
i=1

(σFhi (Uh)− λi) djFhi (Uh) =

N∑
i=1

djF
h
i (Uh) · (σFhi (Uh)− λi).

Das heiÿt, es gilt für ∇G(Uh)

∇G(Uh) =


∑N
i=1 ∂1F

h
i (Uh) · (σFhi (Uh)− λi)

...∑N
i=1 ∂2NF

h
i (Uh) · (σFhi (Uh)− λi)



⇐⇒ ∇G(Uh) =

 ∂1F
h
1 (Uh) . . . ∂1F

h
N (Uh)

...
. . .

...

∂2NF
h
1 (Uh) . . . ∂2NF

h
N (Uh)

 ·

σFh1 (Uh)− λ1

σFh2 (Uh)− λ2

...

σFhN (Uh)− λN

 .
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