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1 Einleitung

Kapitel 1

Einleitung

Die Bildregistrierung ist ein Bereich der Bildverarbeitung, der gerade in der Medizin von groÿer

Bedeutung ist [38, 30, 7, 13] . Gegeben sind zwei Bilder, die zu verschiedenen Zeiten, von ver-

schiedenen bildgebenden Verfahren und/oder aus verschiedenen Perspektiven aufgenommen

wurden. Das Ziel der Bildregistrierung ist, eine Transformation zu �nden, die eines der beiden

Bilder transformiert, so dass sich die Bilder möglichst ähnlich werden [33, 15]. Oft wird das

Registrierungsproblem als ein Optimierungsproblem formuliert, in dem über anwendungsspe-

zi�sche Zielfunktionen bezüglich einer Transformation minimiert wird. In der parametrischen

Registrierung wird eine Zielfunktion auf einer endlich dimensionalen Menge von Transforma-

tionen minimiert, wobei die Transformationen durch Linearkombinationen von Basisfunktio-

nen dargestellt werden [33, 30, 13]. In der nicht-parametrischen Registrierung wird auf dem

Raum aller Transformationen minimiert. Ein sogenannter Regularisierer misst deren Plau-

sibilität [33]. Die Optimierungsverfahren, die für die parametrische und nicht-parametrische

Registrierung verwendet werden, optimieren auf Vektorräumen.

In dieser Arbeit wird ein anderer Ansatz zur Registrierung verfolgt. Es wird eine Bildregis-

trierungsmethode unter Verwendung von Lie-Gruppen beschrieben. Lie-Gruppen sind di�eren-

zierbare Mannigfaltigkeiten, die zusätzlich die Struktur einer Gruppe aufweisen [26]. Einige

Klassen von Transformationen, z.B. die rigiden oder a�nen Transformationen, bilden keine

Vektorräume, da sie unter der Addition nicht abgeschlossen sind. Sie bilden Lie-Gruppen,

was bedeutet, dass die Verknüpfung und Invertierung derartiger Transformationen wieder zu

Transformationen der gleichen Klasse führt. Die Idee des hier beschriebenen Verfahrens ist,
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1 Einleitung

eine Zielfunktion auf einer Lie-Gruppe zu optimieren. Vektorräume sind triviale Lie-Gruppen,

so dass die Optimierungsverfahren auf Lie-Gruppen eine Verallgemeinerung der Optimierungs-

verfahren auf Vektorräumen darstellen.

Die Motivation, sich mit Bildregistrierungsmethoden basierend auf Lie-Gruppen zu beschäfti-

gen, war der Dämonen-Algorithmus von Jean-Philippe Thirion [44]. Dieser ist ein sehr e�zi-

enter Algorithmus für die Bildregistrierung, der in seiner ursprünglichen Formulierung jedoch

kein Optimierungsproblem löst, sondern auf einem Di�usionsmodell beruht. Der Algorithmus

ist ein Iterationsverfahren, das in jeder Iteration ein Verrückungsfeld durch sogenannte Dä-

monenkräfte berechnet und diese mit einer Gauÿ-Funktion glättet [44]. Wegen seiner E�zienz

und einfachen Implementierung hat er in der Praxis viel Anwendung gefunden [35, 47, 53]. Da

er jedoch auf keinem Optimierungsproblem oder sonstigem mathematischen Modell beruht,

wurde dieser Algorithmus nicht vollständig verstanden.

In [49] wurde schlieÿlich ein Registrierungsrahmen basierend auf der Optimierung auf Lie-

Gruppen vorgestellt, mit dem es möglich ist, den Dämonen-Algorithmus als ein Lösungsver-

fahren für die Minimierung einer geeigneten Zielfunktion zu interpretieren. Der Raum der

Transformationen, der im Dämonen-Algorithmus betrachtet wird, ist ein Vektorraum, also

eine triviale Lie-Gruppe. Die Optimierung einer bestimmten Zielfunktion auf der trivialen

Lie-Gruppe führt zur Berechnung der Dämonenkräfte.

In [49] werden die Optimierungsverfahren auf Lie-Gruppen kurz vorgestellt, es wird jedoch

nicht auf die zu Grunde liegende Theorie eingegangen. Der Hauptteil dieser Arbeit besteht

deswegen darin, mit ausgesuchten Begri�en aus der Di�erentialgeometrie und Lie-Gruppen-

Theorie die Optimierung auf Lie-Gruppen zu beschreiben. Mit deren Hilfe kann anschlieÿend

die Bildregistrierung unter Verwendung von Lie-Gruppen vorgestellt werden.

Der Dämonen-Algorithmus nutzt, wie oben schon angedeutet, die Lie-Gruppen-Struktur nicht

aus, da auf einem Vektorraum optimiert wird. In [51] wurde eine Erweiterung des Dämonen-

Algorithmus vorgestellt, der di�eomorphe Dämonen-Algorithmus, der statt auf Vektorräumen

auf der Gruppe der Di�eomorphismen optimiert.

Di�eomorphismen sind in der Bildregistrierung von groÿer Bedeutung, da sie invertierbar und

glatt (stetig di�erenzierbar) sind, was zu plausibel deformierten Bildern führt [51, 3, 12].

Ein weiteres Ziel dieser Arbeit ist, die Verbindung der Bildregistrierungsmethode unter Ver-

wendung von Lie-Gruppen zum Dämonen-Algorithmus und zu seiner di�eomorphen Erweite-
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rung herzustellen.

Die Arbeit gliedert sich folgendermaÿen: In Kapitel 2 wird der Dämonen-Algorithmus von

Thirion in zwei Varianten, der additiven und der kompositiven, vorgestellt. Zusätzlich werden

zwei Dämonenkräfte präsentiert.

In Kapitel 3 werden di�erenzierbare Mannigfaltigkeiten und Strukturen auf ihnen und in Ka-

pitel 4 ausgesuchte Begri�e der Lie-Gruppen-Theorie eingeführt. Mit diesen sehr technischen

Begri�en wird in Kapitel 5 ein Optimierungsverfahren auf Lie-Gruppen, das Gauÿ-Newton-

Verfahren auf Lie-Gruppen und seine Anwendung auf die Bildregistrierung beschrieben. Zur

Verdeutlichung wird dies beispielhaft an der Lie-Gruppe der rigiden Transformationen erläu-

tert.

In Kapitel 6 wird gezeigt, wie die Minimierung einer Zielfunktion mit dem Gauÿ-Newton-

Verfahren auf Lie-Gruppen zu einer Berechnung der Dämonenkräfte führt. Des Weiteren wird

die Idee des di�eomorphen Dämonen-Algorithmus erläutert.

In Kapitel 7 werden einige Registrierungsergebnisse des Dämonen-Algorithmus mit seinen un-

terschiedlichen Varianten (additiv, kompositiv und di�eomorph) kombiniert mit verschiedenen

Dämonenkräften präsentiert, die mit der ITK-Implementierung [50] (ITK: Insight Segmenta-

tion and Registration Toolkit, [23]) erzielt wurden.

In Kapitel 8 folgt schlieÿlich eine Zusammenfassung und Diskussion über noch o�ene Fragen

und ein Ausblick.
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2 Der Dämonen-Algorithmus von Thirion

Kapitel 2

Der Dämonen-Algorithmus von

Thirion

Ein sehr e�zienter Algorithmus für die nicht-parametrischen Bildregistrierung ist der Dämo-

nen-Algorithmus von Jean-Philippe Thirion. Er ist jedoch nicht wie die meisten Registrie-

rungsverfahren zur Lösung eines Optimierungsproblems entwickelt worden, sondern beruht

auf einem Di�usionsmodell [44]. Die nicht-parametrische Registrierung wurde in [44, 43] als

ein Di�usionsprozess interpretiert und sogenannte Dämonen verschieben die Bildpunkte des

Templatebildes entsprechend der sogenannten Dämonenkräfte. Der Algorithmus ist ein itera-

tives Verfahren, das in jedem Iterationsschritt ein Verrückungsfeld durch die Dämonenkräfte

berechnet und dies mit der aktuellen Iterierten verknüpft. Zur Regularisierung wird das Ver-

rückungsfeld und/oder die Transformation durch eine Gauÿ-Funktion geglättet [39, 44]. Die

Dämonenkräfte werden für jeden Bildpunkt separat berechnet, woraus sich ein Verrückungs-

vektor ergibt. Aus den Verrückungsvektoren für alle Punkte eines Bildes, bestimmt sich die

Verrückung des gesamten Bildes.

In der Literatur sind verschiedene Varianten des Dämonen-Algorithmus bekannt [35, 53, 44,

43], die sich zum einen in der Berechnung der Dämonenkräfte und zum anderen in der Ver-

knüpfung des Verrückungsfeldes mit der aktuellen Iterierten unterscheiden. In dieser Arbeit

werden zwei Dämonenkräfte betrachtet, die ursprünglich von Thirion eingeführten [44], im Fol-

genden klassische Kräfte genannt, und eine Symmetrisierung dieser Kräfte, die symmetrischen

Dämonenkräfte [35, 43]. Dabei werden zwei unterschiedliche Verknüpfungen dieser Kräfte mit

Universität zu Lübeck
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2.1 Grundlagen der Bildregistrierung

der aktuellen Iterierten betrachtet. Die additive Update-Regel verknüpft das Verrückungs-

feld und die Transformation durch Addition (additiver Dämonen-Algorithmus, [49, 39]), die

kompositive Update-Regel verknüpft das Verrückungsfeld und die Transformation durch eine

Komposition (kompositiver Dämonen-Algorithmus, [51, 42]).

Bevor im zweiten Teil des Kapitels der Dämonen-Algorithmus mit seinen unterschiedlichen

Varianten vorgestellt wird, werden einige grundlegende Konzepte der Bildregistrierung be-

schrieben. Wichtig ist dabei vor allem die Darstellung von Bildern und deren Ableitungen

sowie die Darstellung von Transformationen.

2.1 Grundlagen der Bildregistrierung

In diesem Abschnitt werden einige Konzepte der Bildregistrierung kurz vorgestellt. Weitaus

detaillierter sind sie beschrieben in [33, 15, 38, 14, 30, 13].

Das Ziel der Registrierung zweier Bilder ist es, eine plausible Transformation zu �nden, die

das eine Bild so transformiert, dass es dem anderen möglichst ähnlich wird. Bilder werden

in der Bildregistrierung typischerweise als kontinuierliche, di�erenzierbare Abbildungen von

einem Gebiet Ω ⊂ Rd in die reellen Zahlen angesehen [33, 38]. Der Parameter d steht für die

Bilddimension und üblicherweise ist d ∈ {2, 3}. Ein Bild ordnet jedem x ∈ Ω einen Grauwert

zu. Betrachtet werden zwei Bilder R, T : Ω → R, wobei R Referenz- und T Templatebild

genannt wird. Zusätzlich wird angenommen, dass die Bilder einen kompakten Träger haben,

alsoR(x) = T (x) = 0 für x /∈ Ω [33]. Für die Registrierung soll das Templatebild transformiert

werden, so dass es dem Referenzbild möglichst ähnlich wird.

Ein Bild wird transformiert, indem das Gebiet Ω transformiert wird. Eine Transformation y

ist eine di�erenzierbare Abbildung y : Rd → Rd mit y(x) = x + u(x). Hierbei ist x ∈ Rd

und u : Rd → Rd eine sogenannte Verrückung. Die Abbildungen y und u sind Vektorfelder,

d.h. sie ordnen jedem x ∈ Rd einen Vektor y(x) ∈ Rd bzw. u(x) ∈ Rd zu. Das transformierte

Templatebild ist damit Ty mit Ty(x) = T ◦ y(x) = T (x+ u(x)).

Distanzmaÿe und Regularisierer Zwei Bilder werden als ähnlich angesehen, wenn korres-

pondierende Punkte in den Bildern auch räumlich nahe beieinander liegen. Korrespondenz

zweier Punkte in zwei medizinischen Bildern bedeutet, dass die beiden Punkte denselben ana-

tomischen Ort repräsentieren. Gemessen wird die Ähnlichkeit zweier Bilder über sogenannte

6
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2.1 Grundlagen der Bildregistrierung

Distanzmaÿe, die einem Referenzbild R und einem transformierten Templatebild Ty eine reelle

Zahl zuordnen. Je kleiner diese Zahl ist, desto ähnlicher sind sich die Bilder. Für detaillierte

Angaben zu unterschiedlichen Distanzmaÿen siehe z.B. [33, 15, 19, 52].

Das Registrierungsproblem wird als Optimierungsproblem formuliert, indem ein zuvor gewähl-

tes Distanzmaÿ bezüglich einer Transformation minimiert wird. Es existieren im Allgemeinen

mehrere Lösungen, die zu gleichen transformierten Templatebildern führen. Daher ist das Re-

gistrierungsproblem ein schlecht gestelltes Problem [33], die gesuchte Transformation ist nicht

eindeutig.

Die Eindeutigkeit der gesuchten Transformation wird in der parametrischen Registrierung

durch eine Einschränkung des Suchraumes erreicht (durch eine Parametrisierung von Transfor-

mationen) [33, 38, 30, 13] und in der nicht-parametrischen Registrierung durch die Einführung

eines sogenannten Regularisierers [32], welcher die Qualität von Transformationen misst, z.B.

in Bezug auf Di�erenzierbarkeitseigenschaften. In der Literatur �nden sich unterschiedliche

Regularisierer. Beispiele sind der elastische [8] oder der di�usive Regularisierer [14]. In [14]

wurde gezeigt, dass die Glättung der Transformation mit einer Gauÿ-Funktion eine Approxi-

mation an eine di�usive Regularisierung darstellt. Dieses bietet einen ersten Zusammenhang

von typischen Registrierungsverfahren zu dem Dämonen-Algorithmus von Thirion, in dem die

Verrückung durch Gauÿ-Funktionen geglättet wird,[11, 32, 14].

Damit ist die Funktion, die in einem Registrierungsproblem mit gegebenen Bildern R und T

optimiert werden soll, das Funktional J mit

J (y) = D(Ty,R) + αS(y), (2.1)

wobei D ein Distanzmaÿ ist, S ein Regularisierer und α ∈ R+ ein Regularisierungsparameter,

der den Ein�uss von S auf die Lösung steuert [33, 38, 32].

Interpolation und Lösung des Registrierungsproblems Das Registrierungsproblem ist

kontinuierlich formuliert worden. Die Eingabe eines Registrierungsverfahrens sind jedoch dis-

krete Bilder, die nur an einer endlichen Menge von Punkten x ∈ Ω ⊂ Rd vorliegen. Die kon-

tinuierliche Darstellung beschreibt das Registrierungsproblem jedoch besser als eine diskrete

Darstellung. Für eine genauere Erläuterung der Gründe siehe [33, 38, 32].

Kontinuierliche Bilder können durch geeignete Interpolationsmethoden, wie die lineare Inter-

polation, die Spline-Interpolation, Polynom-Interpolation oder Nearest-Neighbor-Interpolation

Universität zu Lübeck
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2.1 Grundlagen der Bildregistrierung

[41, 6], aus den diskreten Eingabedaten berechnet werden. Sie können an beliebigen Punkten

ausgewertet werden und ihre Ableitungen können bestimmt werden.

Für die genaue Beschreibung einer Diskretisierung des Registrierungsproblems, der Distanz-

maÿe und der Regularisierer wird auf [33, 38, 32] verwiesen.

Diskrete Bilder und Ableitungen von Bildern Durch Interpolation der gegebenen Ein-

gangsdaten des Templatebildes erhält man eine kontinuierliche Funktion T : Ω ⊂ Rd → R.

Seien jetzt x1, . . . , xm ∈ Ω, m <∞, xi = (xi1, . . . , x
i
d) ∈ Rd die Punkte, an denen T ausgewer-

tet werden soll. Ein diskretes Bild T ist dann gegeben durch

T =
(
T (x1), . . . , T (xm)

)T ∈ Rm.

Sei y : Rd → Rd eine kontinuierliche Transformationen. Eine diskrete Transformation y ist

gegeben durch

y =


y(x1)
...

y(xm)

 ∈ Rm×d

und ein diskretes, mit y transformiertes Bild T (y) ist

T (y) =
(
T (y(x1)), . . . , T (y(xm))

)T ∈ Rm.

Da T bei geeigneter Wahl der Interpolationsmethode di�erenzierbar ist, können die Ableitung-

en dT , dTy : Rd → Rd

dT = (∂1T , . . . , ∂dT ) ,

dTy = dT ◦ y = dT · dy mit dy =
(
dyi
dxk

)
j,k=1,...,d

und die Gradienten

∇T := dTT ,

∇Ty = ∇T ◦ y = dTTy = dT y · dTT

bestimmt werden. Die Gradienten des Referenz- und des Templatebildes werden im Dämonen-

Algorithmus benutzt, um die Dämonenkräfte zu berechnen.

8
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2.2 Varianten des Dämonen-Algorithmus von Thirion

Der Dämonen-Algorithmus von Thirion ist ein Verfahren, um das Templatebild T auf das

Referenzbild R zu registrieren. Folgende Arbeiten wurden für diesen Abschnitt verwendet:

[51, 47, 42, 39, 44, 43].

Der Dämonen-Algorithmus beruht auf einem Di�usionsmodell, welches von einem Gedanken-

experiment des Physikers James Clerk Maxwell (verö�entlicht 1871) abgeleitet wurde. Das

Experiment illustriert ein scheinbares Paradoxon in der Thermodynamik [5]. Maxwell stell-

te sich vor, dass ein Behälter mit einem Gas gefüllt ist, das aus zwei Arten von Molekülen

besteht. Der Behälter wird durch eine semipermeable Membran getrennt auf der sogenannte

Dämonen sitzen. Diese können zwischen den Molekülen unterscheiden und erlauben nur die

Di�usion von Molekülen der ersten Art in die eine Hälfte des Behälters und von Molekülen

der zweiten Art in die andere Hälfte. Schlieÿlich trennt die semipermeable Membran die zwei

Molekülarten (vgl. Abb. 2.2 oben links), so dass die Entropie des Systems anscheinend verrin-

gert wurde. Dieses stellt aber einen Widerspruch zum zweiten Hauptsatz der Thermodynamik

dar, der besagt, dass bei einer freiwilligen Zustandsänderung eines abgeschlossenen Systems

die Entropie zunimmt [5]. Die Au�ösung des scheinbaren Paradoxons ist, dass jeder Dämon

bei der Zuordnung der Moleküle Energie verbraucht. Dies erhöht wieder die globale Entropie

[5]. Durch dieses Gedankenexperiment kam der Dämonen-Algorithmus zu seinem Namen.

Dämonen in der Bildregistrierung In der Bildregistrierung entsprechen die Moleküle den

Punkten in dem Templatebild T . Das Bild T wird als deformierbar angenommen, während

das Referenzbild R unverändert bleibt. Die Dämonen sind die Punkte im Bild R und jedem

Dämon x ∈ Ω wird ein Kraftvektor f(x) ∈ Rd zugeordnet, durch den die Punkte von T

verschoben werden (vgl. Abb. 2.2 oben rechts). Die Verschiebung soll kontrolliert verlaufen,

so dass letztendlich die Punkte in R und T zueinander korrespondieren. Die Richtung und die

Stärke der Verschiebung wird über den Kraftvektor f bestimmt (vgl. Abb. 2.2 unten).

Aus den Kräften f jedes Dämons wird ein Verrückungsfeld u : Rd → Rd berechnet, welches mit

einer Gauÿ-Funktion gefaltet und dadurch geglättet wird. Die d-dimensionale Gauÿ-Funktion

mit Mittelwert µ und einer einheitlichen Standardabweichung σ für jede Dimension ist die

Universität zu Lübeck
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2.2 Varianten des Dämonen-Algorithmus von Thirion

Abbildung 2.1: Oben Links: Illustration des Maxwellschen Gedankenexperiments; Oben Rechts:

Jedem Dämon in R ist ein Vektor zugeordnet, durch den die Punkte in T verschoben werden (Abb.

oben aus [44]); Unten: Das Template T wird in Richtung f(x) verschoben, wenn R(x) < T (x) und in

Richtung −f(x), wenn R(x) > T (x). Der Verschiebungsvektor u(x) bestimmt die Stärke der Verschie-

bung (Abb. unten aus [43]).

Funktion

Gµσ : Rd → R
d mit Gµσ(x) = (2πσ2)−

d
2 e−

||x−µ||22
2σ2 .

In [49, 10] wird die Glättung des Verrückungsfeldes als eine Approximation an eine �uidale [7]

Regularisierung interpretiert. Wird statt des Verrückungsfeldes die sich aus diesem ergebene

Transformation mit der Gauÿ-Funktion geglättet, wird es als eine Approximation an eine

di�usive Regularisierung [14] interpretiert.

Bevor der Algorithmus für die Registrierung mit Dämonen formuliert wird, werden zwei Dämo-

nenkräfte, die klassischen und die symmetrischen sowie die beiden Update-Regeln, die additive

und die kompositive, vorgestellt.

Die Dämonenkräfte Für jeden Punkt im Bild T wird ein Verrückungsvektor durch die Dä-

monenkräfte berechnet. In [43] wurden zwei Kräfte vorgeschlagen, von denen sich die einen von

10
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der Gleichung des optischen Flusses herleiten lassen [22] und die anderen eine Symmetrisierung

dieser Kräfte darstellen.

Die Idee des optischen Flusses ist, dass die Intensität eines sich bewegenden Objekts in einer

Bildsequenz über die Zeit konstant bleibt. Die Gleichung des optischen Flusses [22] soll hier

für den dreidimensionalen Fall hergeleitet werden. Sei R das Referenzbild, T das Templatebild

und I(x(t), t) eine Bildsequenz für t ∈ [t1, t2], so dass R(x) = I(x, t1) und T (x) = I(x, t2)

mit x = x(t). Es wird angenommen, dass I(x(t), t) = konst. Abgeleitet nach der Zeit t ergibt

sich
∂I
∂x1

∂x1

∂t
+

∂I
∂x2

∂x2

∂t
+

∂I
∂x3

∂x3

∂t
= −∂I

∂t
.

Es wird nach einer Bewegung gesucht, die zwischen den Zeitpunkten t1 und t2 stattgefunden

hat. Der Punkt x(t2) kann als transformierte Version des Punktes x(t1) interpretiert werden:

x(t2) = y(x(t1)). Wird angenommen, dass nur eine kleine Bewegung stattgefunden hat, also

dass die Bilder R und T nur durch eine Zeiteinheit getrennt sind, ist ∂I(x(t),t)
∂t = R(x(t1)) −

Ty(x(t1)). Mit der Bewegung v(x) = (∂x1
∂t ,

∂x2
∂t ,

∂x3
∂t ) und x = x(t1) ist damit

v(x) · ∇R(x) = R(x)− Ty(x)

die Gleichung des optischen Flusses [22].

Um die Bewegung v eindeutig bestimmen zu können, müssen Bedingungen an sie gestellt

werden. In diesem Fall wird gefordert, dass der Bewegungsvektor v eine minimiale Länge

haben soll. Dieses führt zu [44, 43] (vgl. Anhang A.2, S. 79)

v(x) =
Ty(x)−R(x)
||∇R(x)||2

∇R(x). (2.2)

Da Gleichung (2.2) unde�niert ist, falls der Gradient von R null ist, wird in [39, 43] folgender

alternativer Ausdruck für die Bewegung vorgeschlagen:

v(x) =
Ty(x)−R(x)

||∇R(x)||2 + α2(R(x)− Ty(x))2
∇R(x). (2.3)

Die Gleichung (2.3) modelliert die Bewegung eines Punktes x mit konstanter Intensität von R

nach T . Die Verschiebung u(x), die von T nach R stattgefunden hat, ist damit u(x) = −v(x):

uOpt(x) = − Ty(x)−R(x)
||∇R(x)||2 + α2(R(x)− Ty(x))2

∇R(x)

=
R(x)− Ty(x)

||∇R(x)||2 + α2(R(x)− Ty(x))2
∇R(x). (2.4)
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2.2 Varianten des Dämonen-Algorithmus von Thirion

Der Vektor u(x) wird im Dämonen-Algorithmus als Verrückungsvektor interpretiert, der einen

Punkt x in T in Richtung seines korrespondierenden Punktes in R verschiebt. Der Parameter

α ∈ R \ {0} kontrolliert die Gröÿe der Bewegung in jedem Schritt. Es kann für α > 0 gezeigt

werden (siehe Anhang A.2, S. 80), dass [39]

||u(x)|| ≤ 1
2α
. (2.5)

Im ursprünglichen Dämonen-Algorithmus von Thirion [44] wurde α = 1 gewählt.

Die Kräfte uOpt aus Gleichung (2.4) werden im Folgenden als klassische Kräfte bezeichnet und

der Dämonen-Algorithmus, der diese Kräfte benutzt, als klassischer Dämonen-Algorithmus.

Die klassischen Kräfte sind nicht symmetrisch, da nur der Gradient von dem Referenzbild zur

Berechnung verwendet wird. Symmetrie der Transformation y heiÿt in der Bildregistrierung,

dass, falls Ty ähnlich zu R ist, auch automatisch R(y−1) ähnlich zu Ty ist, falls das Inverse

der Transformation existiert. In [43] wurde eine modi�zierte Kraft vorgeschlagen, bei der der

Gradient des Templatebildes in die Berechnung der Transformation miteinbezogen wird:

uSym(x) =
2(R(x)− Ty(x))(∇R(x) +∇Ty(x))

||∇R(x) +∇Ty(x)||2 + α2(R(x)− Ty(x))2
. (2.6)

Der Gradient vom Referenzbild, ∇R(x), wurde durch den Mittelwert der beiden Gradienten,

1
2(∇R(x) +∇Ty(x)), ersetzt. Diese Berechnung der Verschiebungsvektoren wird im Folgenden

als symmetrische Kraft bezeichnet.

Es wurden auch andere Symmetrisierungen vorgeschlagen, die in der Praxis schneller konver-

gieren als der klassische Dämonen-Algorithmus [40, 53]. Diese werden in dieser Arbeit jedoch

nicht weiter behandelt.

Seien x1, . . . , xm, xi ∈ Rd die betrachteten Bildpunkte. Für die Berechnung der Transformation

y aus der diskreten Verrückung u =
(
u(x1)T , . . . , u(xm)T

)T
gibt es in der Literatur zwei

Varianten [51]. Bei den sogenannten additiven Dämonen wird der Raum aller Vektorfelder von

dem Rd in den Rd betrachtet. Dieser Raum ist ein Vektorraum, wobei der Update-Schritt aus

der Addition der aktuellen Transformation mit der Verrückung u besteht:

y← y + u.

Bei den kompositiven Dämonen betrachtet man die geometrischen Transformationen, deren

natürliche Verknüpfung die Komposition von Funktionen ist. Im Update-Schritt des Verfahrens
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2.2 Varianten des Dämonen-Algorithmus von Thirion

wird die Verrückung u mit der aktuellen Transformation y verknüpft [51, 42]:

y← y ◦ (id+ u) mit id(x) = x.

Beide Varianten des Update-Schritts sind mit den klassischen und symmetrischen Kräften in

Algorithmus 1 dargestellt. Wie der kompositive Update-Schritt in der Praxis berechnet wird,

Algorithmus 1 Der Dämonen-Algorithmus

Eingabe: zwei diskrete Bilder R, T an Datenpunkten x1, . . . , xm ∈ Rd, m ∈ R, diskrete

Transformation y als Startwert, Standardabweichung σ ∈ R

Ausgabe: Transformation y

while !stop do

Berechne R, Ty durch Interpolation

Berechne u für jedes xi: u(xi) =
R(xi)− Ty(xi)

||J(xi)||2 + α2(R(xi)− Ty(xi))2
J(xi)

mit J(xi) = ∇R(xi) (klassisch)

oder J(xi) = 1
2

(
∇R(xi) +∇Ty(xi)

)
(symmetrisch)

diskrete Verrückung u =
(
u(x1), . . . , u(xm)

)T
Fluidale Regularisierung: u← G0

σ ∗ u

Update-Schritt: y← y ◦ (id+ u) (kompositiv)

y← y + u (additiv)

Di�usive Regularisierung: y← G0
σ ∗ y

end while

ist nicht trivial. Die Unterscheidung zwischen additiven und kompositiven Dämonen taucht in

der Literatur erstmals in [42] auf. Für die Berechnung der kompositiven Dämonen wird in der

ITK-Implementierung [50], die in dieser Arbeit verwendet wird, ein numerisches Verfahren be-

nutzt, dass eigentlich für eine di�eomorphe Erweiterung des Dämonen-Algorithmus eingesetzt

wurde. Dieses Verfahren wird in Kapitel 6 kurz beschrieben.

Der Dämonen-Algorithmus ist sehr e�zient in der Praxis und einfach zu implementieren, wes-

wegen er in der Registrierung viel Anwendung gefunden hat. Er basiert jedoch auf einem

Di�usionsmodell und nicht auf einem Minimierungsproblem, wie die meisten Registrierungs-

verfahren. Da die Formulierung als Optimierungsproblem eine gute mathematische Beschrei-

bung für das Registrierungsproblem liefert, haben viele Arbeiten sich damit beschäftigt, dem

Dämonen-Algorithmus einen Optimierungsrahmen zu geben und ihn damit in die bestehen-
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2.2 Varianten des Dämonen-Algorithmus von Thirion

den Registrierungsalgorithmen einzuordnen. In [39] wurde der Dämonen-Algorithmus mit den

Kräften uOpt (Gleichung (2.4)) in Beziehung gesetzt zu einer Minimierung eines speziellen Dis-

tanzmaÿes, des SSD-Maÿes (Sum of Squared Di�erences-Distanzmaÿ) mit einem Gradienten-

abstieg zweiter Ordnung und einer anschlieÿenden Glättung mit Gauÿ-Funktionen. In [32, 14]

wurde gezeigt, dass die Gauÿ-Funktion die Greensche Funktion der linearen Di�usionsgleichung

ist und der Dämonen-Algorithmus damit als eine Approximation an eine Registrierung mit

di�usiver Regularisierung interpretiert werden kann.

In [51, 49] wurde schlieÿlich ein Registrierungsrahmen vorgestellt, mit dem der Dämonen-

Algorithmus ein Minimierungsproblem löst, wobei die verschiedenen Dämonenkräfte auf die

Wahl von unterschiedlichen Optimierern zurückzuführen sind. Dieser Rahmen basiert darauf,

dass einige Klassen von Transformationen Lie-Gruppen bilden und die Optimierungsverfahren

auf diesen Lie-Gruppen optimieren.

Lie-Gruppen sind von Bedeutung, da nicht alle Klassen von Transformationen Vektorräume

bilden. Die Menge aller Abbildung von dem Rd in den Rd bildet einen Vektorraum. Betrach-

tet man jedoch Klassen bestimmter geometrischer Transformationen, wie z.B. die rigiden oder

auch die di�eomorphen Transformationen, bilden diese keine Vektorräume. Sie sind bezüglich

der Addition nicht abgeschlossen. Es können im Allgemeinen keine Minimierungsverfahren

benutzt werden, die Vektorraumeigenschaften voraussetzen. Einige dieser Klassen von Trans-

formationen bilden jedoch Lie-Gruppen, so dass Optimierungsverfahren auf Lie-Gruppen an-

gewendet werden können [49].

In diesem Kapitel wurde ein Überblick über die Bildregistrierung, insbesondere über einen

Algorithmus zur Bildregistrierung, den Dämonen-Algorithmus von Thirion, gegeben. Mit Hilfe

von Registrierungsmethoden basierend auf der Optimierung auf Lie-Gruppen ist es gelungen,

diesen Algorithmus als ein Verfahren zur Lösung eines Optimierungsproblems zu interpretieren

[49]. Um diese Registrierungsmethoden beschreiben zu können, werden in den nachfolgenden

Kapiteln einige ausgesuchte Begri�e aus der Di�erentialgeometrie und der Theorie der Lie-

Gruppen eingeführt.
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3 Einführung in die Di�erentialgeometrie

Kapitel 3

Einführung in die

Di�erentialgeometrie

Um Bildregistrierungsmethoden unter der Verwendung von Lie-Gruppen verstehen und be-

schreiben zu können, werden einige technische Begri�e aus der Lie-Gruppen-Theorie benötigt.

In [49] wird auf diese nicht näher eingegangen. In dieser Arbeit werden sie im Besonderen

thematisiert.

Eine Lie-Gruppe ist gleichzeitig eine Gruppe und eine di�erenzierbare Mannigfaltigkeit, so

dass die Gruppenverknüpfung und die Inversenbildung di�erenzierbar sind. Dieses Kapitel und

das folgende sind inhaltlich eng miteinander verknüpft. Während in diesem di�erenzierbare

Mannigfaltigkeiten und Begri�ichkeiten wie Tangentialvektoren und Vektorfelder eingeführt

werden, beschreibt das nächste Kapitel mit deren Hilfe spezielle Strukturen auf Lie-Gruppen.

In diesem Kapitel werden di�erenzierbare Mannigfaltigkeiten näher betrachtet. Es werden

einige theoretische Grundbegri�e, wie der des topologischen Raumes und des Hausdor�raumes

und spezielle Klassen von Abbildungen, wie Di�eomorphismen und Isomorphismen, de�niert.

Zusammen mit diesen und den sogenannten Karten und Atlanten können di�erenzierbare

Mannigfaltigkeiten beschrieben werden.

Es werden zwei De�nitionen für Tangentialvektoren an Punkten der Mannigfaltigkeit und

für Vektorfelder auf der Mannigfaltigkeit präsentiert. Es wird der Vektorfeld-Kommutator

vorgestellt, der eine abgeschlossene Verknüpfung für Vektorfelder liefert. Schlieÿlich werden
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3.1 Di�erenzierbare Mannigfaltigkeiten

E

R

ϕ

R2

Abbildung 3.1: Die Sphäre im R
3 oder auch die Erdober�äche E ist eine Mannigfaltigkeit. Eine

Teilmenge R ⊂ E kann durch eine Karte ϕ lokal auf eine Ebene im R2 abgebildet werden.

Funktionen auf und zwischen di�erenzierbaren Mannigfaltigkeiten betrachtet und deren Ab-

leitungen beschrieben. Für die Funktionen zwischen Mannigfaltigkeiten führt dies zum Begri�

des Di�erentials, das vom Tangentialbündel der einen ins Tangentialbündel der anderen Man-

nigfaltigkeit abbildet.

Für dieses Kapitel wurde überwiegend folgende Literatur benutzt: [16, 27, 54, 25, 1, 26, 21, 4,

9, 45].

3.1 Di�erenzierbare Mannigfaltigkeiten

Eine Mannigfaltigkeit ist ein topologischer Raum (siehe De�nition 3.1), der lokal dem euklidi-

schen Raum entspricht. Ein anschauliches Beispiel ist die Sphäre imR3 oder die Erdober�äche.

Für jede Region der Erde existiert eine Karte (eine Landkarte oder ein Stadtplan), so dass

diese Region auf eine Ebene im R2 abgebildet werden kann (vgl. Abb. 3.1). An jede Karte

schlieÿt eine andere an. Eine Sammlung von Karten, die jede Region der Erde abbildet, heiÿt

Atlas. Um abstrakte Mannigfaltigkeiten de�nieren zu können, müssen die Begri�e der Karte

und des Atlas auf sie übertragen werden. Dafür sind vorher einige theoretische Begri�e von

Nöten.

De�nition 3.1 (Topologie, Topologischer Raum, Hausdor�raum, siehe [27, 16, 4])

Ein Mengensystem Y , bestehend aus o�enen Teilmengen einer Grundmenge X, ist eine To-

pologie, wenn gilt

16
Universität zu Lübeck

Institute of Mathematics and Image Computing



3.1 Di�erenzierbare Mannigfaltigkeiten

(i) ∅, X o�en,

(ii) Ui ∈ Y o�en und n <∞ ⇒
n⋂
i=1
Ui o�en,

(iii) Ui ∈ Y o�en und n <∞ ⇒
n⋃
i=1
Ui o�en.

Ein topologischer Raum (X,Y ) ist eine Grundmenge X mit einer Topologie Y auf X.

Ein Hausdor�raumM ist ein topologischer Raum, in dem alle paarweise verschiedenen Punkte

durch Umgebungen (o�ene Teilmengen) voneinander getrennt werden, d.h. es gilt

x, y ∈M,x 6= y ⇒ ∃U(x), V (y) : U(x) ∩ V (y) = ∅.

Beispiele für Hausdor�räume sind alle metrischen und diskreten Räume [27]. Ein Gegenbeispiel

ist z.B. der topologische Raum (X, ∅), wenn die Grundmenge X mehr als ein Element enthält.

Die Topologie Y = ∅ heiÿt auch triviale Topologie [27].

Für die theoretischen Betrachtungen in dieser Arbeit werden einige Klassen von Abbildungen

benötigt. Die einen sind die Di�eomorphismen, die anderen die Isomorphismen.

De�nition 3.2 (Homöomorphismus, Di�eomorphismus) Ein Homöomorphismus ist ei-

ne Abbildung zwischen zwei topologischen Räumen, die bijektiv und stetig ist und deren Umkehr-

abbildung auch stetig ist.

Ein Ck-Di�eomorphismus ist ein k-mal stetig di�erenzierbarer Homöomorphismus, dessen

Umkehrabbildung auch k-mal stetig di�erenzierbar ist.

De�nition 3.3 (Homomorphismus, Isomorphismus) Ein Homomorphismus ist eine

strukturerhaltene Abbildung zwischen algebraischen Strukturen. Ein Gruppenhomomorphis-

mus h, der von der Gruppe (G1, ∗) in die Gruppe (G2, ◦) abbildet, erfüllt folgende Eigenschaft

∀u, v ∈ G1:

h(u ∗ v) = h(u) ◦ h(v).

Ein Isomorphismus ist eine bijektive Abbildung f auf algebraischen Strukturen, so dass f und

das Inverse von f Homomorphismen sind.
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3.1 Di�erenzierbare Mannigfaltigkeiten

Di�erenzierbare MannigfaltigkeitenMit den eben de�nierten Begri�en kann jetzt die De-

�nition für die abstrakten Äquivalente zu den Karten und Atlanten der Erdober�äche gegeben

werden.

De�nition 3.4 (Karte und Atlas, siehe [54, 26]) SeiM ein Hausdor�raum und U ⊂M

o�en. Das Paar (U , ϕ) heiÿt d-dimensionale Karte oder Koordinatensystem auf M, wenn ϕ

ein Homöomorphismus ist und

ϕ : U ⊂M→ ϕ(U) ⊂ Rn.

Für p ∈ U heiÿen ϕ(p) ∈ Rn die Koordinaten von p der Karte ϕ.

Zwei Karten (U1, ϕ1) und (U2, ϕ2) heiÿen kompatibel, wenn U1∩U2 = ∅ oder wenn die Funktion

ϕ1 ◦ ϕ−1
2 : ϕ2(U1 ∩ U2) ⊂ Rn → ϕ1(U1 ∩ U2) ⊂ Rn,

die den Wechsel von der Karte ϕ1 zu der Karte ϕ2 realisiert, ein Ck-Di�eomorphismus ist.

Die Funktion ϕ1 ◦ ϕ−1
2 wird auch Koordinatenwechsel genannt.

Ein n-dimensionaler Atlas vonM ist eine Familie {(Ui, ϕi), i ∈ I ⊂ R} von paarweisen kom-

patiblen Karten (alle Koordinatenwechsel sind Ck-Di�eomorphismen) mit
⋃
I

Ui =M.

Mit diesen Begri�en können di�erenzierbare Mannigfaltigkeiten eingeführt werden:

De�nition 3.5 (Mannigfaltigkeit) Ein Hausdor�raum mit einem n-dimensionalen Atlas,

deren Koordinatenwechsel Ck-Di�eomorphismen sind, ist eine n-dimensionale di�erenzierbare

Mannigfaltigkeit.

Eine Mannigfaltigkeit entspricht durch den Atlas lokal dem euklidischen n-dimensionalen

Raum. Das bedeutet, dass eine o�ene Umgebung U ⊂ M durch eine Karte ϕ im Rn dar-

gestellt werden kann (siehe Abb. 3.2). Die Karten werden auch lokale Karten genannt, weil

sie nur lokal auf einer Teilmenge auf M de�niert sind. Betrachtet man eine beliebige Karte

(U , ϕ), ϕ : U ⊂M→ Ũ ⊂ Rn, so kann U mit Ũ identi�ziert und ein Punkt p ∈ U ⊂M durch

seine Koordinaten (u1, . . . , un) = ϕ(p) in Ũ repräsentiert werden [26].

Beispiele für di�erenzierbare Mannigfaltigkeiten sind:

1. Der Rn ist eine di�erenzierbare Mannigfaltigkeit mit einem Atlas, der eine einzige Karte

enthält: (Rn, idRn). Hierbei ist idRn die Identitätsabbildung auf Rn [26].
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3.1 Di�erenzierbare Mannigfaltigkeiten

Abbildung 3.2: Eine Mannigfaltigkeit M mit den Karten (U1, ϕ1), (U2, ϕ2) und den Koordinaten-

wechseln ϕ2 ◦ ϕ−1
1 , ϕ1 ◦ ϕ−1

2 (Abb. aus [1]).

2. Die 2-dimensionale Sphäre S2 = {x ∈ R3 | ‖x‖ = 1} ist eine di�erenzierbare Mannigfal-

tigkeit mit folgendem Altlas: Seien U+
i und U−i Teilmengen von S2 mit

U+
i = {x = (x1, x2, x3) ∈ S2 |xi > 0} und

U−i = {x = (x1, x2, x3) ∈ S2 |xi < 0}.

Dies sind die Mengen, in denen die i-te Koordinate jeweils positiv bzw. negativ ist. Sei

B2 = {x ∈ R2 | ‖x‖ < 1} die o�ene Einheitskreisscheibe im R2. Jede Karte des S2 bildet

eine der Mengen U±i auf die Kreisscheibe ab, indem die i-te Koordinate weggelassen wird,

z.B.

ϕ±1 : U±1 → B
2 mit ϕ±1 (x1, x2, x3) = (x2, x3)

und analog ϕ±2 und ϕ±3 [26].

3. Die Menge M(m×n,R) der reellenm×nMatrizen ist ein Vektorraum der Dimensionmn

mit der Matrizenaddition und Skalarmultiplikation. Damit ist sie eine di�erenzierbare

mn-dimensionale Mannigfaltigkeit [26].
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3.2 Tangentialvektoren, Vektorfelder und Di�erentiale

4. Die general linear group GL(n,R) ist die Menge der invertierbaren reellen n×nMatrizen

und eine o�ene Teilmenge von M(n × n,R). Damit ist GL(n,R) eine n2-dimensionale

di�erenzierbare Mannigfaltigkeit [26].

Sei M im Folgenden eine n-dimensionale di�erenzierbare Mannigfaltigkeit und (U , ϕ) eine

Karte auf M. Auf einer Manngfaltigkeit können Kurven und Funktionen de�niert werden

[54, 25, 26, 9]. Eine Kurve bildet von einem Intervall I ⊂ R in die Mannigfaltigkeit M

ab. Dieselbe Kurve kann durch unterschiedliche Parametrisierungen dargestellt werden. Dabei

kann ohne Einschränkung angenommen werden, dass 0 ∈ I.

Eine Funktion f aufM ist eine Abbildung vonM in die reellen Zahlen, auf der Erdober�äche

z.B. die Temperaturangabe an einem Ort. Durch den Kompatibilitätsbegri� der Karten können

Aussagen über die Di�erenzierbarkeitseigenschaften von Funktionen getro�en werden. Eine

Funktion f heiÿt unendlich oft stetig di�erenzierbar auf M, wenn für jede Karte (U , ϕ) die

Funktion

f ◦ ϕ−1 : ϕ(U) ⊂ Rn → R

unendlich oft stetig di�erenzierbar ist. Die Funktion f ◦ ϕ−1 heiÿt Interpretation von f in

ϕ. Im Folgenden sei der Raum der unendlich oft stetig di�erenzierbaren Funktionen auf M

gekennzeichnet durch

C∞(M) := {f :M→ R | f unendlich oft stetig di�erenzierbar}.

Die partiellen Ableitungen von f in einem Punkt p werden über die partiellen Ableitungen der

Interpretation von f bezüglich der Koordinaten ϕ(p) = (u1, . . . , un) bestimmt [26]:

∂

∂ui
f

∣∣∣∣
p

=
∂

∂ui
(f ◦ ϕ−1)

∣∣∣∣
ϕ(p)

. (3.1)

3.2 Tangentialvektoren, Vektorfelder und Di�erentiale

Für die Optimierung auf Lie-Gruppen werden neben den Mannigfaltigkeiten noch weitere theo-

retische Begri�e benötigt. In diesem Abschnitt werden Tangentialvektoren, Vektorfelder auf

Mannigfaltigkeiten und Di�erentiale von Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten eingeführt.

Tangentialvektoren Um Tangentialvektoren auf einer abstrakten Mannigfaltigkeit anschau-

lich beschreiben zu können, wird wieder die Erdober�äche, hier mit E bezeichnet, betrachtet.
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E

c(t)

v

p

TpE

Abbildung 3.3: Der Tangentialvektor v von E in p wird bestimmt über die Ableitung der Kurve c an

der Stelle 0. Die Menge aller Tangentialvektoren in p bildet den Tangentialraum TpE von p.

Eine Kurve c : I ⊂ R → E auf der Erdober�äche kann z.B. eine Straÿe oder einen Weg dar-

stellen. Sei p ∈ E ein Ort auf der Erde, durch den die Kurve für t = 0 führt, also c(0) = p. Die

Ableitung der Kurve c an der Stelle 0 ist der Tangentialvektor v in p (siehe Abb. 3.3):

dc(t)
dt

∣∣∣∣
t=0

= c′(0) = v(p).

Anschaulich sind das die Geschwindigkeitsvektoren. Durch einen Punkt der Erdober�äche

können unendlich viele Kurven mit c(0) = p und c′(0) = v verlaufen. Ein Punkt besitzt damit

unendliche viele Tangentialvektoren. Diese bilden eine Ebene, die die Erde im Punkt p berührt.

Diese Ebene heiÿt Tangentialraum TpE .

Die Erde ist eingebettet in den R3, so dass die Ableitung der Kurve c existiert. Auf abstrakten

Mannigfaltigkeiten existieren die Ableitungen

c′(0) = lim
t→0

c(t)− c(0)
t

nicht, da die Di�erenz der Punkte c(0), c(t) ∈M auf einer MannigfaltigkeitM im Allgemeinen

nicht de�niert ist. Nun gibt es mehrere Möglichkeiten Tangentialvektoren an abstrakten Man-

nigfaltigkeiten zu beschreiben. Im Folgenden werden zwei De�nitionen präsentiert. Die erste

nutzt die Karten der Mannigfaltigkeit, um Ableitungen von Kurven zu bestimmen und die

zweite Richtungsableitungen von Funktionen auf der Mannigfaltigkeit. Es wird gezeigt, dass

die beiden De�nitionen äquivalent sind, so dass auch für beide der Begri� Tangentialvektor

gewählt wird.
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Bei der ersten De�nition des Tangentialvektors werden die Karten der Mannigfaltigkeit ge-

nutzt, die eine Kurve c an einem Punkt c(0) = p ∈ M von der Mannigfaltigkeit in den Rd

überführen. Die dortige Ableitung wird als Tangentialvektor interpretiert.

De�nition 3.6 Sei M eine Mannigfaltigkeit, p ∈ M, (U,ϕ) eine Karte auf M und c1 und

c2 zwei C∞-Kurven aufM mit c1(0) = c2(0) = p. Die Verknüpfungen ϕ ◦ c1, ϕ ◦ c2 : R→ Rn

sind di�erenzierbar und heiÿen tangential zueinander in p, wenn

(ϕ ◦ c1)′(0) = (ϕ ◦ c2)′(0).

Alle Kurven c aufM, die zueinander tangential in p sind, bilden eine Äquivalenzklasse. Diese

ist eindeutig durch (ϕ ◦ c)′(0) bestimmt.

De�nition 3.7 (Tangentialvektor I, siehe [34, 54, 26]) Die Äquivalenzklasse bezüglich

zueinander tangentialen Kurven in p heiÿt Tangentialvektor c̄ vonM in p.

Die Äquivalenzklasse c̄ ist zwar de�niert über eine Karte, ist jedoch unabhängig von der

speziellen Wahl der Karte [34]. Diese De�nition von Tangentialvektoren als Ableitungen von

Kurven kommt der Vorstellung eines Tangentialvektors auf der Erdober�äche sehr nahe. Für

die weiteren Betrachtungen ist sie jedoch etwas unpraktisch, so dass noch eine andere De�nition

eingeführt wird, die äquivalent zu der obigen ist. Die Tangentialvektoren von p werden jetzt

nicht über die Karten bestimmt, sondern über die Richtungsableitungen von Funktionen auf

M entlang der Kurven durch p:

De�nition 3.8 (Tangentialvektor II, siehe [34, 54, 1, 26]) SeiM eine Mannigfaltigkeit,

p ∈M und c eine C∞-Kurve aufM. Für ein beliebiges f ∈ C∞(M), f :M→ R, ist

ξp(f) = ċ(0)f :=
d(f(c(t))

dt

∣∣∣∣
t=0

.

Die Abbildung ξp : C∞(M)→ R heiÿt Tangentialvektor vonM in p.

Der Tangentialvektor ist nach der zweiten De�nition eine Abbildung, die jeder Funktion auf

M ihre Richtungsableitung zuordnet. Man kann zeigen, dass es einen Isomorphismus zwischen

den beiden De�nitionen des Tangentialvektors gibt und zwar die Abbildung

c̄p 7→
(
f 7→ df(c(t))

dt

∣∣∣∣
t=0

)
,
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3.2 Tangentialvektoren, Vektorfelder und Di�erentiale

Abbildung 3.4: Der Tangentialvektor einer Mannigfaltigkeit M im Punkt p = c(0) kann durch

c̄ (Def. 3.7) oder ξp(f) (Def. 3.8) angegeben werden. Der Vektor c̄p ist hier ein Repräsentant der

Äquivalenzklasse c̄. Der Tangentialraum ist für c̄p und ξp derselbe (Abb. aus [1]).

wobei c̄p ein Repräsentant der Äquivalenzklasse c̄ ist. Es ist somit egal, welche De�nition für

Tangentialvektoren verwendet wird [34, 26].

Die Tangentialvektoren aus Def. 3.8 sind sogenannte Derivationen in p, da sie die Gleichung

ξp(fg) = f(p)ξp(g) + g(p)ξp(f) für f, g ∈ C∞(M) erfüllen [54, 26].

Auch auf abstrakten Mannigfaltigkeiten existieren unendlich viele Tangentialvektoren eines

Punktes p und jeder Punkt besitzt einen Tangentialraum (siehe Abb. 3.4). Alle Tangential-

räume einer Mannigfaltigkeit zusammengefasst bilden das Tangentialbündel.

De�nition 3.9 (Tangentialraum, Tangentialbündel) Sei M eine Mannigfaltigkeit und

p ∈ M. Die Menge aller Tangentialvektoren von M in p heiÿt Tangentialraum von M in p

und wird mit TpM bezeichnet.

Die Vereinigung aller Tangentialräume vonM bildet das Tangentialbündel TM vonM:

TM =
⋃
p∈M

TpM.

Der Tangentialraum eines beliebigen Punktes p ∈M ist ein Vektorraum [26].

Neben den Tangentialvektoren und Tangentialräumen ist für die Theorie der Lie-Gruppen

auch der Begri� des Vektorfeldes sehr wichtig.

Vektorfelder Analog zu den Tangentialvektoren werden für Vektorfelder zwei unterschiedli-

che, aber äquivalente De�nitionen vorgestellt.
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E

Abbildung 3.5: Ein Vektorfeld auf der Erdober�äche E (Sphäre im R3).

Die erste De�nition ist intuitiv:

De�nition 3.10 (Vektorfeld I) Ein Vektorfeld X auf einer Mannigfaltigkeit M ist eine

Abbildung, die jedem Punkt p ∈M einen Tangentialvektor aus seinem Tangentialraum zuord-

net:

X :M→ TM

X(p) ∈ TpM.

Ein Vektorfeld X heiÿt glatt, wenn es als Abbildung X :M→ TM unendlich oft stetig di�e-

renzierbar ist. Die Menge aller glatten Vektorfelder aufM wird mit X(M) bezeichnet. Auf der

Erdober�äche, die eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit ist, kann ein Vektorfeld als eine Menge

von Pfeilen (Tangentialvektoren) beschrieben werden. An jedem Punkt der Mannigfaltigkeit

ist ein Pfeil angeheftet (vgl. Abb. 3.5).

Genau wie Tangentialvektoren (vgl. Def. 3.8) können Vektorfelder auch auf Funktionen wirken,

die auf der Mannigfaltigkeit de�niert sind. Sei X ∈ X(M) und f ∈ C∞(M). Da durch Def.

3.8 Tangentialvektoren auch als Abbildung von C∞ nach R interpretiert werden können, kann

eine Funktion de�niert werden durch p 7→ (X(p))(f), die vonM nach C∞(M) abbildet. Der

Ausdruck (X(p))(f) ist ein Tangentialvektor nach De�nition 3.8. Durch die Funktion

f 7→ (p 7→ (X(p))(f))

ist ein Isomorphismus von C∞(M) nach C∞(M) gegeben [34].
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3.2 Tangentialvektoren, Vektorfelder und Di�erentiale

De�nition 3.11 (Vektorfeld II, siehe [54, 26, 21]) Sei f ∈ C∞(M), p ∈M und ξp(f) ∈

C∞(M). Die Abbildung

X : C∞(M)→ C∞(M),

X(f)(p) = ξp(f)

heiÿt Vektorfeld und weist jeder Funktion f die Tangentialvektoren im Punkte p zu.

Das Vektorfeld X(f)(p) ist also die Richtungsableitung von f in Richtung X.

Für jedes Vektorfeld X : C∞(M)→ C∞(M) und für alle α, β ∈ R, f, g ∈ C∞(M) gilt

X(αf + βg) = αX(f) + βX(g),

X(fg) = X(f)g + fX(g),
(3.2)

wobei die Multiplikation eines Vektorfeldes mit einer Funktion auf M de�niert ist durch:

(gX(f))(p) = g(p)X(f)(p) [54, 1, 21]. Mit diesen Eigenschaften bilden die Vektorfelder einen

Vektorraum [26].

Seien X,Y ∈ X(M) zwei glatte Vektorfelder und damit stetig di�erenzierbare Funktionen

X,Y : C∞(M) → C∞(M). Die Vektorfelder können miteinander verknüpft werden, so dass

(X◦Y )(f) = X(Y (f)). Eine derartige Verknüpfung erfüllt jedoch nicht die Eigenschaften (3.2),

hauptsächlich, weil sie zweite Ableitungen enthält [54, 26]. Durch den sogenannten Vektorfeld-

Kommutator als Verknüpfung bleiben die Eigenschaften (3.2) erhalten:

Satz 3.1 (Vektorfeld-Kommutator) Seien X,Y ∈ X(M) und sei eine Verknüpfung der

Vektorfelder de�niert durch

[., .] : X(M)× X(M)→ X(M),

[X,Y ](f) = X(Y (f))− Y (X(f)), ∀f ∈ C∞(M).

Dann ist [X,Y ](f) ∈ X(M) und erfüllt damit die Gleichungen (3.2). Die Verknüpfung heiÿt

Vektorfeld-Kommutator.

Beweis: (siehe [26]) Zu zeigen ist, dass für alle α, β ∈ R und f, g ∈ C∞(M) die Gleichungen

(3.2) erfüllt sind, also dass [X,Y ](αf + βg) = α[X,Y ](f) + β[X,Y ](g) und [X,Y ](fg) =

[X,Y ](f)g + f [X,Y ](g) gilt.
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Für X,Y ∈ X(M) gilt:

[X,Y ](αf + βg) = X(Y (αf + βg))− Y (X(αf + βg))

= X(αY (f) + βY (g))− Y (αX(f) + βX(g))

= αX(Y (f)) + βX(Y (g))− αY (X(f))− βY (X(g))

= α[X,Y ](f) + β[X,Y ](g).

[X,Y ](fg) = X(Y (fg))− Y (X(fg))

= X(Y (f)g + f(Y (g)))− Y (X(f)g + fX(g))

= X(Y (f))g + Y (f)X(g) +X(f)Y (g) + fX(Y (g))

− Y (X(f))g −X(f)Y (g)− Y (f)X(g)− fY (X(g))

= [X,Y ](f)g + f [X,Y ](g).

�

Ein weiterer Begri� ist für die Betrachtungen in den nächsten Kapiteln von Bedeutung, und

zwar das Di�erential einer stetig di�erenzierbaren Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten.

Di�erential Die Abbildung F :M→N ist eine Abbildung zwischen zwei Mannigfaltigkeiten

M und N . Sie ist genau dann unendlich oft stetig di�erenzierbar, wenn für alle f ∈ C∞(N )

die Funktion f ◦ F :M→ R aus dem C∞(M) ist.

Das Di�erential einer Abbildung zwischen zwei Mannigfaltigkeiten ist ihre Richtungsableitung

in Richtung eines Tangentialvektors [54, 1, 21].

De�nition 3.12 (Di�erential) Für eine unendlich oft stetig di�erenzierbare Funktion F :

M → N zwischen zwei Mannigfaltigkeiten M, N ist das Di�erential DF : TM → TN

eine Abbildung zwischen den Tangentialbündeln vonM und N und das Di�erential von F im

Punkte p ∈M eine Abbildung zwischen den Tangentialräumen vonM und N im Punkt p bzw.

F (p) und es gilt für alle ξp ∈ TpM, f ∈ C∞(N ):

DF : TM→N ,

(DF )p : TpM→ TF (p)N ,

(DF )p(ξp(f)) = ξp(f ◦ F ).
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Abbildung 3.6: Das Di�erential (DF )p einer Funktion F : M → N bildet einen Tangentialvektor

ξp ∈ TpM auf den Tangentialvektor (DF )p(ξp) ∈ TF (p)N ab (Abb. aus [1]).

Wird ein Punkt p ∈ M durch eine Abbildung F : M → N auf den Punkt F (p) ∈ N

abgebildet, so bildet das Di�erential von F , (DF )p, einen Tangentialvektor ξp ∈ TpM auf

einen Tangentialvektor (DF )p(ξp) ∈ TF (p)N ab (vgl. Abb. 3.6).

In der Literatur �ndet man das Di�erential auch unter dem Namen Pushforward [26].

Mit Hilfe des Di�erentials kann eine weitere Eigenschaft des Vektorfeld-Kommutators gegeben

werden, welche im nächsten Kapitel Verwendung �nden wird. Angenommen, die Funktion

F :M→N ist ein Di�eomorphismus. Dann gilt für X,Y ∈ X(M):

DF ([X,Y ]) = [DF (X), DF (Y )]. (3.3)

Der Beweis kann nachgelesen werden in [26].

Zum Abschluss dieses Kapitels wird der Satz der lokalen Invertierbarkeit, allerdings ohne

Beweis, angegeben. Dieser Satz wird für die Betrachtungen im nächsten Kapitel benötigt. Der

Beweis ist z.B. nachzulesen in [25, 21, 4].

Satz 3.2 (Satz der lokalen Invertierbarkeit) Seien M,N zwei Mannigfaltigkeiten und

F : M → N eine Abbildung. Ist das Di�erential (DF )p von F in einem Punkt p ∈ M

ein Isomorphismus, so gibt es eine o�ene Umgebung U ⊂ M von p derart, dass V := F (U)

eine o�ene Umgebung von F (p) ist und die auf U eingeschränkte Abbildung FU : U → V ein

Di�eomorphismus und damit invertierbar ist.
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In diesem Kapitel wurde die di�erenzierbare Mannigfaltigkeit und einige Begri�e, wie der

Tangentialraum und die Vektorfelder, eingeführt, die für die Theorie der Lie-Gruppen, die im

nächsten Kapitel näher erläutert wird, von groÿer Bedeutung sind. Es wurden jeweils zwei De-

�nitionen für Tangentialvektoren an Mannigfaltigkeiten und für Vektorfelder auf Mannigfaltig-

keiten präsentiert. De�niert wurden der Tangentialraum an einem Punkt der Mannigfaltigkeit,

der ein Vektorraum ist, und das Di�erential einer Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten.
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4 Einführung in die Theorie der Lie-Gruppen

Kapitel 4

Einführung in die Theorie der

Lie-Gruppen

In diesem Kapitel werden ausgesuchte Begri�e aus der Theorie der Lie-Gruppen präsentiert,

die für die Einführung von Optimierungsverfahren auf Lie-Gruppen benötigt werden. Das im

nächsten Kapitel betrachtete Optimierungsverfahren auf Lie-Gruppen bestimmt, ausgehend

von einem Startwert, in jedem Iterationsschritt eine Suchrichtung und berechnet aus dieser

und der aktuellen Iterierten einen neuen Kandidaten für einen Optimierer. Bei der Optimie-

rung auf Lie-Gruppen ist nicht sichergestellt, dass die neue Iterierte wieder in der Lie-Gruppe

liegt, da die Suchrichtung im Allgemeinen nicht Element der Lie-Gruppe ist. Die Suchrichtung

ist ein Element der sogenannten Lie-Algebra der Lie-Gruppe.

Eine bestimmte Menge von Vektorfeldern, die linksinvarianten Vektorfelder, bildet die Lie-

Algebra eine Lie-Gruppe. Es wird gezeigt, dass der Tangentialraum am neutralen Element der

Lie-Gruppe isomorph zu der Menge der linksinvarianten Vektorfelder ist und somit mit der

Lie-Algebra der Lie-Gruppe identi�ziert werden kann.

Schlieÿlich wird die Exponentialabbildung de�niert, die einen Zusammenhang herstellt zwi-

schen der Lie-Gruppe und ihrer Lie-Algebra und damit eine Verknüpfung liefert für die aktuelle

Iterierte und der Suchrichtung im Optimierungsverfahren.

Die Begri�e aus diesem Kapitel stammen überwiegend aus den folgenden Werken: [34, 54, 20,

26, 29, 21, 45].
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4.1 Lie-Gruppen und Lie-Algebren

De�nition 4.1 (Lie-Gruppe, siehe [54, 26, 21, 45]) Eine Lie-Gruppe G ist eine di�eren-

zierbare Mannigfaltigkeit und gleichzeitig eine Gruppe, so dass die Gruppenverknüpfung

(σ, τ) 7→ σ ∗ τ : G × G → G

und die Inversenbildung

τ 7→ τ−1 : G → G

di�erenzierbare Di�eomorphismen sind.

Da eine Lie-Gruppe eine di�erenzierbare Mannigfaltigkeit ist, können die Begri�e des Tangen-

tialvektors, des Tangentialraums, des Vektorfeldes und des Di�erentials auf die Lie-Gruppe

übertragen werden. Zusätzlich hat die Lie-Gruppe eine Gruppenstruktur:

De�nition 4.2 (Gruppe) Eine Gruppe (G, ∗) ist eine Menge G mit einer Verknüpfung

∗ : G×G→ G, (σ, τ) 7→ σ ∗ τ , die folgende Bedingungen erfüllt:

(i) Assoziativität: σ, τ, ρ ∈ G : (σ ∗ τ) ∗ ρ = σ ∗ (τ ∗ ρ),

(ii) Existenz eines neutralen Elements: ∃ ε ∈ G, so dass ∀ σ ∈ G : σ ∗ ε = ε ∗ σ = σ,

(iii) Existenz eines inversen Elements: ∀ σ ∈ G ∃ σ−1 ∈ G, so dass σ ∗ σ−1 = σ−1 ∗ σ = ε.

Da die Lie-Gruppe G eine Gruppe ist, können Elemente von G verknüpft werden, es existiert

ein neutrales Element ε ∈ G und für jedes Element aus G ein Inverses.

Zur Veranschaulichung folgen hier zwei Beispiele für Lie-Gruppen:

• Die reellen Zahlen R und der euklidische Raum Rn bilden Lie-Gruppen unter der Addi-

tion.

• Die general linear group GL(n,R) ist eine n2-dimensionale di�erenzierbare Mannigfal-

tigkeit (vgl. Kapitel 3) und bildet mit der Matrizenmultiplikation eine Gruppe. Da die

Multiplikation und die Invertierung von Matrizen rationale Funktionen in deren Einträ-

gen sind, sind diese di�erenzierbar [26].
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In den folgenden Kapiteln wird ein Optimierungsverfahren auf Lie-Gruppen betrachtet, das

zu der Klasse der Newton-Methoden gehört. Die Suchrichtung dieses Verfahrens liegt bei der

Optimierung auf Lie-Gruppen in der sogenannten Lie-Algebra der Lie-Gruppe.

De�nition 4.3 (Lie-Algebra, Lie-Klammer, siehe [20, 26, 45]) Eine Lie-Algebra g ist

ein R-Vektorraum mit einer Abbildung

[. , .] : g× g→ g,

die folgende Eigenschaften für alle X,Y, Z ∈ g und für alle a, b ∈ R erfüllt:

(i) [aX + bY, Z] = a[X,Z] + b[Y,Z],

[Z, aX + bY ] = a[Z,X] + b[Z, Y ] (Bilinearität),

(ii) [X,Y ] = −[Y,X] (Antisymmetrie),

(iii) [[X,Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0 (Jacobi-Identität).

Die Abbildung [., .] heiÿt Lie-Klammer.

Beispiele für Lie-Algebren mit Lie-Klammern sind:

1. Der euklidische R3 mit dem Kreuzprodukt [x, y] = x × y als Lie-Klammer ist eine 3-

dimensionale Lie-Algebra [20].

2. Der Vektorraum M(n,R) der reellen n × n Matrizen ist eine Lie-Algebra mit folgender

Lie-Klammer [26, 45]:

[A,B] = AB −BA.

3. Der Tangentialraum am neutralen Element einer di�erenzierbaren Mannigfaltigkeit ist

eine Lie-Algebra mit dem Vektorfeld-Kommutator als Lie-Klammer [20, 26, 45].

4. Ist G eine Lie-Gruppe, dann ist die Menge der linksinvarianten Vektorfelder auf G (s.u.)

eine Lie-Algebra mit dem Vektorfeld-Kommutator als Lie-Klammer [20, 26, 45].

Die beiden letztgenannten Beispiele sind die wichtigsten Lie-Algebren für die Betrachtungen in

dieser Arbeit. Sie werden beide als die Lie-Algebra der Lie-Gruppe bezeichnet. Im Folgenden
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wird die Menge der linksinvarianten Vektorfelder auf Lie-Gruppen eingeführt. Ferner wird ge-

zeigt, dass diese mit dem Vektorfeld-Kommutator als Lie-Klammer eine Lie-Algebra bildet und

dass der Tangentialraum TεG am neutralen Element ε ∈ G ebenfalls eine Lie-Algebra ist. Die-

se beiden Lie-Algebren sind isomorph zueinander und können somit miteinander identi�ziert

werden.

Linksinvariante Vektorfelder Die Funktion Lσ bezeichne für ein σ ∈ G die Linksverknüp-

fung zweier Elemente aus der Lie-Gruppe:

Lσ : G → G mit Lσ(τ) = σ ∗ τ.

Das Di�erential DLσ (für das Di�erential vgl. Def. 3.12) der Linksverknüpfung Lσ kann als

Linkstranslation interpretiert werden und

(DLσ)τ : TτG → Tσ∗τG.

Mit der Linksverknüpfung kann man eine besondere Menge von Vektorfeldern de�nieren, die

linksinvarianten Vektorfelder:

De�nition 4.4 (linksinvariante Vektorfelder, siehe [54, 26, 45]) Ein glattes Vektorfeld

X ∈ X(G) (X : G → TG) heiÿt linksinvariant, falls ∀σ, τ ∈ G gilt

X(σ ∗ τ) = (DLσ)τ (X(τ)),

wobei X(τ) ∈ TτG. Die Menge der linksinvarianten glatten Vektorfelder wird mit X∗(G) be-

zeichnet .

Die Interpretation dieser sehr formalen De�nition ist folgende: Erzeugt man einen Tangential-

vektor X(τ) ∈ TτG durch ein linksinvariantes Vektorfeld X, transliert ihn durch das Di�eren-

tial der Linksverknüpfung in den Tangentialraum von Tσ∗τG (das Di�erential (DLσ)τ bildet

von TτG nach Tσ∗τG ab), dann ist X(σ ∗ τ) der so erzeugte Tangentialvektor, d.h. der Vektor,

auf den X das Element σ ∗ τ abbildet (vgl. dazu Abb. 4.1).

Jedes linksinvariante Vektorfeld ist eindeutig bestimmt durch seinen Wert am neutralen Ele-

ment ε ∈ G. Dies bedeutet, dass für X,Y ∈ X∗(G) mit X(ε) = Y (ε) gilt X = Y . Die Gleichheit
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Abbildung 4.1: Betrachtet man ein linksinvariantes Vektorfeld X, so ist X(σ ∗ τ) derselbe Tangenti-

alvektor, den man erhält, wenn man X(τ) ∈ TτG durch das Di�erential der Linksverknüpfung (DLσ)τ

auf den Tangentialraum Tσ∗τG abbildet (Abb. aus [1]).

X = Y folgt aus [45]:

X(σ) = X(σ ∗ ε) = (DLσ)ε(X(ε)), da X ∈ X∗(G)

= (DLσ)ε(Y (ε)), da X(ε) = Y (ε)

= Y (σ ∗ ε), da Y ∈ X∗(G)

= Y (σ).

Diese Eigenschaft von linksinvarianten Vektorfeldern wird später noch benutzt, um die Menge

X∗(G) mit dem Tangentialraum TεG am neutralen Element zu identi�zieren.

Die Lie-Algebra der LieGruppe Die linksinvarianten glatten Vektorfelder auf G bilden

einen Vektorraum [26]. Damit sie auch eine Lie-Algebra bilden, wird eine Abbildung benö-

tigt, die die Eigenschaften der Lie-Klammer (vgl. Def. 4.3) erfüllt. Diese Abbildung ist der

Vektorfeld-Kommutator (vgl. Def. 3.1).

Satz 4.1 Die Menge der linksinvarianten Vektorfelder bildet eine Lie-Algebra mit dem Vek-

torfeld-Kommutator als Lie-Klammer.

Beweis: Es ist bereits bekannt, dass X∗(G) einen Vektorraum bildet. Zu zeigen ist noch, dass

der Vektorfeld-Kommutator eine Abbildung der Form [. , .] : X∗(G)× X∗(G)→ X∗(G) ist (Teil

(a)) und die Eigenschaften einer Lie-Klammer (Def. 4.3) erfüllt (Teil (b)).

Teil (a): Da nach der De�nition für linksinvariante Vektorfelder X,Y ∈ X∗(G) (Def. 4.4) gilt,
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dass DLσ(X) = X und DLσ(Y ) = Y und da die Funktion Lσ : G → G ein Di�eomorphismus

ist, gilt (vgl. Gleichung (3.3)):

DLσ([X,Y ]) = [DLσ(X), DLσ(Y )] = [X,Y ].

Damit ist auch die Verknüpfung zweier linksinvarianter Vektorfelder mit dem Vektorfeld-

Kommutator ein linksinvariantes Vektorfeld: [X,Y ] ∈ X∗(G).

Teil (b): Der Vektorfeld-Kommutator erfüllt die Eigenschaften der Lie-Klammer (Bilineari-

tät, Antisymmetrie, Jacobi-Identität):

Seien a, b ∈ R und X,Y, Z ∈ X∗(G). Es gilt:

(i) Bilinearität:

[aX + bY, Z] = (aX + bY )(Z)− Z(aX + bY )

= aX(Z) + bY (Z)− Z(aX)− Z(bY )

= aX(Z)− aZ(X) + bY (Z)− bZ(Y )

= a[X,Z] + b[Y,Z].

Analog für [Z, aX + bY ] = a[Z,X] + b[Z, Y ].

(ii) Antisymmetrie:

[X,Y ] = X(Y )− Y (X)

= −(Y (X)−X(Y ))

= −[Y,X].

(iii) Jacobi-Identität:

[[X,Y ], Z] = [X(Y )− Y (X), Z]

= [X(Y ), Z]− [Y (X), Z]

= X(Y (Z))− Z(X(Y ))− Y (X(Z)) + Z(Y (X)).

[[Y,Z], X] = [Y (Z)− Z(Y ), X]

= [Y (Z), X]− [Z(Y ), X]

= Y (Z(X))−X(Y (Z))− Z(Y (X)) +X(Z(Y )).

[[Z,X], Y ] = [Z(X)−X(Z), Y ]

= [Z(X), Y ]− [X(Z), Y ]

= Z(X(Y ))− Y (Z(X))−X(Z(Y )) + Y (X(Z)).
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4.1 Lie-Gruppen und Lie-Algebren

Da alle Summanden sich wegheben, ist

[[X,Y ], Z] + [[Y,Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0.

�

Vergleiche für den Beweis auch [26, 45]. Mit dem Vektorfeld-Kommutator werden zwei links-

invariante Vektorfelder miteinander verknüpft. Da linksinvariante Vektorfelder eindeutig be-

stimmt sind durch ihren Wert am neutralen Element der Lie-Gruppe G, kann eine Abbildung

de�niert werden, die zwei Elemente des Tangentialraums TεG miteinander verknüpft. Seien

X,Y ∈ X∗(G) mit X(ε) = ξε ∈ TεG und Y (ε) = ηε ∈ TεG. Die Verknüpfung von ξε und ηε

wird de�niert durch:

[ξε, ηε] = [X(ε), Y (ε)] := [X,Y ](ε), (4.1)

wobei die Klammer auf der rechten Seite der Kommutator für Vektorfelder ist.

Da die Verknüpfung (4.1) über den Vektorfeld-Kommutator de�niert wurde und dieser die

Eigenschaften einer Lie-Klammer erfüllt, erfüllt auch die Verknüpfung (4.1) die Eigenschaften

der Lie-Klammer. Da der Tangentialraum TεG ein Vektorraum ist (vgl. Kapitel 3), bildet TεG

zusammen mit der Verknüpfung (4.1) eine Lie-Algebra mit Lie-Klammer.

Der folgende Satz zeigt, dass die Lie-Algebren X∗(G) und TεG isomorph zueinander sind. Zwei

Mengen heiÿen isomorph zueinander, wenn ein Isomorphismus zwischen den Mengen existiert.

Damit ist es egal, ob der Raum der linksinvarianten Vektorfelder oder der Tangentialraum am

neutralen Element betrachtet wird.

Satz 4.2 Die Menge der linksinvarianten Vektorfelder X∗(G) ist isomorph zum Tangential-

raum TεG am neutralen Element ε ∈ G der Lie-Gruppe G.

Beweis: Wenn X∗(G) und TεG isomorph zueinander sind, gibt es einen Isomorphismus (einen

bijektiven Homomorphismus, vgl. Def. 3.3) zwischen ihnen. Sei F eine Abbildung mit

F :X∗(G)→ TεG

X 7→ X(ε).

Nun ist zu zeigen, dass F ein Homomorphismus (Teil (a)) und bijektiv (Teil (b)) ist.
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4.1 Lie-Gruppen und Lie-Algebren

Teil (a): Es gilt ∀X,Y ∈ X∗(G), ∀α ∈ R:

F (X + Y ) = (X + Y )(ε) = X(ε) + Y (ε) = F (X) + F (Y ),

F (αX) = (αX)(ε) = αX(ε) = αF (X).

⇒ F ist ein Homomorphismus.

Teil (b): Injektivität: Angenommen F (X) = F (Y ). Daraus folgt, dass X(ε) = Y (ε). Dieses

gilt nur, wennX = Y , da linksinvariante Vektorfelder eindeutig durch ihren Wert am neutralen

Element bestimmt sind. Also ist F injektiv.

Surjektivität: Sei v ∈ TεG und X(σ) = (DLσ)ε(v) ein Vektorfeld mit σ ∈ G. Zu zeigen ist, dass

X ∈ X∗(G), also dass X(τ ∗σ) = (DLτ )σ(X(σ)). Dann kann jedes Element von TεG durch ein

linksinvariantes Vektorfeld dargestellt werden. Sei τ ∈ G, dann gilt Lτ∗σ = Lτ ◦Lσ. Damit gilt

(DLτ )σ(X(σ)) = (DLτ )σ((DLσ)ε(v))

= (DLτ∗σ)ε(v)

= X(τ ∗ σ).

Der Beweis ist auch nachzulesen in [26, 45].

⇒ X ∈ X∗(G) und die Umkehrung von F existiert.

⇒ F ist ein Isomorphismus und X∗(G) und TεG sind isomorph zueinander. �

Da X∗(G) und TεG isomorph zueinander sind, werden sie im Folgenden beide mit g bezeichnet

und heiÿen die Lie-Algebra g der Lie-Gruppe G.

Damit gibt es zwei De�nitionen der Lie-Algebra einer Lie-Gruppe:

1. g als Raum der linksinvarianten Vektorfelder X∗(G) mit dem Vektorfeld-Kommutator

(Def. 3.1) als Lie-Klammer,

2. g als Tangentialraum TεG von G im neutralen Element ε ∈ G mit der Verknüpfung (4.1)

als Lie-Klammer.

Da die beiden Lie-Algebren isomorph zueinander sind, ist es egal, welche De�nition verwendet

wird.
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4.2 Die Exponentialabbildung

Im vorherigen Abschnitt wurde die Lie-Algebra einer Lie-Gruppe beschrieben. Sie ist wichtig

für das Optimierungsverfahren auf Lie-Gruppen, das in den weiteren Kapiteln behandelt wird,

da die Suchrichtung dieses Verfahrens in der Lie-Algebra liegt. Bei Optimierungsverfahren auf

Vektorräumen wird im jeweiligen Iterationsschritt der neue Kandidat für einen Minimierer

durch eine Suchrichtung bestimmt. Diese wird mit der aktuellen Iterierten durch Addition

verknüpft. Auf Lie-Gruppen führt dieses Vorgehen zu Problemen. Zum einen kann man im

Allgemeinen die Elemente der Lie-Gruppe und der Lie-Algebra nicht addieren. Zum anderen ist

nicht sichergestellt, dass die Verknüpfung eines Elementes der Lie-Algebra mit einem Element

der Lie-Gruppe wieder in der Lie-Gruppe liegt.

Ein gängiges Hilfsmittel, um eine Beziehung zwischen den Elementen der Lie-Gruppe und der

Lie-Algebra herzustellen, ist die Exponentialabbildung [1]. Sie bildet von der Lie-Algebra in die

Lie-Gruppe ab und liefert damit neben anderen Eigenschaften eine Verknüpfung für Elemente

der Lie-Algebra mit den Elementen der Lie-Gruppe.

Dieser Abschnitt gibt einen kurzen Einblick in die Exponentialabbildung. Es werden die Ei-

genschaften beschrieben, die für die Optimierung auf Lie-Gruppen von Bedeutung sind. Für

eine detailiertere Einführung in die Exponentialabbildung siehe [1, 26, 21, 45].

Die Exponentialabbildung wird über eine Integralkurve und als Lösung eines Anfangswert-

problems beschrieben. Eine Integralkurve eines Vektorfeldes ist eine stetig di�erenzierbare

Kurve, deren Tangentialvektoren in allen Punkten mit dem jeweiligen Wert des Vektorfeldes

übereinstimmen. Die Menge aller Integralkurven eines Vektorfeldes bildet den Fluss dieses

Vektorfeldes. Damit kann man sich die Bewegung eines Teilchens auf einer Lie-Gruppe (oder

allgemein auf einer Mannigfaltigkeit) vorstellen. Ist ein Vektorfeld X ∈ X∗(G) gegeben, dann

bewegt sich das Teilchen in einem Punkt σ ∈ G mit der Geschwindigkeit X(σ) (vgl. Abb. 4.2).

De�nition 4.5 (Integralkurve, siehe [26]) Sei X ein Vektorfeld auf G und σ ∈ G. Eine

stetig di�erenzierbare Kurve γ : I ⊂ R→ G heiÿt Integralkurve von X durch σ, wenn

γ(t0) = σ, t0 ∈ I,

γ̇(t) = X(γ(t)), ∀t ∈ I.
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Abbildung 4.2: Fluss eines Teilchens (dargestellt durch die grauen Kreise), gestartet im Punkt σ.

Der Fluss ist die Integralkurve γ vom Vektorfeld X (dargestellt durch die Pfeile) durch den Punkt σ.

Startet das Teilchen in einem anderen Punkt, ist die Integralkurve ein andere (Abb. aus [48]).

Die Integralkurve heiÿt maximale Integralkurve, wenn der De�nitionsbereich I maximal ist.

Der Punkt σ ∈ G heiÿt Startpunkt von γ, falls t0 = 0.

Mit anderen Worten, der Tangentialvektor von γ entspricht an jedem Punkt dem von X gege-

benen Tangentialvektor an diesem Punkt. Es kann gezeigt werden, dass jedes glatte Vektorfeld

in jedem Punkt eine eindeutige maximale Integralkurve bestimmt [26].

Die Integralkurven von linksinvarianten Vektorfelder bilden sogenannte Ein-Parameter-Unter-

gruppen [26, 21], d.h. Lie-Gruppen-Homomorphismen, die von den reellen Zahlen in die Lie-

Gruppe G abbilden [26]:

De�nition 4.6 (Ein-Parameter-Untergruppe, siehe [26, 21]) Sei (G, ∗) eine Lie-Grup-

pe mit neutralem Element ε ∈ G. Eine Familie von Elementen (γ(t))t∈R von G heiÿt Ein-

Parameter-Untergruppe von G genau dann, wenn

1. γ(0) = ε und

2. γ(t1) ∗ γ(t2) = γ(t1 + t2).

Mit Hilfe der Integralkurven kann nun die Exponentialabbildung de�niert werden, die eine

stetig di�erenzierbare Abbildung von der Lie-Algebra in die Lie-Gruppe ist.

38
Universität zu Lübeck

Institute of Mathematics and Image Computing



4.2 Die Exponentialabbildung

Abbildung 4.3: Die Exponentialabbildung exp : g → G bildet ein Element der Lie-Algebra auf ein

Element der Lie-Gruppe ab. Das Element exp(X) ist das Element, das man erhält, wenn man dem

Fluss des Vektorfeldes X für eine Zeiteinheit lang folgt (Abb. aus [1]).

De�nition 4.7 (Exponentialabbildung, siehe [26, 21]) Sei X ∈ g (X ist ein linksinva-

riantes Vektorfeld), ε ∈ G das neutrale Element der Lie-Gruppe G und γ(t) die Integralkurve

von X mit dem Startpunkt ε, d.h.

γ̇(t) = X(γ(t)),

γ(0) = ε.

Es wird exp(X) := γ(1) gesetzt. Die Abbildung

exp : g→ G

X 7→ exp(X)

heiÿt Exponentialabbildung.

Aus der Eindeutigkeit der Integralkurven folgt auch die Eindeutigkeit der Exponentialabbil-

dung [26].

Für ein X ∈ g ist exp(X) ∈ G das Element, das man erhält, wenn man im neutralen Element

von G dem Fluss des Feldes X eine Zeiteinheit lang folgt (vgl. Abb. 4.3).

Der Satz 4.3 liefert einige wichtige Eigenschaften der Exponentialabbildung:

Satz 4.3 Sei G eine Lie-Gruppe und g die zugehörige Lie-Algebra mit den neutralen Elementen

ε ∈ G und 0 ∈ g. Dann gilt:
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(i) Die Exponentialabbildung exp : g→ G ist stetig di�erenzierbar.

(ii) Für jedes X ∈ g ist γ(t) = exp(tX) die Ein-Parameter-Untergruppe, die von X erzeugt

wird.

(iii) Für X ∈ g gilt exp ((s+ t)X) = exp(sX) ∗ exp(tX).

(iv) Das Di�erential der Exponentialabbildung D exp : T0g→ TεG ist die Identitätsabbildung.

(v) Die Exponentialabbildung ist in einer o�enen Umgebung von 0 ∈ g ein Di�eomorphismus

in eine o�ene Umgebung von ε ∈ G.

Beweis: (Vgl. dazu [26])

(i): Sei γεX die Integralkurve eines Vektorfeldes X ∈ X∗(G) mit dem Startpunkt ε. Um (i)

zu beweisen, muss gezeigt werden, dass γεX(1) in X stetig di�erenzierbar ist. Dieses kann mit

einem Umweg über Produktmannigfaltigkeiten gezeigt werden, was in [26] nachzulesen ist.

(ii): Die Ein-Parameter-Untergruppe, die von X erzeugt wird, ist die Integralkurve von X mit

dem Startpunkt ε. Um (ii) zu beweisen, muss gezeigt werden, dass exp(tX) = γεX(t), also dass

γεtX(1) = γεX(t). (4.2)

Es wird sogar gezeigt, dass für alle s, t ∈ R gilt

γεtX(s) = γεX(st),

woraus sich natürlich (4.2) ergibt.

Sei t ∈ R beliebig, aber fest gewählt und sei c : R→ G eine stetig di�erenzierbare Kurve mit

c(s) = γεX(st).

Mit der Kettenregel gilt:

ċ(s) = t γ̇εX(st) = tX(γεX(st)) = tX(c(s)).

Deswegen und weil c(0) = γεX(0) = ε, ist c eine Integralkurve des Vektorfeldes tX mit dem

Startpunkt ε. Wegen der Eindeutigkeit von Integralkurven ist damit c(s) = γεtX(s) und (ii) ist

bewiesen.

(iii): Dies folgt direkt aus den Eigenschaften der Ein-Parameter-Untergruppen (Def. 4.6) und

insbesondere daraus, dass Ein-Parameter-Untergruppen Gruppen-Homomorphismen sind.

(iv): Das Di�erential bildet von dem Tangentialraum des De�nitionsbereiches in den Tangenti-

alraum des Zielbereiches ab. Der De�nitionsbereich von der Exponentialabbildung ist g und da
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g ein Vektorraum ist, gilt T0g = g. Also ist D exp : g→ g eine Abbildung von der Lie-Algebra

in die Lie-Algebra.

Sei jetzt X ∈ g beliebig und η : R→ g eine Kurve mit η(t) = tX. Dann ist η̇(0) = X und mit

(ii) folgt:

D exp(X) = D exp(η̇(0)) = ˙(exp ◦ η)(0) =
d
dt

exp(tX)
∣∣∣∣
t=0

= X.

(v): Nach dem Satz der lokalen Umkehrbarkeit (Satz 3.2) ist eine di�erenzierbare Abbildung

mit invertierbarem Di�erential lokal ein Di�eomorphismus. Das Di�erential D exp(X) = X ist

die Identitätsabbildung und damit o�ensichtlich ein Isomorphismus. Damit gilt die Behaup-

tung. �

Die wichtigsten Aussagen des Satzes sind, dass die Exponentialabbildung lokal ein Di�eo-

morphismus von einer o�enen Umgebung von 0 ∈ g in eine o�ene Umgebung ε ∈ G ist und

dass D exp(X) = X. Damit kann nun ein Element der Lie-Algebra auf sinnvolle Weise auf

ein Element der Lie-Gruppe abgebildet werden. Anschaulich wird sozusagen ein Lot von der

Lie-Algebra auf die Lie-Gruppe gefällt.

Betrachtet man Matrix-Lie-Gruppen (z.B. GL(n,R), siehe oben), ist die Exponentialabbildung

für t ∈ R und X ∈ g ⊂ Rn×n gegeben durch das Matrix-Exponential [20, 26]:

exp(tX) =
∞∑
k=0

tk

k!
Xk. (4.3)

Ableitungen von Funktionen auf di�erenzierbaren Mannigfaltigkeiten Sei f ∈ C∞(G)

eine Funktion auf der Lie-Gruppe. Für die Optimierungsverfahren auf Lie-Gruppen, die im

nächsten Kapitel beschrieben werden, wird eine Taylorentwicklung von f benötigt.

Die Ableitungen von f sind abhängig von der speziellen Wahl der Karte (vgl. (3.1)). In [29]

wurde dafür eine Karte vorgestellt. Sei G eine Lie-Gruppe, g die zugehörige Lie-Algebra

und {e1, . . . , en} eine Basis von g. Jedes Element u ∈ g kann dargestellt werden durch

u =
∑n

i=1 uiei. Auf die spezielle Wahl der Basis und wie diese die Ableitungen von f be-

ein�usst, wird in dieser Arbeit nicht näher eingegangen.

Sei (U , ϕ) eine Karte von G mit [29]

ϕ (σ ∗ exp(u)) = (u1, . . . , un)T = u.
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Damit ist ϕ−1(u) = σ ∗ exp(u). Für die partiellen Ableitungen der Interpretation von f be-

züglich dieser Karte gilt

∂

∂ui

(
f ◦ ϕ−1

)∣∣∣∣
u=ϕ(σ)

=
∂

∂ui
f(σ ∗ exp(u))

∣∣∣∣
u=ϕ(p)

.

Die Koordinaten u1, . . . , un können benutzt werden, um eine Taylorentwicklung zweiter Ord-

nung anzugeben [47, 49, 29, 45]:

f(σ ∗ exp(u)) = f(σ) + dfσ(0)u+
1
2
uTHf

σ (0)u+O(‖u‖3) (4.4)

mit dfσ(0) ∈ R1×n, Hf
σ (0) ∈ Rn×n und

(dfσ(0))i =
∂

∂ui
f(σ ∗ exp(u))

∣∣∣∣
u=0

und(
Hf
σ (0)

)
i,j

=
∂

∂ui∂uj
f(σ ∗ exp(u))

∣∣∣∣
u=0

.

Die Ableitung der Funktion f ist abhängig von der Wahl der Karte ϕ. Inwiefern die Wahl der

Karte ϕ die Ableitungen und damit die Taylorformel beein�usst, wurde nicht weiter untersucht.

In diesem Kapitel wurde der Begri� der Lie-Gruppe und der Lie-Algebra einer Lie-Gruppe

eingeführt. Die Exponentialabbildung liefert eine Beziehung zwischen der Lie-Algebra und der

Lie-Gruppe, da sie von der einen in die andere abbildet. Mit Hilfe dieser Begri�e können im

nächsten Kapitel Optimierungsmethoden auf Lie-Gruppen vorgestellt werden.
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Kapitel 5

Optimierung auf Lie-Gruppen zur

Bildregistrierung

Die Bildregistrierungsmethode, die in dieser Arbeit betrachtet wird [49], basiert auf einer Op-

timierung auf Lie-Gruppen. Mit den in Kapitel 3 und Kapitel 4 eingeführten Begri�en der Dif-

ferentialgeometrie und der Lie-Gruppen-Theorie können nun Optimierungsverfahren auf Lie-

Gruppen beschrieben werden. Für weiterführende Informationen zu Lie-Gruppen-Methoden

und Optimierung auf Lie-Gruppen siehe [24, 37].

Für die Optimierung werden in dem Registrierungsrahmen aus [49] Newton-Methoden verwen-

det. Diese Verfahren minimieren eine Zielfunktion, indem sie ausgehend von einem Startwert

und einer Schrittweite iterativ eine Suchrichtung bestimmen und diese mit der aktuellen ite-

rierten verknüpfen.

In diesem Kapitel wird im ersten Teil ein kurzer Überblick über Newton-Methoden auf Vek-

torräumen gegeben. Im Anschluÿ daran wird ein spezielles Verfahren, das Gauÿ-Newton-

Verfahren, für die Optimierung auf Lie-Gruppen angepasst [49]. Der wichtigste Unterschied

zwischen den hier betrachteten Optimierungsverfahren auf Vektorräumen und auf Lie-Gruppen

besteht in der Verknüpfung der Suchrichtung mit der aktuellen Iterierten und der Berechnung

der Ableitung. Auf Vektorräumen liegen sowohl die Iterierte als auch die Suchrichtung im Vek-

torraum, so dass diese durch Addition verknüpft werden können. Auf Lie-Gruppen liegt die

Iterierte in der Lie-Gruppe, während die Suchrichtung in der Lie-Algebra der Lie-Gruppe liegt

[29]. Die Verknüpfung wird in dem Fall durch die Exponentialabbildung realisiert [1, 29]. Die
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Ableitungen von Funktionen werden über Einbettungen der Lie-Gruppe in einen euklidischen

Raum berechnet [49, 26].

Im zweiten Teil wird die Bildregistrierung unter Verwendung von Lie-Gruppen vorgestellt. Das

Gauÿ-Newton-Verfahren auf Lie-Gruppen wird dazu benutzt, eine Zielfunktion in der Regis-

trierung zu minimieren. Dieses Verfahren benutzt erste Ableitungen der Zielfunktion, welche

mit einer sogenannten Einbettung einer Lie-Gruppe in einen euklidischen Raum berechnet

werden können. Anschlieÿend wird die Bildregistrierung unter Verwendung von Lie-Gruppen

am Beispiel der rigiden Transformationen erläutert.

5.1 Optimierung auf Lie-Gruppen

Das Gauÿ-Newton-Verfahren gehört zu den sogenannten Newton-Methoden, mit denen itera-

tiv ein Minimierer einer Zielfunktion bestimmt wird. Ein Minimierer einer Funktion ist der

Punkt, der den kleinsten Funktionswert hat (globaler Minimierer) oder der in einer Umgebung

den kleinsten Funktionswert hat (lokaler Minimierer). Das wohl bekannteste Verfahren dieser

Art ist das Newton-Verfahren auf Vektorräumen, das die ersten und zweiten Ableitungen der

Zielfunktion für die Berechnung der Suchrichtung verwendet [36]. Das Gauÿ-Newton-Verfahren

benutzt hingegen Approximationen an die zweiten Ableitungen, um die Suchrichtung zu be-

stimmen.

Für Newton-Verfahren auf Vektorräumen gilt, dass sie eine Sequenz von Iterierten {xk}∞k=0

bestimmen und dass in jedem Iterationsschritt, ausgehend von einem Startwert x0 ∈ Rd, eine

Suchrichtung sk ∈ Rd,∇f(xk)T sk < 0 und eine Schrittweite tk ∈ R bestimmt werden. Mit

ihnen wird die neue Iterierte xk+1 = xk + tksk berechnet. Der Fokus liegt in dieser Arbeit auf

der Berechnung einer geeigneten Suchrichtung. Die Berechnung der Schrittweite tk wird hier

nicht weiter thematisiert. In [49] wird eine Standardwahl tk = 1 benutzt. Verfahren für eine

Bestimmung einer e�zienten Schrittweite sind z.B. in [36] zu �nden. Mit der Wahl tk = 1 wird

die neue Iterierte berechnet durch xk+1 = xk + sk.

Das Iterationsverfahren soll terminieren, wenn ein Minimum erreicht wurde oder wenn die

aktuelle Iterierte den Minimierer hinreichend approximiert. Für geeignete Abbruchkriterien

siehe [17].

Bei der Optimierung auf Lie-Gruppen liegt die aktuelle Iterierte in der Lie-Gruppe und die
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Suchrichtung in der Lie-Algebra [1, 29]. Sei G eine Lie-Gruppe, g die Lie-Algebra der Lie-

Gruppe G, σ ∈ G die aktuelle Iterierte und u ∈ g (= TεG) die Suchrichtung. Die Addition σ+u

ist im Allgemeinen nicht de�niert bzw. liegt nicht in der Lie-Gruppe. Die Exponentialabbildung

stellt jedoch einen Zusammenhang her zwischen der Lie-Algebra und der Lie-Gruppe (vgl.

Kapitel 4.2) und der Ausdruck σ ∗ exp(u) ∈ G liegt in der Lie-Gruppe. Durch die besonderen

Eigenschaften der Exponentialabbildung (vgl. Kapitel 4.2) kann somit

σ ← σ ◦ exp(λu)

als Update-Schritt der Iterierten verwendet werden [29]. Standardmäÿig wird für die Schritt-

weite λ = 1 gewählt [49, 47], es können jedoch auch Verfahren zur Schrittweitenbestimmung

verwendet werden.

In [29] wurde das Newton-Verfahren auf Lie-Gruppen mit dem eben genannten Update-Schritt

beschrieben und in [49] wurde das Gauÿ-Newton-Verfahren auf die Optimierung auf Lie-

Gruppen angepasst:

Sei die Zielfunktion f ∈ C∞(G) die Summe von quadrierten Funktionen

f(σ) =
1
2
||r(σ)||2 =

1
2

m∑
j=1

rj(σ)2.

mit rj ∈ C∞(G) für j = 1, . . . ,m, der Residuumsfunktion r : G → Rn und σ ∈ G. Das Gauÿ-

Newton-Verfahren basiert auf einer linearen Approximation der Zielfunktion um die aktuelle

Iterierte. Wegen Gleichung (4.4) gilt

r(σ ∗ exp(u)) = r(σ) + drσ(0)u+O(||u||22),

wobei (drσ(0))i = ∂
∂ui
r(σ ∗ exp(u))

∣∣∣
u=0

. Damit ist

f(σ ∗ exp(u)) =
1
2
||r(σ ∗ exp(u))||2 ≈ 1

2
||r(σ) + drσ(0)u||2. (5.1)

Das so entstandene lineare Ausgleichsproblem (least-squares Problem) [36, 18] wird typischer-

weise mit einer QR-Zerlegung [18] gelöst. In [49] wird die Lösung mit den Normalengleichungen

[36] bestimmt: Der Minimierer u∗ von (5.1) erfüllt die sogenannte Normalengleichung [36]

drσ(0)Tdrσ(0) · u∗ = −drσ(0)T · r(σ).

In jedem Iterationsschritt wird dieser z.B. durch eine QR- oder Cholesky-Zerlegung berechnet

[36]. Das Gauÿ-Newton-Verfahren auf Lie-Gruppen ist in Algorithmus 2 skizziert. Die Berech-

nung der Jacobi-Matrizen der Residuumsfunktion wird im Folgenden näher erläutert. Da bei
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Algorithmus 2 Das Gauÿ-Newton-Verfahren auf Lie-Gruppen

Eingabe: Funktion f = 1
2 ||r||

2, Startwert σ0

Ausgabe: Minimierer σ

while !stop do

Berechnung von drσ(0)

Suchrichtung u durch Lösung von drσ(0)Tdrσ(0) · u = −drσ(0)T · r(σ)

σ ← σ ∗ exp(u)

end while

der Approximation der Zielfunktion eine Taylorentwicklung erster Ordnung verwendet wur-

de, ist nur eine lineare Konvergenz des Algorithmus zu erwarten. Für mehr Informationen zu

Konvergenzaussagen siehe [36]. Für die partiellen Ableitungen wird f nach den Koordinaten

ui abgeleitet. Diese werden bezüglich einer Basis {e1, . . . , en} der Lie-Algebra g bestimmt (vgl.

Kapitel 4). In [29] wird zumindest für das Newton-Verfahren auf Lie-Gruppen gezeigt, dass

dieses unabhängig von der Wahl der Basis ist.

5.2 Das Gauÿ-Newton-Verfahren auf Lie-Gruppen zur Bildre-

gistrierung

In der Bildregistrierung wird ein gegebenes Distanzmaÿ bezüglich einer Transformation mini-

miert. Die Eindeutigkeit der Lösung wird entweder durch die Einführung von Regularisierern

(nicht-parametrisch) oder durch eine Parametrisierung der Transformationen und einer Op-

timierung auf dem Parameterraum (parametrisch) erreicht [33, 38] (vgl. Kapitel 2.1). Die in

[49, 47] beschriebene Methode folgt einem anderen Ansatz. Einige Klassen von Transforma-

tionen, wie z.B. die rigiden, a�nen oder die di�eomorphen Transformationen, bilden mit der

Komposition ◦ von Funktionen als Gruppenverknüpfung eine Lie-Gruppe [49]. Die Strategie

der Registrierungsmethode besteht darin, ein Distanzmaÿ auf einer gegebenen Lie-Gruppe

von Transformationen zu minimieren.

Eine Zielfunktion zur Optimierung auf Lie-Gruppen Seien R, T zwei diskrete Bilder,

gegeben auf den Punkten x1, . . . , xm ∈ Rd und y eine Transformation, die ebenfalls nur an den

Punkten xi bekannt ist. Der Suchraum, in dem die optimale Transformation für die Registrie-

46
Universität zu Lübeck

Institute of Mathematics and Image Computing



5.2 Das Gauÿ-Newton-Verfahren auf Lie-Gruppen zur Bildregistrierung

rung gesucht wird, wird eingeschränkt, in dem nur in einer bestimmten Klasse von Transfor-

mationen gesucht wird. Es wird vorausgesetzt, dass diese Klasse eine Lie-Gruppe bildet, die

Lie-Gruppe G. Beispiele für derartige Transformationsklassen wären die rigiden, a�nen oder

di�eomorphen Transformationen [49]. Abbildungsmatrizen der a�nen Transformationen kön-

nen z.B. die Gruppen SE(2) (s.u.), SO(2) (Rotationsmatrizen), GL(2,R) (s.o.) und SL(2,R)

(invertierbare Matrizen mit einer Determinante von eins) sein [55].

Nun kann angenommen werden, dass y die diskrete Form eines y ∈ G ist. Das bedeutet, dass

y gleichzeitig eine Abbildung, die einen Vektor aus dem Rd in den Rd transformiert, und eine

Element der Lie-Gruppe ist.

Ein mögliches Distanzmaÿ, mit dem die Ähnlichkeit zweier Bilder gemessen werden kann,

ist das sum of squared di�erences-Distanzmaÿ (SSD-Maÿ). Es bestimmt die Ähnlichkeit von

Bildern über deren Grauwertdi�erenzen:

D(y) =
1
2
||R− T (y)||2 =

1
2m

m∑
j=1

|R(xj)− T (y(xj))|2. (5.2)

Es gibt in der Bildregistrierung die unterschiedlichsten Distanzmaÿe [33, 38, 19, 52], in [49]

wurde nur das SSD-Maÿ betrachtet.

Die Optimierung mit dem Gauÿ-Newton-Verfahren Für die Minimierung von (5.2)

kann das Gauÿ-Newton-Verfahren auf Lie-Gruppen verwendet werden, wobei die Funktionen

r, rj des nicht-linearen least-squares Problems gegeben sind durch

r : G → R
m mit r(y) = R− T (y),m <∞,

rj : G → R mit rj(y) = R(xj)− T (y(xj))

mit y =
(
y(x1)T , . . . , y(xm)T

)T
. Im Verfahren wird eine lineare Approximation der Zielfunk-

tion an der Stelle y ◦ exp(u) vorgenommen und

rj(y ◦ exp(u)) = R(xj)− T ((y ◦ exp(u))(xj)), (5.3)

so dass hier die Ableitung drjy(0) = ∂
∂ur

j(y ◦ exp(u))
∣∣
u=0

berechnet werden muss. Dies wird

über eine Einbettung der Lie-Gruppe in einen euklidischen Raum durchgeführt.

Einbettung von Lie-Gruppen zur Berechnung der Ableitungen Die Ableitung drjy(0)

muss für praktische Anwendungen berechnet werden. Dies wird über eine sogenannte Einbet-

tung der Lie-Gruppe in einen euklidischen Raum durchgeführt. Nach dem Satz von Whitney
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[26] existiert eine Einbettung Θ : G → RN , y 7→ Θ(y) der Lie-Gruppe G in den euklidischen

Raum RN .

Wie oben erwähnt ist die Transformation y gleichzeitig ein Element der Lie-Gruppe G und eine

Abbildung, die einen Punkt x ∈ Rd transformiert. Um einen Punkt x ∈ Rd in der Einbettung

durch y zu transformieren, wird eine Funktion benötigt, die die Struktur der Transformation

in der Einbettung beschreibt. Sei w(Θ(y), x) diese Funktion, also die Darstellung der Trans-

formation eines Punktes x durch die Transformation y. Es gilt, dass w(Θ(y), x) ∈ Rd. Mit der

Repräsentierung der Elemente der Lie-Gruppe in einem euklidischen Raum kann die Ableitung

drjy(0) bestimmt werden. Es gilt mit rj(y) = R(xj)− T (y(xj))

drjy(0) =
∂

∂u
rj(y ◦ exp(u))

∣∣∣∣
u=0

= − ∂

∂u
T (y ◦ exp(u)(xj))

∣∣∣∣
u=0

.

Die Darstellung von exp(u)(xj) im Einbettungsraum ist exp(u)(xj) = w(Θ(exp(u)), xj). Dies

bezeichnet die Transformation von xj durch exp(u) im euklidischen Einbettungsraum. Es gilt

T (y ◦ exp(u)(xj)) = T (y
(
w(Θ(exp(u)), xj)

)
).

Sei {e1, . . . , en} eine Basis der Lie-Algebra g, wobei n die Dimension der Lie-Gruppe als dif-

ferenzierbare Mannigfaltigkeit ist (vgl. Kapitel 3). Jedes u ∈ g lässt sich darstellen, als eine

Linearkombination der Basisvektoren {e1, . . . , en}. Wie in [47] gezeigt, gilt mit der Kettenregel

(
drjy(0)

)
i

= − ∂

∂ui
T (y

(
w(Θ(exp(u)), xj)

)
)
∣∣∣∣
ui=0

= − ∂T (y(z))
∂z

∣∣∣∣
z=exp(0)(xj)=xj︸ ︷︷ ︸

=dTy(xj)

· ∂w(ξ, xj)
∂ξ

∣∣∣∣
ξ=Θ(exp(0))=Θ(id)︸ ︷︷ ︸
=:dwj

·
∂Θ(exp(

∑
i uiei))

∂ui

∣∣∣∣
ui=0︸ ︷︷ ︸

=Θ(ei)

= −dTy(xj) · dwj ·Θ(ei),

wobei Θ(ei) die Darstellung des i-ten Basisvektors ei der Lie-Algebra g in der Einbettung

ist. Ungeklärt bleibt, warum ∂Θ(exp(
P
i uiei))

∂ui

∣∣∣
ui=0

= Θ(ei) ist. In [47] wird argumentiert, dass

das Di�erential der Exponentialabbildung am neutralen Element die Identität ist, aber o�en

bleibt, was die Ableitung der Einbettung Θ ist oder wie diese berechnet werden kann.

Es gilt, dass dTy(xj) ∈ R1×d, dwj ∈ Rd×N und Θ(ei) ∈ RN×1, wobei N die Dimension des

Einbettungsraumes ist. Somit ist
(
drjy(0)

)
i
∈ R und

drjy(0) = −dTy(xj) · dwj · eΘ ∈ R1×n, (5.4)
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wobei eΘ = (Θ(e1), . . . ,Θ(en)) ∈ RN×n die in der Einbettung dargestellten Basisvektoren von

g enthält.

Es wurden die Ableitungen drjy bestimmt. Für das Gauÿ-Newton-Verfahren wird die Ableitung

dry benötigt (siehe Algorithmus 2). Es gilt

dry =


dr1
y

...

drmy

 ∈ Rm×n.

Um diese Methode zur Bildregistrierung und die Einbettung einer Lie-Gruppe in einen eukli-

dischen Raum etwas greifbarer zu machen, wird im Folgenden die Einbettung am Beispiel der

Lie-Gruppe der rigiden Transformationen vorgestellt.

Einbettung der rigiden Transformationen in den R9 Die rigiden Transformationen

bilden eine Lie-Gruppe und es wird beispielhaft gezeigt, wie ein Gauÿ-Newton-Schritt durch-

geführt werden kann. Dazu wird im Folgenden die Einbettung dieser Lie-Gruppe beschrieben,

die Lie-Algebra der eingebetteten Lie-Gruppe, dwj und eΘ werden hergeleitet. Zusammen mit

der Bildableitung kann damit die Ableitung drjy für jeden Punkt und die Ableitung dry für

alle Punkte bestimmt werden. Mit der Ableitung dry kann die Gauÿ-Newton-Richtung u durch

drTy dry ·u = drTy r(y) berechnet werden. Die Komponenten von u sind die Koe�zienten für die

Basiselemente der Lie-Algebra der Einbettung. Das so entstehende Element der Lie-Algebra

wird durch das Matrix Exponential wieder auf die Lie-Gruppe abgebildet.

Die Menge SE(2) der 2-dimensionalen rigiden Transformationen

SE(2) =

y
∣∣∣∣∣∣y(x) =

 cos(α) − sin(α)

sin(α) cos(α)

 ·
 x1

x2

+

 t1

t2

 , α, t1, t2 ∈ R


enthält die Transformationen, die aus einer Rotation mit dem Rotationswinkel α und einer

Translation mit dem Translationsvektor t = (t1, t2)T bestehen.

Die Menge SE(2) bildet eine Lie-Gruppe: Sei y ∈ SE(2) die durch y(x) =

 cos(α) − sin(α)

sin(α) cos(α)

· x1

x2

+

 t1

t2

 de�nierte rigide Transformation. Durch
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Θ(y) =


cos(α) − sin(α) t1

sin(α) cos(α) t2

0 0 1


kann sie auf die Menge


cos(α) − sin(α) t1

sin(α) cos(α) t2

0 0 1

 , α, t1, t2 ∈ R

 (5.5)

abgebildet werden. Die Abbildung Θ ist bijektiv [34] und SE(2) kann somit mit der Menge

(5.5) identi�ziert werden. Diese ist eine abgeschlossene Teilmenge der Lie-Gruppe GL(3,R)

(vgl. Kapitel 3) und selbst eine Lie-Gruppe [20, 26]. Daher ist auch SE(2) eine Lie-Gruppe.

Eine Karte, die von der Lie-Gruppe der rigiden Transformationen in einen euklidischen Raum

abbildet, ist die Karte ϕ : SE(2) → R3 mit ϕ(y) = (α, t1, t2)T . Diese Karte ist sogar global

und SE(2) ist eine 3-dimensionale Mannigfaltigkeit.

Die Abbildung Θ, die die rigide Transformation y mit ihrer Abbildungsmatrix identi�ziert, ist

die Einbettung der Lie-Gruppe SE(2) in den Einbettungsraum R9.

Um das Gauÿ-Newton-Verfahren beispielhaft durchzurechnen, müssen die Ausdrücke dwj und

eΘ bestimmt werden. Für eΘ wird die Lie-Algebra der eingebetteten Lie-Gruppe berechnet.

Die Lie-Algebra einer Lie-Gruppe ist der Tangentialraum am neutralen Element. Das neutrale

Element ε der Lie-Gruppe SE(2) wird in der Einbettung repräsentiert durch

Θ(ε) =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .

Um die Tangentialvektoren der Einbettung Θ(SE(2)) zu berechnen, wird eine Kurve c in der

Einbettung betrachtet mit c(0) = Θ(ε). Die Repräsentierung von c′(0) in der Einbettung soll

berechnet werden. Für c(t) gilt:

c(t) =


c1(t) c2(t) c3(t)

c4(t) c5(t) c6(t)

c7(t) c8(t) c9(t)

 (∗)
=


cos(f1(t)) sin(f1(t)) f2(t)

− sin(f1(t)) cos(f1(t)) f3(t)

0 0 1

 .
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Die Gleichheit (∗) gilt wegen der Identi�zierung einer rigiden Transformation mit ihrer Abbil-

dungsmatrix. Da c(0) = Θ(ε) ist, gilt

c(0) =


cos(f1(0)) sin(f1(t0)) f2(0)

− sin(f1(0)) cos(f1(0)) f3(0)

0 0 1

 =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 = Θ(ε).

Um c′(0) zu bestimmen, werden die c′i(t)'s abgeleitet:

c′1(t) = −f ′1(t) sin(f1(t)) ⇒ c′1(0) = −f ′1(0) sin(f1(0))︸ ︷︷ ︸
=0

= 0

c′2(t) = f ′1(t) cos(f1(t)) ⇒ c′2(0) = f ′1(0) cos(f1(0))︸ ︷︷ ︸
=1

= f ′1(0) =: a.

Dies wird analog für die anderen ci(t)'s durchgeführt. Damit ergibt sich für c′(0):

c′(0) =


0 a b

−a 0 c

0 0 0

 , mit a, b, c ∈ R.

Die Lie-Algebra der Lie-Gruppe SE(2) in der Einbettung ist demnach [34, 47]

se(2) :=




0 a b

−a 0 c

0 0 0


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ a, b, c ∈ R

 .

Folgenden Matrizen bilden eine Basis von se(2):

Θ(e1) =


0 −1 0

1 0 0

0 0 0

 Θ(e2) =


0 0 1

0 0 0

0 0 0

 Θ(e3) =


0 0 0

0 0 1

0 0 0

 .

Es werden drei Basiselemente gewählt, da die Dimension der Lie-Gruppe SE(2) drei ist. Der

Einbettungsraum ist der R9, so dass die Basiselemente hier als Vektoren geschrieben werden:

Θ(e1) = (0, 1, 0, −1, 0, 0, 0, 0, 0)T

Θ(e2) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0)T

Θ(e3) = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0)T .
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Um die Ableitungen berechnen zu können, müssen dwj und eΘ (vgl. Gleichung (5.4)) bestimmt

werden. Für die Dimensionen der Matrizen gilt: dwj ∈ Rd×N und eΘ ∈ RN×n. Hier ist d = 2

(man betrachtet die 2-dimensionalen rigiden Transformationen), N = 9 (der Einbettungsraum

ist der R9) und n = 3 (die Dimension der Lie-Gruppe SE(2) ist 3).

Für einen Punkt xj ∈ R2 und eine rigide Transformation y ∈ SE(2) beschreibt w(Θ(y), xj)

die Darstellung von y(xj) im Einbettungsraum:

w(Θ(y), xj) =

 cos(α)xj1 + sin(α)xj2 + t1

− sin(α)xj1 + cos(α)xj2 + t2

 .

Damit ist

dwj =
∂w(ξ, xj)
∂ξT

∣∣∣∣
ξ=Θ(id)

=

 xj1 0 0 xj2 0 0 1 0 0

0 xj1 0 0 xj2 0 0 1 0

 ∈ R2×9.

Mit eΘ = (Θ(e1),Θ(e2),Θ(e3)) ∈ R9×3 ist

dwj · eΘ =

 xj1 0 0 xj2 0 0 1 0 0

0 xj1 0 0 xj2 0 0 1 0





0 0 0

1 0 0

0 0 0

−1 0 0

0 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0



=

 −xj2 1 0

xj1 0 1

 .

Damit kann jetzt die Ableitung für einen Punkt xj

drjy = −dTy(xj) · dwj · eΘ = −dTy(xj)

 −xj2 1 0

xj1 0 1

 ∈ R1×3

und die Ableitung dry =
(
(dr1

y)
T , . . . , (drmy )T

)
∈ Rm×3 für alle Punkte x1, . . . , xm bestimmt

werden.

Für die Gauÿ-Newton-Richtung u gilt nun drTy dry︸ ︷︷ ︸
∈R3×3

·u = − drTy r(y)︸ ︷︷ ︸
∈R3×1

. Dies ist ein 3 × 3 linea-

res Gleichungssystem. Die Komponenten ui der Lösung u ∈ R3 sind die Koe�zienten der
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Basisvektoren Θ(ei). Es gilt

X =
3∑
i=1

ui ·Θ(ei) =


0 −u1 u2

u1 0 u3

0 0 0

 ∈ se(2).

Im Update-Schritt wird X ∈ se(2) durch die Exponentialabbildung wieder auf die Lie-Gruppe

abgebildet und mit der aktuellen Iterierten, hier y, verknüpft. Die Exponentialabbildung für

Matrizen-Lie-Gruppen ist das Matrix Exponential (vgl. Gleichung 4.3):

exp(tX) =
∞∑
k=0

tk

k!
Xk.

Man kann zeigen, dass exp : se(2)→ SE(2) [28], wobei mit SE(2) die Menge (5.5) gemeint ist.

Die Verknüpfung z = y ◦ exp(X) ∈ G ist damit wieder eine rigide Transformation.

In diesem Kapitel wurde eine Bildregistrierungsmethode unter Verwendung von Lie-Gruppen

beschrieben [47, 49]. Die Optimierung eines bekannten Distanzmaÿes der Registrierung, des

SSD-Maÿes, wurde mit dem Gauÿ-Newton-Verfahren auf Lie-Gruppen [49] durchgeführt, wo-

bei die Ableitungen mit Hilfe einer Einbettung der Lie-Gruppe in einen euklidischen Raum

berechnet werden und die Suchrichtung durch die Exponentialabbildung auf die Lie-Gruppe

abgebildet wird. Durch das Beispiel der rigiden Transformationen konnte diese Methode ver-

anschaulicht werden.
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6 Optimierung auf Lie-Gruppen und der Dämonen-Algorithmus

Kapitel 6

Optimierung auf Lie-Gruppen und der

Dämonen-Algorithmus

In [44] wurde die nicht-parametrische Registrierung als ein Di�usionsprozess interpretiert.

Sogenannte Dämonen verschieben die Bildpunkte entsprechend den Dämonenkräften und der

Dämonen-Algorithmus verläuft so, dass er abwechselnd die Dämonenkräfte berechnet und eine

so entstandene Verrückung mit einer Gauÿ-Funktion glättet.

In [49] wurde ein Registrierungsrahmen basierend auf der Optimierung auf Lie-Gruppen vorge-

stellt, der im vorherigen Kapitel beschrieben wurde. Es wurde in [49] zusätzlich gezeigt, dass

der Dämonen-Algorithmus in diesen Rahmen passt: Im Falle der additiven Dämonen werden

alle Transformationen, die vom Rd in den Rd abbilden, betrachtet. Es handelt sich um die

Menge aller Vektorfelder auf demRd, die einen Vektorraum und damit eine triviale Lie-Gruppe

bilden. Die Exponentialabbildung ist die Identität und die Gruppenverknüpfung die Addition.

Damit gilt für die additiven Dämonen y ◦ exp(u) = y + u.

Im Fall der kompositiven Dämonen wird die Menge der Transformationen betrachtet, die vom

Rd in den Rd abbilden und deren natürliche Verknüpfung die Komposition ◦ von Funktionen

ist. Dann gilt für die kompositiven Dämonen y ◦ exp(u) = y ◦ (id+ u).

Dieses Kapitel gliedert sich in zwei Teile, im ersten wird eine Zielfunktion vorgestellt und es

wird gezeigt, dass deren Minimierung mit den im vorherigen Kapitel beschriebenen Methoden

zu einer Berechnung der Dämonenkräfte in jedem Iterationsschritt führt. Im zweiten Teil

wird eine Erweiterung des Dämonen-Algorithmus auf Di�eomorphismen kurz vorgestellt, der

Universität zu Lübeck
Institute of Mathematics and Image Computing

55



6.1 Der Dämonen-Algorithmus als ein Optimierungsverfahren

di�eomorphe Dämonen-Algorithmus. Er beruht auf einer Optimierung über der Gruppe der

Di�eomorphismen und unterscheidet sich vom Dämonen-Algorithmus nur in der Update-Regel.

Es wird nicht genauer auf die di�eomorphe Bildregistrierung eingegangen. Hierzu siehe z.B.

[3, 12].

6.1 Der Dämonen-Algorithmus als ein Optimierungsverfahren

Mit dem Dämonen-Algorithmus soll das Templatebild T auf das Referenzbild R registriert

werden. Die Zielfunktionen, deren Minimierungen durch den Dämonen-Algorithmus erreicht

werden sollen, sind

Ea(y) = ‖R− T (y + u)‖2 +
α2

1

α2
2

‖u‖2 (6.1)

im additiven und

Ec(y) = ‖R− T (y ◦ (id+ u))‖2 +
α2

1

α2
2

‖u‖2 (6.2)

im kompositiven Fall. Der erste Summand der Zielfunktionen entspricht dem SSD-Maÿ. Der

zweite Summand kann als Nebenbedingung interpretiert werden. Für eine detaillierte Motiva-

tion dieser Wahl der Zielfunktion siehe [49, 47, 10]. Auf die Bedeutung des Parameters α2
1

α2
2
∈ R

wird im weiteren Verlauf des Kapitels noch eingegangen.

Die Interpretation des so entstehenden Registrierungsproblems ist, dass die Bilder R und T

mit dem SSD-Maÿ als Ähnlichkeitsmaÿ aufeinander registriert werden sollen. Zusätzlich wird

gefordert, dass die Verrückung u möglichst klein sein soll. Die Regularisierung wird durch die

Faltung mit einer Gauÿ-Funktion realisiert [10].

Diese Zielfunktionen sollen bezüglich u minimiert werden. Da es sich um nicht-lineare least-

squares Probleme handelt, kann das Gauÿ-Newton-Verfahren [49, 47] (vgl. Kapitel 5) ange-

wendet werden. Dementsprechend wird eine Linearisierung der inneren Funktion der ersten

Terme von (6.1) und (6.2) durchgeführt: Sei rj(y) = R(xj)−T (y(xj)) die Intensitätsdi�erenz

des Referenz- und des Templatebildes an einem Punkt xj und rjy(u) := R(xj)−T ((y+u)(xj))

im additiven und rjy(u) := R(xj) − T (y ◦ (id + u)(xj)) im kompositiven Fall. Anzumerken

ist, dass der Ausdruck y ◦ exp(u) aus Gleichung (5.3) ersetzt wurde durch y + u bzw. durch

y ◦ (id+ u). Für jeden Punkt xj wird die Intensitätsdi�erenz linearisiert:

rjy(u) ≈ rjy(0) + drjy(0)u(xj) = R(xj)− T (y(xj)) + drjy(0)u(xj). (6.3)
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Berechnung der Ableitung Die Ableitung drjy(0) ∈ R1×d ist abhängig von der Update-

Regel, additiv oder kompositiv. Der Registrierungsrahmen aus [49] hängt stark von der Einbet-

tung der Lie-Gruppe in einen euklidischen Raum ab. Im Falle der Dämonen ist dies der Raum

der Vektorfelder, so dass sich die Berechnungen der Ableitungen vereinfachen, da Θ(y) = y,

w(Θ(y), xj) = y(xj), y ◦ exp(u) = y + u im additiven Fall und y ◦ exp(u) = y ◦ (id + u) im

kompositiven Fall. [47].

Sei ryj (u) := R(xj)− T (y ◦ (id+ u)(xj)) die Intensitätsdi�erenz im kompositiven Fall. Durch

eine Taylorentwicklung erhält man eine Linearisierung ryj (u) = ryj (0) + drjy(0)u + O(‖u‖2),

wobei drjy(0) ∈ R1×d mit drjy(0) = ∂
∂ui
ryj (u)

∣∣∣
u=0

und ui = u(xi). Anzumerken ist, dass nun

nicht nach einer Komponente ui abgeleitet wird, sondern nach u(xi) ∈ Rd.

Für die kompositive Update-Regel gilt

drjy(0) =
∂

∂ui
rjy(u)

∣∣∣∣
u=0

= − ∂

∂ui
T (y(id+ u)(xj))

∣∣∣∣
u=0

= − ∂

∂ui
T (y(xj + u(xj)))

∣∣∣∣
u=0

= −dTy(xj)
∂

∂ui
(xj + uj))

∣∣∣∣
u=0︸ ︷︷ ︸

=δi,j

= −dTy(xj) · δi,j ,

was eine Taylorentwicklung erster Ordnung für rj liefert:

rjy(u) = rjy(0)− dTy(xj)u+O(‖u‖2).

Für die additive Update-Regel gilt dagegen:

drjy(0) =
∂

∂uj
rjy(u)

∣∣∣∣
u=0

= − ∂

∂uj
T ((y + u)(xj))

∣∣∣∣
u=0

= − ∂

∂uj
T (y(xj) + u(xj))

∣∣∣∣
u=0

= −dT (y(xj))
∂

∂uj
(xj + uj))

∣∣∣∣
u=0

= −dT (y(xj)).
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Damit ist die Taylorentwicklung erster Ordnung von rj im additiven Fall

rjy(u) = rjy(0)− dT (y(xj))u+O(‖u‖2).

Anzumerken ist der Unterschied zwischen den Ableitungen dTy und dT des Templatebildes T .

Es gilt der Zusammenhang dTy = dT · dy.

Die Berechnungen der Ableitungen wurden in [47] beschrieben. Warum im additiven Fall nach

uj und im kompositiven Fall nach ui abgeleitet wird, konnte noch nicht geklärt werden.

Übersichtshalber wird in den folgenden Berechnungen drj := drjy(0) gesetzt. Werden diese

Taylorentwicklungen für jeden Punkt xi als Linearisierung der inneren Funktion des ersten

Terms in (6.1) und (6.2) verwendet, erhält man eine Approximation an die Zielfunktionen

folgendermaÿen:

Ea(u) ≈ 1
2m

m∑
j=1

|R(xj)− T (y(xj)) + drj · u(xj)|2 +
α2

1

α2
2

‖u‖2

=
1

2m

m∑
j=1

|R(xj)− T (y(xj)) + drj · u(xj)|2 +
α1(xj)2

α2
2

‖u(xj)‖2

=
1

2m

m∑
j=1

∥∥∥∥∥∥
 R(xj)− T (y(xj))

0d×1

+

 drj
α1(xj)
α2

I

u(xj)

∥∥∥∥∥∥
2

, (6.4)

wobei 0d×1 = (0, . . . , 0)T ∈ Rd×1 und I die d×d Einheitsmatrix ist. Dasselbe gilt auch für die

lineare Approxination von Ec(u). Anzumerken ist, dass der Zähler α1 des Regularisierungspa-

rameters abhängig ist vom Punkt xj . Hierauf wird später noch eingegangen.

Für jeden Punkt xj sind die Approximationen unabhängig voneinander. Die Minimierung von

Ea(u) bzw. Ec(u) vereinfacht sich durch diese Approximation, da sie in einfache (d + 1) × d

Systeme für jeden Punkt aufgeteilt werden kann. Die Unabhängigkeit der Approximationen

für jeden Pixel ist im Falle von rigiden Transformationen (siehe vorherigen Abschnitt) nicht

gegeben.

Für jeden Datenpunkt xj muss ein in u(xj) lineares Problem der Form ‖b+A·u‖2 gelöst werden

(least-squares Problem), wobei b ∈ R(d+1)×1, A ∈ R(d+1)×d und u ∈ Rd×1. Typischerweise

wird ein derartiges Problem mit Hilfe einer QR-Zerlegung gelöst [18]. In [49, 47] wurde die

Normalengleichung [36, 18] zur Lösung verwendet. Voraussetzung dafür ist, dass die Matrix

A vollen Rank hat, was in diesem Falle gegeben ist. Mit der Abkürzung aj = α1(xj)
α2

muss
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folgendes System für jeden Punkt xj gelöst werden:

(
drTj aj · I

) drj

aj · I

 · u(xj) = −
(
drTj aj · I

) R(xj)− T (y(xj))

0d×1


(
drTj drj + a2

j · I
)
· u(xj) = −

(
R(xj)− T (y(xj))

)
drTj

u(xj) = −
(
drTj drj + a2

j · I
)−1 (R(xj)− T (y(xj))

)
drTj . (6.5)

Voraussetzung für (6.5) ist natürlich die Existenz der Inversen. Die Existenz wird in diesem

speziellen Fall gewährleistet durch die Sherman-Morrison-Woodbury-Formel (das Matrix-In-

versions-Lemma), welche einen geeigneten Ausdruck für die Inverse
(
drTj drj + a2

jI
)−1

liefert

[18]. Das Lemma besagt, dass das Inverse der Summe einer invertierbaren Matrix A mit dem

Produkt eines Spaltenvektors u und eines Zeilenvektors vT gegeben ist durch

(
A+ uvT

)−1
= A−1 − A−1uvTA−1

1 + vTA−1u
. (6.6)

Mit dieser Formel soll das Inverse von
(
drTj drj + a2

j · I
)

bestimmt werden, wobei

a2
j · I = A ∈ Rd×d mit a2

j · I = A−1 und u = v = drTj ∈ Rd×1. Nach der Formel (6.6) gilt

(
drTj drj + a2

jI
)−1

=
1
a2
j

I −
1
a2
j
IdrTj drj

1
a2
j
I

1 + drj
1
a2
j
IdrTj

=
1
a2
j

I − 1
a2
j

drTj drj

a2
j + drjdrTj

.

Dieses wird in (6.5) eingesetzt und damit ergibt sich für u(xj):

u(xj) = −

(
1
a2
j

I − 1
a2
j

drTj drj

a2
j + drjdrTj

)(
R(xj)− T (y(xj))

)
drTj

= −

(
R(xj)− T (y(xj))

) (
drTj a

2
j + drTj drjdr

T
j − drTj drjdrTj

)
(
a2
j + drjdrTj

)
a2
j

= −R(xj)− T (y(xj))
‖drj‖2 + a2

j

drTj = −R(xj)− T (y(xj))

‖drj‖2 + α2
1(xj)

α2
2

drTj . (6.7)

Die Suchrichtung u hat demnach für jeden Punkt xj einen geschlossenen Ausdruck. Wird

dieser Ausdruck mit den klassischen und symmetrischen Dämonenkräften

u(xj) =
R(xj)− Ty(xj)

||∇R(xj)||2 + α2(R(xj)− Ty(xj))2
∇R(xj) (klassisch)

u(xj) =
2(R(xj)− Ty(xj))(∇R(xj) +∇Ty(xj))

||∇R(xj) +∇Ty(xj)||2 + α2(R(xj)− Ty(xj))2
(symmetrisch)
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verglichen, fällt sofort die Ähnlichkeit der Ausdrücke auf. In [49] wird argumentiert, dass der

Parameter α1 für das Rauschen in den Bildern steht [10] und dass dieser gewählt werden kann

durch α1(xj) = |R(xj) − Ty(xj)|. Der Parameter 1
α2

2
ist im Vergleich mit den Dämonenkräf-

tem gleichzusetzen mit α2. Damit unterscheiden sich die Ausdrücke nur noch in drTj . Würde

drTj = −∇R(xj) gewählt werden, wäre die Suchrichtung im Punkt xj der Verrückungsvektor,

berechnet durch die klassischen Kräfte und mit drTj = −1
2

(
∇R(xj) +∇Ty(xj)

)
berechnet

durch die symmetrischen Kräfte. Durch die Optimierung mit dem Gauÿ-Newton-Verfahren ist

im Falle der additiven Dämonen drj = −dT (y(xj)), also drTj = −∇T (y(xj)) und im Falle der

kompositiven drj = −dTy(xj), also drTj = −∇Ty(xj).

In [49, 47] wurde zusätzlich zum Gauÿ-Newton-Verfahren ein weiteres Optimierungsverfahren

vorgestellt und auf die Optimierung auf Lie-Gruppen erweitert, die E�cient Second-Order

Minimization [31]. Das Verfahren basiert auf der Idee des BFGS-Verfahrens (nach Broy-

den, Fletcher, Goldfarb und Shanno) zur Approximation der zweiten Ableitungen [36]. Es

konnte gezeigt werden, dass mit diesem Verfahren mit der kompositiven Update-Regel drj =

−1
2

(
dR(xj) + dTy(xj)

)
und mit der additiven Update-Regel drj = −1

2

(
dR(xj) + dT (y(xj))

)
gewählt werden kann. Damit gilt für die Gradienten drTj = −1

2

(
∇R(xj) +∇Ty(xj)

)
bzw.

drTj = −1
2

(
∇R(xj) +∇T (y(xj))

)
.

Somit wurde argumentiert, dass die Minimierung der Zielfunktionen (6.1) und (6.2) zu einer

Berechnung der verschiedenen Varianten der Dämonenkräfte führt. Durch die Optimierung

mit dem Gauÿ-Newton-Verfahren konnten zwei weitere Kräfte entwickelt werden:

u(xj) =
R(xj)− Ty(xj)

||∇Ty(xj)||2 + α2(R(xj)− Ty(xj))2
∇Ty(xj) (Gauÿ-Newton, kompositiv)

u(xj) =
R(xj)− Ty(xj)

||∇T (y(xj))||2 + α2(R(xj)− Ty(xj))2
∇T (y(xj)) (Gauÿ-Newton, additiv).

Somit kann der Dämonen-Algorithmus mit dieser neuen Interpretation angegeben werden als

Algorithmus 3. Die Minimierung von Ec(u) bzw. Ea(u) führt zu einer Berechnung der ver-

schiedenen Varianten der Dämonenkräfte, je nach Wahl des Optimierers. In Tabelle 6.1 sind

die verschiedenen Möglichkeiten für die Wahl von drj in (6.7) zusammengefasst, die vorgestellt

wurden.

Der in [49] vorgestellte Registrierungsrahmen kann, wie oben beschrieben, benutzt werden,

um den Dämonen-Algorithmus als ein Verfahren zur Lösung eines Optimierungsproblems zu
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Algorithmus 3 Der Dämonen-Algorithmus

Eingabe: zwei diskrete Bilder R, T an Datenpunkten x1, . . . , xm ∈ Rd, m ∈ R, Startwert y,

Standardabweichung σ ∈ R

Ausgabe: Transformation y

while !stop do

Berechne R, Ty durch Interpolation

Berechne Update u durch Minimierung von:

Ec(u) = ||R − T (y ◦ (id+ u))||2 +
α2

1

α2
2

||u||2 (kompositiv)

Ea(u) = ||R − T (y + u)||2 +
α2

1

α2
2

||u||2 (additiv)

Fluidale Regularisierung: u← G0
σ ∗ u

Update-Schritt: y← y ◦ (id+ u) (kompositiv)

y← y + u (additiv)

Di�usive Regularisierung: y← G0
σ ∗ y

end while

interpretieren. Die besondere Struktur der Lie-Gruppen wurde hierbei jedoch nicht genutzt,

da der Raum aller Transformationen vom Rd in den Rd betrachtet wird. Dieser bildet eine

triviale Lie-Gruppe, so dass die Exponentialabbildung die Identitätsabbildung ist. Die beson-

deren Eigenschaften der Lie-Algebra und der Exponentialabbildung wurden überhaupt nicht

verwendet.

In [51] wurde eine Erweiterung des Dämonen-Algorithmus vorgestellt, der di�eomorphe Dä-

monen-Algorithmus. Dieser beruht darauf, dass Di�eomorphismen eine Lie-Gruppe bilden und

eine Zielfunktion mittels Optimierungsverfahren auf Lie-Gruppen [49, 29] minimiert wird. Im

Folgenden wird diese Erweiterung der Dämonen kurz beschrieben. Für eine ausführlichere

Beschreibung siehe [51, 47].

6.2 Eine di�eomorphe Erweiterung des Dämonen-Algorithmus

In der Bildregistrierung ist man bestrebt, di�eomorphe Transformationen zu bestimmen, vor

allem da diese invertierbar sind. Zusätzlich sind sie glatt (di�erenzierbar) und führen so zu

plausibel transformierten Bildern [3, 12].
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additiv kompositiv

ESM −1
2 (∇R(x) +∇T (y(x))) −1

2 (∇R(x) +∇Ty(x))

Gauÿ-Newton −∇T (y(x)) −∇Ty(x)

klassisch −∇R(x) −∇R(x)

Tabelle 6.1: Varianten für dr in (6.7), je nach Wahl der Update-Regel und des Optimierungsverfahren.

�ESM� steht für die E�cient Second-Order Minimization [49, 31], die für die kompositive Update-Regel

zu den symmetrischen Dämonenkräften (vgl. Kapitel 2, Gleichung (2.6)) führt.

Die Idee des di�eomorphen Dämonen-Algorithmus ist, die Optimierung auf den Raum der

Di�eomorphismen zu beschränken. Die C∞-Di�eomorphismen bilden eine Lie-Gruppe, so dass

die Optimierungsverfahren auf Lie-Gruppen verwendet werden können.

Im Dämonen-Algorithmus wird für seine di�eomorphe Erweiterung nur der Update-Schritt der

Optimierungsverfahren ersetzt. Statt einer Addition (im Fall der additiven Dämonen) und einer

einfachen Komposition (im Fall der kompositiven Dämonen) wird die Exponentialabbildung

berechnet. Um in den Optimierungsverfahren die Transformation mit der Suchrichtung aus

der Lie-Algebra zu verknüpfen, wird

y ← y ◦ exp(u)

berechnet. In [2] wurde ein numerisches Verfahren vorgestellt, welches die Exponentialabbil-

dung berechnet. Sei G eine Lie-Gruppe und g die Lie-Algebra der Lie-Gruppe G. Das nume-

rische Verfahren beruht darauf, dass die Exponentialabbildung exp : g → G Ein-Parameter-

Untergruppen (exp(tX))t∈R bildet, wobei X ∈ g (vgl. Kapitel 4, Satz 4.3 (ii)). Wegen Satz

4.3 (iii) gilt exp(X) = exp
(
X

2

)
◦ exp

(
X

2

)
= exp

(
X

2

)2

und für jedes beliebige N ∈ N:

exp(X) = exp
(
X

N

)N
.

Das Potenzieren ist hierbei bezüglich der Komposition ◦ von Funktionen gemeint. In dem nu-

merischen Verfahren wird statt exp(X) der Ausdruck exp
(
X
N

)N
berechnet. Auf die technischen

Details des Verfahrens wird nicht weiter eingegangen, siehe dafür [2].

Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass die Exponentialabbildung eines Elementes der

Lie-Algebra berechnet werden kann.
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Analog zu den additiven und kompositiven Dämonen (vgl. (6.1) und (6.2)) wird im di�eomor-

phen Dämonen-Algorithmus eine Zielfunktion der Form

Ed(y) = ‖R− T (y ◦ exp(u))‖2 +
α2

1

α2
2

‖u‖2 (6.8)

minimiert. Mit der linearen Approximation

R(xi)− T (y ◦ exp(u)(xi)) = R(xi)− T (y(xi)) + drjy · u(xi) +O(‖u(xi)‖2)

für jeden Punkt xi ergeben sich analog zu den additiven und kompositiven Dämonen unabhän-

gige Teilprobleme für jeden Punkt, die in einer Berechnung des Ausdrucks (6.7) resultieren.

Nun muss noch geklärt werden, wie für das Gauÿ-Newton-Verfahren die Ableitung drj im

di�eomorphen Fall berechnet wird. Anders als bei der Berechnung für die kompositiven und

additiven Dämonen, be�ndet man sich im Falle der di�eomorphen Dämonen auf einer Lie-

Gruppe. Das bedeutet, dass die Ableitung über eine Einbettung bestimmt wird, denn drjy =

−dTy(xj) · dwj · eΘ (vgl. Gleichung (5.4)).

Für die Berechnung von drjy wird in [47] folgendermaÿen argumentiert: Der Einbettungsraum

der Lie-Gruppe der Di�eomophismen ist der Raum aller Verrückungsfelder. Dies ermöglicht

die Darstellung jeder di�eomorphen Transformation y = id + u durch die Verrückung u. Die

Einbettung Θ ist damit Θ(y) = u und die Darstellung der Transformation eines Punktes xj

durch den Di�eomorphismus y ist gegeben durch

w(Θ(y), xj) = w(u, xj) = y(xj) = xj + u(xj).

Damit gilt für die i-te Zeile von dwj = ∂w(u,xj)
∂u

∣∣∣
u=Θ(id)=0

mit ui = u(xi):

dwji =
∂w(u, xj)

∂ui

∣∣∣∣
u=Θ(id)=0

=
∂(xj + u(xj))

∂ui

∣∣∣∣
u=0

= δi,j .

Somit ist dwj = I, wobei I die d× d Einheitsmatrix ist.

Die Lie-Algebra der Lie-Gruppe der Di�eomorphismen enthält alle Verrückungsfelder, was

bedeutet, dass die gleiche Basis für die Lie-Algebra und den Einbettungsraum verwendet

werden kann und damit ist eΘ = I. Also ergibt sich für die Ableitung

drj = −∇Ty(xj).

Der di�eomorphe Dämonen-Algorithmus ist in Algorithmus 4 dargestellt.
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Algorithmus 4 Der di�eomorphe Dämonen-Algorithmus

Eingabe: zwei diskrete Bilder R, T an Datenpunkten x1, . . . , xm ∈ Rd, m ∈ R, Startwert y,

Standardabweichung σ ∈ R

Ausgabe: Transformation y

while !stop do

Berechne R, Ty durch Interpolation

Berechne Update u durch Minimierung von:

Ed(u) = ||R− T (y ◦ exp(u))||2 +
α2

1

α2
2

||u||2

Fluidale Regularisierung: u← G0
σ ∗ u

Update-Schritt: y← y ◦ exp(u)

Di�usive Regularisierung: y← G0
σ ∗ y

end while

In diesem Kapitel wurde beschrieben, wie der Dämonen-Algorithmus mit der Bildregistrie-

rungsmethode basierend auf Lie-Gruppen als ein Verfahren zur Lösung eines Optimierungs-

problems interpretiert werden kann. Durch die Wahl des Gauÿ-Newton-Verfahrens zur Opti-

mierung konnte jeweils für die additive und die kompositive Update-Regel eine weitere Va-

riante der Dämonenkräfte angegeben werden [51, 49, 47]. Zusätzlich wurde eine di�eomor-

phe Erweiterung des Dämonen-Algorithmus [51] beschrieben, die die Lie-Gruppen-Struktur

der Di�eomorphismen ausnutzt. Im nächsten Kapitel werden die verschiedenen Varianten des

Dämonen-Algorithmus an einem synthetischen Beispiel getestet.
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7 Ergebnisse

Kapitel 7

Ergebnisse

In diesem Kapitel wird der Dämonen-Algorithmus mit seinen verschiedenen Varianten an

einem (synthetischen) Beispiel getestet. Verwendet wurde das Insight Segmentation and Re-

gistration Toolkit (ITK), welches eine Open-Source C++-Klassenbibliothek zur Segmentie-

rung und Registrierung von Bildern bereitstellt [23]. In [50] wurde eine Implementierung des

Dämonen-Algorithmus vorgestellt, die in das ITK-Framework eingebettet wurde.

Dieses Kapitel gliedert sich in zwei Abschnitte. Im ersten wird ein Überblick über die Imple-

mentierung des Dämonen-Algorithmus gegeben und im zweiten werden die Ergebnisse einiger

Experimente mit den verschiedenen Varianten des Dämonen-Algorithmus erläutert. Die drei

Update-Regeln, additiv, kompositiv und di�eomorph, werden in Kombination mit vier ver-

schiedenen Dämonenkräften miteinander verglichen.

7.1 ITK-Implementierung des Dämonen-Algorithmus

Die in dieser Arbeit verwendete Implementierung des Dämonen-Algorithmus ist Teil des ITK-

Frameworks [50, 23]. Es werden viele verschiedene Klassen verwendet. Im Folgenden sollen

aber nur einige erwähnt werden, die zu der Berechnung der Update-Regeln und Dämonenkräfte

benötigt werden. Die zwei wichtigsten Klassen sind der DiffeomorphicDemonsRegistration-

Filter und der FastSymmetricForcesDemonsRegistrationFilter. Die Klasse FastSymme-

tricForcesDemonsRegistrationFilter registriert zwei Bilder mit dem additiven und die

Klasse DiffeomorphicDemonsRegistrationFilter mit dem kompositiven und dem di�eo-
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7.1 ITK-Implementierung des Dämonen-Algorithmus

morphen Dämonen-Algorithmus. Beide Klassen basieren auf dem DemonsRegistrationFilter

und berechnen das Update, also die Dämonenkräfte in jedem Iterationsschritt in der Funktion

DemonsRegistrationFunction, welches mit der Funktion ApplyUpdate angewendet wird.

Im di�eomorphen Dämonen-Algorithmus wird das Update durch y ← y ◦exp(u) durchgeführt.

Das Exponential von Vektorfeldern wird in ApplyUpdate durch die Klasse ExponentialDefor-

mationFieldImageFilter berechnet, indem die in [2] beschriebene Methode (vgl. Kapitel 6.2)

verwendet wird.

Die kompositive Update-Regel y ← y ◦ (id + u) ist eine lineare Approximation an die di�eo-

morphe Update-Regel [51, 47]:

y ◦ exp(u) = y ◦ (id+ u) +O(‖u‖2).

Dieses wird ausgenutzt, indem der kompositive Update-Schritt ebenfalls mit der Klasse Expo-

nentialDeformationFieldImageFilter berechnet wird, jedoch mittels null Iterationen [50].

Wieviele Iterationen im di�eomorphen Update-Schritt für die Berechnung des Exponentials

verwendet werden, geht nicht aus [50, 2] hervor.

Um die E�zienz des Algorithmus zu steigern, wird eine Multiresolutions-Methode [33, 38]

verwendet, die in der Klasse MultiResolutionsPDEDeformableRegistration implementiert

ist. Multiresolutionsmethoden gehören zu den Standardlösungsverfahren für Registrierungs-

probleme. Auf die Vorteile, die derartige Methoden mit sich bringen, wird in dieser Arbeit

nicht näher eingegangen.

Dem Dämonen-Algorithmus können mehrere Parameter übergeben werden, u.a. die Folgenden:

• die Anzahl an Iterationen für die Multiresolutions-Methode,

• die Standardabweichung σ1 für die Glättung des Verrückungsfeldes,

• die Standardabweichung σ2 für die Glättung der Transformation,

• die Art der Update-Regel: additiv, kompositiv oder di�eomorph,

• die Dämonenkraft, es gibt in dieser Implementierung vier Möglichkeiten drTj in

u(xj) = − R(xj)− T (y(xj))
‖drj‖2 + α2 (R(xj)− T (y(xj)))

drTj
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7.2 Ergebnisse einer Bildregistrierung mit dem Dämonen-Algorithmus

Abbildung 7.1: Die zu registrierenden Bilder: links Referenzbild, rechts Templatebild.

(vgl. Gleichung (6.7) in Kapitel 6) zu wählen: drTj = −∇R(xj), drTj = −∇T (y(xj)),

drTj = −∇Ty(xj) und drTj = −1
2

(
∇R(xj) +∇Ty(xj)

)
.

Im Folgenden werden die Update-Regeln in Kombination mit den vier Dämonenkräften mit-

einander verglichen.

7.2 Ergebnisse einer Bildregistrierung mit dem Dämonen-Algo-

rithmus

In diesem Abschnitt werden anhand eines synthetischen Beispiels die verschiedenen Varianten

des Dämonen-Algorithmus miteinander verglichen. Die Bilder, die registriert werden sollen,

sind in Abb. 7.1 dargestellt. In Abb. 7.2 sind einige Ergebnisse der Bildregistrierung mit

verschiedenen Update-Regeln in Kombination mit den vier Varianten der Dämonenkräfte ab-

gebildet. Bis auf die Dämonenkräfte und die Update-Regel sind die Parameter in allen zwölf

Registrierungen gleich gewählt worden: Für die Glättung des Verrückungsfeldes und der Trans-

formation wurde jeweils eine Standardabweichung σ1 = σ2 = 1 gewählt. Es wurden drei Level

für die Multi-Resolution mit jeweils 15, 10 und 5 Iterationsschritten festgesetzt.

Vergleich der Dämonenkräfte Getestet wurden die klassischen Kräfte (drTj = −∇R(xj),

linke Spalte in Abb. 7.2), die Linearisierung des Gauÿ-Newton-Verfahrens im additiven Fall

(drTj = −∇T (y(xj)), zweite Spalte von links in Abb. 7.2), die im folgenden als additive

GN-Kräfte bezeichnet werden (in [50] wird diese Linearisierung als mapped moving image

bezeichnet), die Linearisierung des Gauÿ-Newton-Verfahrens im kompositiven Fall (drTj =

−∇Ty(xj), zweite Spalte von rechts in Abb. 7.2), im Folgenden kompositive GN-Kräfte (in
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7.2 Ergebnisse einer Bildregistrierung mit dem Dämonen-Algorithmus
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Abbildung 7.2: Ergebnisse der Registrierung mit dem Dämonen-Algorithmus mit einer Glättung des

Verrückungsfeldes mit σ1 = σ2 = 1 und drei Multi-Resolutionsleveln mit 15, 10 und 5 Iterationen.

Die Zeilen gehören zu den unterschiedlichen Update-Regeln und die Spalten zu den Dämonenkräften:

Erste Spalte: drTj = −∇R(xj); zweite Spalte: drTj = −∇T (y(xj)); dritte Spalte: drTj = −∇Ty(xj);

vierte Spalte: drTj = − 1
2

(
∇R(xj) +∇Ty(xj)

)
.

[50] warped moving image), und die symmetrischen Kräfte im kompositiven Fall (drTj =

−1
2

(
∇R(xj) +∇Ty(xj)

)
, rechte Spalte in Abb. 7.2). Die symmetrischen Kräfte für den additi-

ven Fall (drTj = −1
2

(
∇R(xj) +∇T (y(xj))

)
) sind nicht in der hier verwendeten ITK-Methode

implementiert.

Für alle drei Update-Regeln (in Abb. 7.2: erste Reihe additiv, zweite Reihe kompositiv, dritte

Reihe di�eomorph) wird deutlich, dass die visuelle Ähnlichkeit des transformierten Bildes zu

dem Referenzbild von links nach rechts zunimmt. Das bedeutet, dass bei der gleichen Anzahl an

Iterationsschritten die klassischen Kräfte die visuell schlechtesten und die symmetrischen die

visuell besten Ergebnisse erzielen. Dies konnte auch erwartet werden, da die klassischen Kräfte

mit keinem Optimerungsverfahren, die Gauÿ-Newton-Kräfte mit dem Gauÿ-Newton-Verfahren

auf Lie-Gruppen, das lineare Konvergenz aufweist [49], und die symmetrischen mit dem ESM-
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7.2 Ergebnisse einer Bildregistrierung mit dem Dämonen-Algorithmus

Verfahren auf Lie-Gruppen, das annähernd quadratische Konvergenz aufweist [49, 31], in Be-

ziehung stehen.

Au�allend ist jedoch, dass trotz dieses relativ einfachen Registrierungsproblems (es hat nur eine

rigide Verrückung stattgefunden), mit keiner Variante eine optimale Transformation gefunden

wurde. Dies hängt damit zusammen, dass bei dem optischen Fluss die Annahme getro�en

wird, dass nur eine kleine Verrückung stattgefunden hat. Die Verrückung zwischen Referenz-

und Templatebild ist relativ groÿ, so dass keine optimalen Ergebnisse zu erwarten sind. Ver-

bessert werden können diese durch die Erhöhung der Anzahl der Multiresolutionslevel. Eine

Verrückung, die beispielsweise bei einer feinen Au�ösung noch über zehn Pixel/Voxel beträgt,

kann bei einer groben Au�ösung nur einen Pixel/Voxel betragen. Dies wäre wiederum eine

kleine Verrückung und der Dämonen-Algorithmus kann auf dem groben Level gute Ergebnisse

erzielen. Ohne Mutliresolutions-Methode kann der Dämonen-Algorithmus mehr als 300 Ite-

rationen benötigen, um visuell ähnlich gute Ergebnisse zu erzielen. Weitere Experimente in

dieser Richtung wurden jedoch nicht durchgeführt.

Vergleich der Update-Regeln Beim Vergleich der Update-Regeln (Vergleich der Zeilen in

Abb. 7.2) fällt auf, dass mit dem additiven Dämonen-Algorithmus (Abb. 7.2, obere Zeile)

zumindenst visuell bessere Ergebnisse erzielt werden, als mit dem kompositiven oder di�eo-

morphen Algorithmus. Würde man neben den visuellen Ergebnissen zusätzlich die Transfor-

mationen vergleichen, würde au�allen, dass die durch den additiven Dämonen-Algorithmus

berechneten weit weniger glatt sind als die der anderen. Eine gröÿere Glattheit kann durch Er-

höhung der Standardabweichungen erreicht werden, was jedoch in einer Verschlechterung des

visuellen Ergebnisses resultieren würde. Hierzu wurden keine weiteren Experimente gemacht,

da dies den Rahmen der Arbeit überschreiten würde.

Zusätzlich ist au�allend, dass die Ergebnisse mit der kompositiven Update-Regel (Abb. 7.2,

mittlere Zeile) sehr ähnlich sind zu den Ergebnissen mit der di�eomorphen Update-Regel (Abb.

7.2, untere Zeile). Dies ist dadurch zu erklären, dass die kompositive Update-Regel eine lineare

Approximation an die di�eomorphe ist (s.o.). Da im Dämonen-Algorithmus kleine Verrück-

ungen angenommen werden, kann eine lineare Approximation eine gute Annäherung sein und

gute Ergebnisse liefern.

In diesem Kapitel wurde das ITK-Framework [23] und der darin implementierte Dämonen-

Algorithmus [50] benutzt, um die Unterschiede zwischen den verschiedenen Varianten des
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7.2 Ergebnisse einer Bildregistrierung mit dem Dämonen-Algorithmus

Algorithmus aufzuzeigen. An einem synthetischen Beispiel konnte gezeigt werden, dass die

symmetrischen Dämonenkräfte die besten visuellen Ergebnisse liefern. Die Verwendung der

kompositiven und di�eomorphen Update-Regel führt zu visuell sehr ähnlichen Ergebnissen.

Auf die Darstellung der berechneten Transformationen wurde hier verzichtet. Für eine genauere

Evaluation des Dämonen-Algorithmus mit den unterschiedlichen Varianten siehe [47].
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8 Zusammenfassung und Diskussion

Kapitel 8

Zusammenfassung und Diskussion

In diesem Kapitel wird eine kurze Zusammenfassung der Arbeit gegeben und es werden ei-

nige Fragen diskutiert, die im Zusammenhang mit der Optimierung auf Lie-Gruppen, dem

Dämonen-Algorithmus und seiner di�eomorphen Erweiterung noch o�en geblieben sind.

8.1 Zusammenfassung

Typischerweise werden Registrierungsprobleme als Optimierungsprobleme interpretiert und

eine Zielfunktion wird bezüglich einer Transformation minimiert. In dieser Arbeit wurde eine

Registrierungsmethode beschrieben, die unter der Verwendung von Lie-Gruppen ein gegebenes

Distanzmaÿ minimiert. Der Hauptteil dieser Arbeit bestand darin, die Theorie der Optimie-

rungsverfahren auf Lie-Gruppen aufzuarbeiten, auf die in [49, 47] nicht näher eingegangen

wurde. Ausführlich wurden in dieser Arbeit ausgesuchte Begri�e aus der Di�erentialgeome-

trie und der Lie-Gruppen-Theorie vorgestellt. Es wurden di�erenzierbare Mannigfaltigkeiten

und Begri�e wie Tangentialvektoren, Vektorfelder und Di�erentiale eingeführt, mit denen die

Beschreibung der Lie-Algebra einer Lie-Gruppe möglich war. Diese bildet den Raum der Such-

richtungen der Optimierungsverfahren auf Lie-Gruppen. Um eine Verknüpfung zwischen Lie-

Gruppe und Lie-Algebra herzustellen, wurde die Exponentialabbildung eingeführt [20, 26, 45].

Die Di�erenzierbarkeit einer Funktion auf einer Lie-Gruppe wurde geklärt und eine Taylor-

entwicklung angegeben [29, 45].

Mit dieser theoretischen Vorarbeit konnte das Gauÿ-Newton-Verfahren auf Lie-Gruppen [49]
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beschrieben werden, in dessen Update-Schritt die aktuelle Iterierte y durch y ← y ◦ exp(u)

mit der berechneten Suchrichtung u verknüpft wird. Um die Optimierung auf Lie-Gruppen

zu veranschaulichen, wurde sie am Beispiel der Lie-Gruppe der rigiden Transformationen be-

schrieben.

Zusätzlich wurde der Dämonen-Algorithmus von Jean-Philippe Thirion [44, 43] näher betrach-

tet. Dieser ist ein Algorithmus zur Bildregistrierung, basiert jedoch nicht auf einem Optimie-

rungsproblem. Die Bildregistrierung wird vielmehr als Di�usionsprozess interpretiert und die

Dämonen verschieben die Bildpunkte eines Templatebildes entsprechend der Dämonenkräfte.

Iterativ werden im Dämonen-Algorithmus für jeden Punkt im Template die Dämonenkräfte be-

rechnet und das daraus resultierende Verrückungsfeld wird mit einer Gauÿ-Funktion geglättet

und mit der aktuellen Iterierten veknüpft. Es wurden unterschiedliche Dämonenkräfte (klas-

sisch und symmetrisch) und Verknüpfungsmethoden (additiv, kompositive und di�eomorph)

vorgestellt.

Es konnte gezeigt werden [49, 47], dass unter Verwendung der Registrierungsmethode basie-

rend auf Lie-Gruppen die Minimierung einer speziellen Zielfunktion in jedem Iterationsschritt

des Optimierungsverfahren zu der Berechnung eines Ausdrucks führt, der ähnlich zu den Dä-

monenkräfte ist [49, 47].

Im Falle des additiven Dämonen-Algorithmus bilden die betrachteten Abbildungen, die Vek-

torfelder auf dem Rd, einen Vektorraum und damit eine triviale Lie-Gruppe und der Update-

Schritt y ← y ◦ exp(u) vereinfacht sich zu y ← y+u. Wird eine spezielle Zielfunktion mit dem

Gauÿ-Newton-Verfahren minimiert, führt dies zu der Berechnung eines zu den Dämonenkräf-

ten ähnlichen Ausdrucks. Analog gilt dies für die kompositiven Dämonen mit y ← y ◦ (id+u).

Somit kann der Dämonen-Algorithmus als Lösungsverfahren eines Optimierungsproblems in-

terpretiert werden [49, 47].

Zusätzlich wurde eine di�eomorphe Erweiterung des Dämonen-Algorithmus vorgestellt, die

darauf beruht, dass über der Lie-Gruppe der Di�eomorphismen minimiert wird [51]. Diese

wurde in dieser Arbeit nur kurz beschrieben und noch nicht alle Fragen diesbezüglich geklärt

(vgl. Abschnitt 8.2).
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8.2 Diskussion und Ausblick

In diesem Abschnitt werden einige Aspekte des Dämonen-Algorithmus diskutiert und es wer-

den einige Fragen beschrieben, die in Zusammenhang mit der Optimierung auf Lie-Gruppen

aufgekommen sind, und noch nicht ausreichend geklärt werden konnten.

Es wurde beschrieben, wie Lie-Gruppen in der Registrierung eingesetzt werden können. Die

Vorteile hierbei sind, dass durch deren Struktur in den Optimierungsverfahren keine Neben-

bedingungen benötigt werden und durch die Exponentialabbildung eine Projektion von der

Lie-Algebra in die Lie-Gruppe existiert, die in der Theorie gut studiert ist. In dieser Arbeit

wurden jedoch nur die Eigenschaften der Exponentialabbildung eingeführt, die für das Ver-

ständnis des Gauÿ-Newton-Verfahrens auf Lie-Gruppen erforderlich waren.

Registrierungsmethoden unter Verwendung von Lie-Gruppen können nur sinnvoll eingesetzt

werden, wenn die gesuchte Transformation Element einer Lie-Gruppe ist. In dieser Arbeit

wurde die Lie-Gruppe der rigiden Transformationen genauer betrachtet. Neben dieser bilden

noch andere Transformationen, die durch Matrizen dargestellt werden können, Lie-Gruppen.

Bespiele für die rigide Registrierung auf Lie-Gruppen sind die Gruppe SE(2) und die Grup-

pe der Rotationsmatrizen, für a�ne Registrierung auf Lie-Gruppen die Gruppe GL(n,R) der

invertierbaren Matrizen und für rigide volumenerhaltene Registrierung auf Lie-Gruppen die

Gruppe SL(n,R) der invertierbaren Matrizen mit einer Determinante von eins [55].

Eine weit verbreitete Methode, eine Zielfunktion bezüglich derartiger Transformationen zu

minimieren, ist, eine Parametrisierung durchzuführen. Die Zielfunktion wird dann bezüglich

der Parameter der Transformation (im rigiden Fall Rotationswinkel und Translationsvektor)

optimiert [33, 38, 30, 13]. Ein nächster Schritt wäre, die beiden Methoden miteinander zu ver-

gleichen, um zu überprüfen, ob die Optimierung auf Lie-Gruppen und die Optimierung über

den Parameterräumen dieselben Ergebnisse liefern.

Der Dämonen-Algorithmus ist ein Verfahren zur Bildregistrierung, dass in der Praxis vor allem

wegen seiner einfachen Implementierung und seiner E�zienz viel Anwendung gefunden hat. Er

hat jedoch auch einige Nachteile, was hauptsächlich auf die nicht intuitive Wahl der Parame-

ter und auf die Motivation über ein Di�usionsmodell und nicht über ein Optimierungsproblem

zurückzuführen ist.

Im Dämonen-Algorithmus wird abwechselnd ein Verrückungsfeld mit den Dämonenkräften
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berechnet und mit Gauÿ-Funktionen geglättet. In [49] wurde die Glättung der Verrückung u

als eine Approximation an eine �uidale und die Glättung der Transformation y = id + u als

eine Approximation an eine di�usive Regularisierung interpretiert. Die Regularisierung mit

Gauÿ-Funktionen wurde in dieser Arbeit nicht thematisiert, so dass noch zu klären ist, warum

und wie weit diese Interpretation zutri�t.

Die Ergebnisse des Dämonen-Algorithmus sind sehr sensitiv gegenüber der Änderung der Stan-

dardabweichung σ der Gauÿ-Funktion. In den Werken [49, 47, 39, 44], die für diese Arbeit ver-

wendet wurden, werden jedoch keine Angaben darüber gemacht, wie die Standardabweichung

σ sinnvoll gewählt werden kann. In der ITK-Implementierung [50] wurde als Standardwahl

σ = 1 jeweils für die Glättung der Verrückung und der Transformation gewählt. Dieses ist

jedoch nicht für jede Anwendung eine sinnvolle Wahl.

Der Dämonen-Algorithmus ist ein Iterationsverfahren, es werden jedoch keine Abbruchbedin-

gungen vorgeschlagen. Die einzige Abbruchbedingung ist die maximale Anzahl an Iterations-

schritten. So werden womöglich zu viele oder zu wenige Iterationsschritte gemacht, was in einer

längeren Rechenzeit oder schlechteren Ergebnissen resultieren könnte. Es kann nicht garantiert

werden, dass das optimale Ergebnis gefunden wurde.

Für den Dämonen-Algorithmus gibt es auÿerdem keine Angaben zu Fehlerabschätzungen.

Durch die Interpretation der Dämonenkräfte als Suchrichtungen eines Gauÿ-Newton-Verfahrens

könnten die Fehlerabschätzungen des Optimierungsverfahrens auf den Dämonen-Algorithmus

übertragen werden.

In dieser Arbeit lag der Fokus auf der Theorie der Lie-Gruppen und auf der Bildregistrierung

unter Verwendung von Lie-Gruppen. In dem Registrierungsrahmen [49], der auf der Optimie-

rung auf Lie-Gruppen beruht, wurde die Einbettung einer Lie-Gruppe in einen euklidischen

Raum benutzt, um Ableitungen von Funktionen auf Lie-Gruppen bestimmen zu können (vgl.

Gleichung (5.4)). Dafür muss jedoch die Di�erenzierbarkeit der Einbettung und der Abbil-

dung, die die Darstellung der Transformation eines Punktes im Einbettungsraum realisiert,

vorausgesetzt werden. Möglicherweise wird dieses durch die Theorie der Einbettungen bereit-

gestellt. Es lag jedoch nicht Rahmen dieser Arbeit, sich mit Einbettungen zu beschäftigen, so

dass dieser Teil ungeklärt geblieben ist.

Mit Hilfe des Registrierungsrahmens basierend auf der Optimierung auf Lie-Gruppen [49], ist

es gelungen, den Dämonen-Algorithmus als Lösungsverfahren eines Optimierungsproblems zu

74
Universität zu Lübeck

Institute of Mathematics and Image Computing



8.2 Diskussion und Ausblick

interpretieren. Bei den additiven Dämonen wird auf dem Vektorraum der Vektorfelder des Rd

minimiert, der eine triviale Lie-Gruppe mit der Addition als Gruppenverknüpfung und der

Identitätsabbildung als Exponentialabbildung bildet. Im Fall der kompositiven Dämonen wird

die Menge der nicht-parametrischen Transformationen mit der Komposition von Funktionen als

Gruppenverknüpfung betrachtet. Nicht alle dieser Transformationen sind invertierbar, so dass

sie keine Gruppe bilden, sondern nur einen Monoid [47] (ein Monoid besitzt die Eigenschaften

einer Gruppe bis auf das invertierbare Element [46]). Deswegen ist erstmal nicht klar, dass die

Lie-Gruppen-Methoden auf diese Menge angewendet werden können. In [47] wird argumentiert,

dass die Invertierbarkeit in den Optimierungsmethoden auf Lie-Gruppen nicht ausgenutzt wird

und der Registrierungsrahmen deswegen auch bei den kompositiven Dämonen angewendet

werden kann.

Die spezielle Lie-Gruppen-Struktur des Registrierungsrahmens basierend auf Lie-Gruppen [49]

wurde von dem Dämonen-Algorithmus nicht verwendet. Die Bildregistrierung unter Verwen-

dung von Lie-Gruppen bietet einen wesentlich stärkeren theoretischen Hintergrund, als für

den Dämonen-Algorithmus von Bedeutung ist. Erst mit der di�eomorphen Erweiterung des

Dämonen-Algorithmus wurde die Lie-Gruppen-Struktur des Registrierungsrahmen ausgenutzt.

Die Idee des di�eomorphen Dämonen-Algorithmus ist, mit den Optimierungsverfahren auf

Lie-Gruppen auf der Menge der Di�eomorphismen zu optimieren. Die Menge der Di�eomor-

phismen bildet keinen Vektorraum, u.a. weil sie bezüglich der Addition nicht abgeschlossen

ist. Sie bildet mit der Komposition ◦ eine Gruppe [54]. Ob diese Gruppe eine Lie-Gruppe

ist, ist jedoch noch unklar geblieben. Di�eomorphismen sind di�erenzierbar und können ver-

knüpft und invertiert werden und erhalten diese Eigenschaft. Alle Di�eomorphismen bilden

aber keine Lie-Gruppe. In [3] heiÿt es, dass nur perfekte, also C∞-Di�eomorphismen, eine Lie-

Gruppe bilden, in [12] jedoch, dass Di�eomorphismen unendlich dimensionale Gruppen und

di�erenzierbare Mannigfaltigkeiten bilden, aber keine Lie-Gruppen. Um diesbezüglich weitere

Aussagen tre�en zu können, müsste die Theorie der Gruppe der Di�eomorphismen genauer

betrachtet werden. Dieses hätte aber den Rahmen dieser Arbeit überschritten.

Im di�eomorphen Dämonen-Algorithmus werden diskrete Di�eomorphismen betrachtet und

keine C∞-Di�eomorphismen. Demzufolge ist zu erwarten, dass die durch ihn berechneten

Transformationen allenfalls approximativ Diffeomorphie-Eigenschaften besitzen und damit

nicht unbedingt invertierbar sind. Dieses ist jedoch nur eine Annahme und wurde nicht in
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8.2 Diskussion und Ausblick

der Praxis überprüft.

Diese Arbeit hat einen ersten Einblick in Bildregistrierungsmethoden unter Verwendung von

Lie-Gruppen gegeben. Ein nächster Schritt ist, diese Methoden mit der parametrischen Regis-

trierung [33, 30] zu vergleichen.
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Anhang

Anhang A

Anhang

A.1 Nomenklatur

d

Ω ⊂ Rd

x = (x1, . . . , xd)T

R, T

R, T

y = (y1, . . . , yd)T

u = (u1, . . . , ud)T

y =
(
y(x1)T , . . . , y(xm)T

)T
Ty(x) = T (y(x))

T (y)

dT ,∇T

dTy,∇Ty

D(Ty,R)

S(y)

∂ig = ∂g
∂xi

∂2
i,jg = ∂2g

∂i∂j

∇g = ( ∂g
∂x1

, . . . , ∂g∂xd )T

Dimension (üblicherweise d ∈ {2, 3})

Gebiet, De�nitionbereich eines Bildes

Punkt (Pixelkoordinate) x ∈ Ω

kontinuierliches Referenz- und Templatebild, R, T : Ω ⊂ Rd → R

diskretes Bilder R, T an den Punkten x1, . . . , xm ∈ Rd

mit R =
(
R(x1), . . . ,R(xm)

)T
und T =

(
T (x1), . . . , T (xm)

)T
Transformation, y : Rd → Rd, x 7→ y(x)

Verrückung, u : Rd → Rd, x 7→ u(x)

diskrete Transformation an den Punkten x1, . . . , xm ∈ Rd

transformiertes Templatebild

diskretes transformiertes Templatebild

Ableitung und Gradient von T , dT T = ∇T

Ableitung und Gradient von T ◦ y, dT Ty = dyTdT T = ∇Ty

Distanzmaÿ

Regularisierer

partielle Ableitung von g : Rd → R nach xi

zweite partielle Ableitung von g : Rd → R nach xi und xj

Gradient von g : Rd → R
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A.1 Nomenklatur Anhang

α, α1, α2 ∈ R+

‖x‖, x ∈ Rd

(g1 ∗ g2)(x)

f(x) ∈ Rd

Gµσ : Rd → Rd

uOpt : Ω→ Rd

uSym : Ω→ Rd

M,N

(U , ϕ)

ϕ(p) = (u1, . . . , un)

C∞(M)

∂
∂ui

(f ◦ ϕ−1)
∣∣∣
ϕ(p)

c : [−ε, ε] ⊂ R→M

c̄

ξp : C∞(M)→ R

TpM

TM

X :M→ TM

X : C∞(M)→ C∞(M)

X(M)

[X,Y ](f)

DF

(DF )p

G

g

[. , .] : g× g→ g

Lσ : G → G

X∗(G)

Parameter

euklidische Norm von x: ||x|| =
√∑d

i=1 x
2
i

Faltung von zwei Funktionen g1, g2 : Rd → R

(g1 ∗ g2)(x) =
�
Rd
g1(y)g2(x− y)dy

Dämonenkraft im Punkt x ∈ Rd

d-dim. Gauÿ-funktion, Gµσ = 1

(2π)
d
2 σd

exp(−‖x−µ‖
2
2

2σ2 )

Verrückung der Dämonen, basierend auf dem optischen Fluss

Verrückung der symmetrischen Dämonen

di�erenzierbare Mannigfaltigkeiten

Karte aufM, ϕ : U ⊂M→ Ω ⊂ Rn

lokale Koordinaten von p ∈M bzgl. der Karte ϕ

Raum der stetig di�erenzierbaren Funktionen aufM:

C∞(M) = {f :M→ R und f stetig di�bar}

partielle Ableitung der Interpretation von f in der Karte ϕ

Kurve aufM

Tangentialvektor bzgl De�nition 3.7

Tangentialvektor vonM in p ∈M bzgl De�nition 3.8

Tangentialraum vonM im Punkt p ∈M

Tangentialbündel vonM: TM =
⋃
p∈M

TpM

Vektorfeld aufM bzgl De�nition 3.10

Vektorfeld aufM bzgl De�nition 3.11

Menge der glatten Vektorfelder aufM

Vektorfeld-Kommutator:

[., .] : X(M)× X(M)→ X(M), [X,Y ](f) = X(Y (f))− Y (X(f))

Di�erential von F :M→N : DF : TM→ T N

Di�erential von F im Punkte p ∈M: (DF )p : TpM→ TF (p)N

Lie-Gruppe

Lie-Algebra der Lie-Gruppe G

Lie-Klammer

Linksverknüpfung: Lσ(τ) = σ ∗ τ , für σ, τ ∈ G

Menge der linksinvarianten Vektorfelder
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Anhang

exp : g→ G

dfσ(0)

u ∈ g

Θ : G → RN

w(Θ(y), x)

Exponentialabbildung der Lie-Gruppe G

Ableitung von f bzgl. den Koordinaten einer festen Karte:

(dfσ(0))i = ∂
∂ui
f(σ ∗ exp(u))

∣∣∣
u=0

Element der Lie-Algebra g und Suchrichtung des Gauÿ-Newton-

Verfahrens auf Lie-Gruppen

Einbettung einer Lie-Gruppe G in einen RN

Darstellung der Transformation von x durch y in Einbettung Θ

A.2 Berechnungen

Eine Lösung der Gleichung des optischen Flusses (Gleichung (2.2))

Lemma A.1 Das v mit minimaler Länge, das die Gleichung des optischen Flusses

v(x) · ∇R(x) = Ty(x)−R(x)

für ∇R > 0 erfüllt, ist

v(x(t1)) =
(Ty(x(t1))−R(x(t1)))
||∇R(x(t1))||2

∇R(x(t1)).

Beweis:

Gesucht ist ein v(x) minimaler Länge, das die Gleichung des optischen Flusses

v(x) · ∇R(x) = Ty(x)−R(x).

erfüllt. Für jeden Punkt x ∈ Rd muss also mit v = v(x) ∈ Rd, r = ∇R(x) ∈ Rd und

s = Ty(x)−R(x) ∈ R gelten:

Finde ein v mit rT v = s, so dass ||v|| != min.

Jeder Vektor v kann dargestellt werden durch v = ξ · r + η · r⊥, wobei r⊥ orthogonal zu r ist.

Es gilt

s = rT v = ξ · rT r + η · rT r⊥︸ ︷︷ ︸
=0

= ξ · rT r

⇒ ξ =
s

rT r
(rT r ∈ R und rT r 6= 0).
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A.2 Berechnungen Anhang

Es wird ein v mit minimaler Länge gesucht. Für die Länge von v gilt

||v||2 ≤ ||ξ · r||2 + ||η · r⊥||2.

Ist η = 0, ist die Länge minimal. Also ist das gesuchte v

v = ξ · r =
s r

rT r
=

s r

||r||2
=
Ty(x)−R(x)
||∇R(x)||2

∇R(x).

�

Berechnung von (2.5)

Mit den Abkürzungen δ := R(x)− T (y(x)) und J := ∇xR(x) und α > 0 ist

u(x) =
δ J

||J ||2 + α2δ2
und ||u(x)|| = |δ| ||J ||

||J ||2 + α2δ2

und es gilt:

(α|δ| − ||J ||)2 ≥ 0

⇔ ||J ||2 + α2δ2 − 2α|δ| ||J || ≥ 0

⇔ ||J ||2 + α2δ2 ≥ 2α|δ| ||J ||

⇔ 1
2α
≥ |δ| ||J ||
||J ||2 + α2δ2

⇔ 1
2α
≥ ||u(x)||.
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