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1 Einleitung und Einordnung

1.1 Motivation
Die Bildgebung ist in der heutigen Zeit aus der Medizin kaum mehr weg zu denken. Sie
kann Ärzten umfassende Informationen über Morphologie und Stoffwechselvorgänge im
Körper ihrer Patienten liefern, ohne dass ein chirurgischer Eingriff notwendig ist [Buz05, S.
1]. Solche Bilddaten sind dabei wichtig für die Diagnose diverser Erkrankungen oder die
Planung von Operationen [CSP03, S. 3-6]. Allein in Deutschland wurden im Durchschnitt
in den Jahren 1996–2005 jedes Jahr 4,2 Millionen nuklearmedizinische Untersuchungen
durchgeführt [Ber07, S. 241].
In der morphologischen Bildgebung haben sich Magnetresonanztomographie (MRT) und
transmissionstomographische Verfahren wie Röntgentomographie oder Computertomo-
graphie (CT) etabliert [CSP03, S. 1].
Für die Anzeige von Stoffwechselaktivitäten oder des Blutflusses werden in der funktio-
nellen Bildgebung funktionelle Magnetresonanztomographie (fMRT) und emissionsto-
mographische Verfahren der Nuklearmedizin wie Szintigraphie, Positron Emission To-
mography (PET) oder Single Photon Emission Computed Tomography (SPECT) ange-
wandt [CSP03, S. 1-2].
Um differenziertere Diagnosen erstellen zu können, ist dabei die Wirklichkeitstreue und
Qualität der Bilder entscheidend. Verbessert wird die Bildqualität einerseits durch verbes-
serte Aufnahmeverfahren und andererseits durch die Verbesserung und Entwicklung von
Rekonstruktionsverfahren für die bei den Aufnahmen gewonnenen Daten. Beide Bereiche
stellen dabei wichtige Forschungs- und Arbeitsfelder dar.
In dieser Arbeit möchte ich mich mit Rekonstruktionsverfahren für SPECT beschäftigen.
Dabei werde ich, nachdem ich in diesem Kapitel eine Einleitung in SPECT gegeben ha-
be, in Kapitel 2 die mathematischen und physikalischen Grundlagen der Rekonstruktion
wiedergeben, wie sie z.B. bei Buzug [Buz05] und Zaidi [Zai06] beschrieben sind. In Ka-
pitel 3 werde ich die gefilterte Rückprojektion, ein direktes, analytisches Verfahren und
die Methode der Maximum-Likelihood-Expectation-Maximization (ML-EM), ein iterati-
ves, statistisches Verfahren, näher betrachten. Dabei werde ich die gefilterte Rückprojekti-
on nach der Beschreibung von Zaidi [Zai06] und das Maximum-Likelihood-Expectation-
Maximization Verfahren nach Shepp und Vardi [SV82], nach der Beschreibung von Bu-
zug [Buz05] wiedergeben. Im Kapitel 4 werde ich beide Verfahren mit simulierten Auf-
nahmedaten vergleichen und die Ergebnisse realer Projektionsdaten betrachten, die ich
freundlicherweise von Dr. Schumacher (Firma MiE Germany) zur Verfügung gestellt be-
kommen habe. Dazu habe ich die betrachteten Verfahren in Matlab implementiert. In Ka-
pitel 5 möchte ich mit einem Fazit schließen.
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1 Einleitung und Einordnung

1.2 Einleitung in die Bildgebung der SPECT

1.2.1 Funktionsprinzipien der SPECT
SPECT ist ein emissionstomographisches Verfahren, welches die dreidimensionale Dar-
stellung der Verteilung von Radioaktivität in einem Aufnahmegebiet ermöglicht [CSP03,
S. 1]. In der nuklearmedizinischen Bildgebung mit SPECT werden einem Patienten zu
einem zu visualisierenden Gebiet spezifische Radiopharmaka, sogenannte Tracer, verab-
reicht. Diese Radiopharmaka können einzelne Radionuklide oder mit Radionukliden mar-
kierte Substanzen sein, die γ-Strahlung emittieren [CSP03, S. 1].
Eine Aufnahme mit SPECT besteht aus zwei wesentlichen Teilen: der Messung und der
Rekonstruktion. Bei der Messung wird die Strahlungsaktivität aus verschiedenen Winkeln
um den Aufnahmebereich ermittelt, um mit diesen Daten die Rekonstruktion vorzuneh-
men. Die Qualität der gemessenen Daten hängt dabei von der gemessenen Strahlendosis
und somit mittelbar von der injizierten Tracerdosis ab, da sich mit fallender Anzahl an
gemessenen Zerfällen das Signal-Rausch-Verhältnis erhöhen kann [Buz05, S. 364], mehr
zum Ablauf der Aufnahme siehe Abschnitt 2.1. Da die Strahlenbelastung für den Patienten
möglichst niedrig gehalten werden muss und um die Aufnahmezeit zu verringern, wer-
den typischerweise zwei oder drei Gamma-Kameras eingesetzt um mehr Informationen
in gleicher Zeit zu erhalten. In Kombination mit intelligenten Rekonstruktionsverfahren
können so bessere Ergebnisse erhalten werden [CSP03, S. 299].
Ein Problem der Messung von Daten mit SPECT ist die Abschwächung der Strahlungsak-
tivität durch verschiedene Effekte wie Absorbtion oder Ablenkung von γ-Quanten (siehe
z.B. [Cha78]). Dies verringert die ohnehin nicht hohen gemessenen Zerfälle zusätzlich, das
Signal-Rausch-Verhältnis wird schlechter. Soll zum Beispiel ein Tumor lokalisiert werden,
so kann ein Tracer eingesetzt werden, der als Energielieferant dient. Dieser wird sich im
Tumor stärker anreichern als im übrigen Gewebe und der Tumor ist durch eine höhe-
re emittierte Strahlendosis vom übrigen Gewebe zu unterscheiden. Je größer ein Tumor
ist und je weniger die von ihm ausgehende Strahlung abgeschwächt wird, desto besser
ist er in der Rekonstruktion zu erkennen. Liegt ein kleiner Tumor im Körperinneren, so
kann durch die Abschwächung eine Diagnose erschwert oder ganz verhindert werden.
Die Abschwächung kann in der Rekonstruktion berücksichtigt oder zumindest nachträg-
lich betrachtet werden, siehe dazu [CSP03, Buz05, Zai06]. Durch die Abschwächung sind
bei SPECT-Aufnahmen 360◦-Messungen üblich, da durch die nicht uniforme Gestalt des
Körpers und entsprechend unterschiedliche Abschwächungen die Informationen gegen-
überliegender Messungen verschieden sind [CSP03, S.305-306].

1.2.2 Einordnung in die medizinische Bildgebung
Als nuklearmedizinisches Verfahren gehört SPECT zusammen mit Verfahren wie Szinti-
graphie, PET und MRT in den Bereich der Emissionstomographie. Die Szintigraphie ist da-
bei das nuklearmedizinische Gegenstück zur Röntgentomographie, beide Verfahren par-
allelprojizieren ein dreidimensionales Objekt in eine zweidimensionale Ebene, wobei bei
der Röntgentomographie dies durch Transmission von Röntgenstrahlen durch den Körper
geschieht und bei der Szintigraphie durch Emission von γ-Quanten aus dem Körperinne-
ren. Das Verfahren der Transmissionstomographie, das der SPECT am nächsten kommt, ist
die Computertomographie (CT). Bei beiden Verfahren werden um ein Objekt Projektionen
gemessen und anschließend mit diesen Projektionen ein Ergebnis berechnet [CSP03, S. 1;
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1 Einleitung und Einordnung

Buz05, S. 2-3]. Dabei kommen zum Teil sehr ähnliche Modelle und Algorithmen zum Ein-
satz. Eine Szintigrafie zur SPECT verhält sich entsprechend einem Röntgenbild zur CT.
Nahe Verwandtschaft besteht über die Szintigrafie und die verwendeten Verfahren zwi-
schen SPECT und PET. Der wesentliche technische Unterschied liegt hier im Messverfah-
ren. Bei der SPECT werden direkt die vom Tracer emittierten γ-Quanten aus verschiede-
nen Winkeln mit einer oder mehreren rotierenden Kameras gemessen. Bei der PET wird
die bei der Wechselwirkung zwischen verabreichten Positronen und im Körper vorhande-
nen Elektronen entstehende Vernichtungsstrahlung (in Form von zwei im Winkel von 180°
emittierenden Photonen) durch ringförmig angeordnete Detektoren gemessen.
In den Bereich der Nuklearmedizin gehört auch die MRT, sie unterscheidet sich jedoch
grundsätzlich von den emissionstomographischen Verfahren, da bei ihr nicht die Anwen-
dung radioaktiver Substanzen zur Bildgebung genutzt wird, sondern kernphysikalische
Effekte [NW01, S. 50].
SPECT, PET, CT und Magnetresonanztomografie (MRT) basieren auf der Berechnung von
Schnittbildern. Genauer werden Transversalschnitte berechnet — Schnitte, die senkrecht
zur Längsachse eines stehenden Menschen stehen. Dies machen bereits die Namen deut-
lich: Tomographie lässt sich vom altgriechischen frei als „Schnittbildverfahren“ überset-
zen.

1.2.3 Anwendungsgebiete für die SPECT
SPECT konkurriert in seinen Anwendungsbereichen insbesondere mit anderen funktio-
nellen, bildgebenden Verfahren wie Szintigraphie, PET und der fMRT. Dabei ermöglichen
nur SPECT, PET und fMRT eine dreidimensionale Darstellung. Von diesen drei Verfahren
ist SPECT das günstigste [SMY05, S. 118; Zai06, S. 78]. Außerdem ist SPECT, ebenso wie
PET, nicht anfällig gegenüber ferromagnetischen Implantaten und wird entsprechend um-
fangreich eingesetzt.
Im Allgemeinen sind die Anwendungsgebiete der SPECT dieselben wie bei der Szinti-
grafie — die Untersuchung des Funktionszustandes von Geweben und Organen mittels
Messgrößen wie Stoffwechselaktivität oder Blutfluss [Zai06, S. 439, S. 481 ff], da die Mor-
phologie systembedingt kaum ermittelt werden kann. Im Gegensatz zur Szintigrafie, die
lediglich eine Parallelprojektion entlang einer Achse in die Ebene liefert, kann SPECT be-
nutzt werden, wenn eine dreidimensionale Darstellung gewünscht ist [Zai06, S. 8].
Häufige Anwendung findet sich in Form der gated-SPECT, dabei wird das SPECT-Gerät
mit einem EKG verbunden, um damit die Durchblutung des Herzmuskelgewebes zu un-
tersuchen (z.B. bei Verdacht auf Gefäßverengungen). Durch diese Kombination lässt sich
der Abbau der radioaktiven Substanzen im Verhältnis zu jedem einzelnen Herzschlag mes-
sen [Zai06, S. 486]. Weitere wichtige Anwendungsgebiete sind:

• Kardiologie als Myocard-SPECT zur Bestimmung der Vitalität des Herzmuskelgewe-
bes [Zai06, S. 481 ff].

• Skelettszintigrafie als Knochen-SPECT zur Lokalisation von Regionen mit veränder-
tem Knochenstoffwechsel [Zai06, S. 60].

• Neurologie als Hirnfunktions-SPECT zur Diagnose von Alzheimererkrankun-
gen [Zai06, S. 290] und in der Diagnostik und Differenzierung von Parkinsonsyn-
dromen [PB04].

• Onkologie als Somatostatin-Rezeptor-Szintigrafie mit Octreotid, einem synthetisches
Analogon des Hormons Somatostatin, bei der Erkennung von Neuroendokrinen Tu-
moren [BH04].
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2 Grundlagen der Bildgebung mit SPECT

2.1 Der Messvorgang
Dieses Kapitel soll die Grundlagen für die Rekonstruktion eines SPECT-Bildes wiederge-
ben. Das Funktionsprinzip einer SPECT-Aufnahme wurde dabei bereits in Abschnitt 1.2.1
kurz vorgestellt. Im Folgenden möchte ich eine mathematisches Modell des Messvorgangs
beschreiben. Dabei sollen Techniken, wie die Messung durch mehrere Kameras, außer
acht gelassen werden, da dies die Beschreibung nur unnötig verkomplizieren würde.
Grundlage der Beschreibung sind dabei die Bücher von Buzug [Buz05], Natterer und
Wübbeling [NW01] und Zaidi [Zai06].
Beim Messen einer SPECT-Aufnahme werden zweidimensionale Projektionen der
Aktivitätsverteilungen auf die Gamma-Kamera aus verschiedenen Winkeln um ein drei-
dimensionale Aufnahmegebiet gemessen. Die Aktivitätsverteilung im Aufnahmegebiet

Abbildung 2.1: Skizze des Aufnahmebereiches und der Detektorfläche einer Gamma-
Kamera. Außerdem ist der Strahl g+(a, θ) ausgehend von einem Punkt a
im Aufnahmegebiet und die Gerade g(u, θ) durch u auf der Detektorfläche
eingezeichnet.

wird dabei mit einer Gamma-Kamera ermittelt, auf deren Detektorfläche eintreffende
γ-Quanten registriert werden können. In der folgenden Betrachtung kann die dritte
Dimension vernachlässigt werden, weswegen nur die Parallel–Projektion eines zweidi-
mensionalen Aufnahmegebietes betrachtet wird. Tatsächlich wird keine Detektorfläche,
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2 Grundlagen der Bildgebung mit SPECT

sondern eine Detektorstrecke betrachtet. Ich verwende in dieser Arbeit beide Begriffe
synonym. Die zusammenhängende, abgeschlossene Menge ΩK ⊂ R2 repräsentiert dann
die Detektorfläche der Gamma-Kamera. Die Gamma-Kamera besitzt einen Kollimator,
z.B. einen Parallelloch-Kollimator, mit dem eine Aussage über den Winkel getroffen
werden kann, mit dem gemessene γ-Quanten auf der Detektorfläche eingegangen sind.
Die nähere Funktionsweise einer Gamma-Kamera kann unter [Ang58] nachgelesen
werden.
Das von der Gamma-Kamera aufgenommene Gebiet wird im Folgenden abstrahiert als
offene, zusammenhängende Menge ΩA ⊂ R2 bezeichnet. Es wird ΩA ein Koordinaten-
system zugeordnet, um Positionen im Aufnahmegebiet angeben zu können. Dabei ist der
Ursprung des Koordinatensystems von ΩA ohne Beschränkung der Allgemeinheit der
Ursprung des R2. Die Gamma-Kamera und somit die Detektorfläche, repräsentiert durch
ΩK, rotiert in n ∈ N seperaten Aufnahmeschritten genau einen 360◦-Umlauf um ΩA. Die
den Aufnahmeschritten zugeordneten Winkel sind dabei mit θi ∈ [0, 2π) , i = 1, . . . , n
bezeichnet. Die Winkel seien untereinander äquidistant über 360◦ — einen kompletten
Umlauf — verteilt.

Abbildung 2.2: Skizze zur näheren Betrachtung von ΩK. Eingezeichnet dafür ist die Sphäre
S1(r) mit ihrem Radius r, sowie ein Punkt ξ auf der Sphäre.

In Abbildung 2.2 wird ΩK näher dargestellt und soll jetzt näher definiert wer-
den. Ich betrachte dazu die Sphäre S1(r) := {x ∈ R | |x|2 = r} mit Radius
r ∈ R+ := {x ∈ R | x ≥ 0}. Dann ist ΩK ein Abschnitt der Tangente an S1(r)
im Punkt ξ = r · (cos(θ), sin(θ))T. Da ΩK eine Strecke repräsentieren soll, definie-
re ich ein abgeschlossenes, symmetrisch um 0 liegendes Intervall I ⊂ R. Damit ist
ΩK = {r · (cos(θ), sin(θ))T + x · (− sin(θ), cos(θ))T|x ∈ I} eine Strecke. Für den weiteren
Verlauf ist der Radius r und das Intervall I beliebig, aber fest zu wählen.

Wie oben bereits angedeutet, wird beim Messvorgang aus jedem Winkel θ eine Projektion
des Aufnahmegebietes ΩA auf die Gamma-Kamera ΩK gemessen, dieses wird durch eine
Funktion

p : ΩK × [0, 2π)→ R , (x, θ) 7→ p(x, θ)

5



2 Grundlagen der Bildgebung mit SPECT

beschrieben, wobei p(x, θ) die gemessene Strahlungsaktivität zu der Koordinate x ∈ ΩK
zum Winkel θ ist. Diese gemessene Aktivität ist ein Maß für die Anzahl der eingetroffenen
γ-Quanten an den gegebenen Koordinaten und enthält damit Informationen über die Ver-
teilung der Radioaktivität im Gebiet ΩA.
Nachdem ich die wichtigsten Bestandteile beim Messvorgang vorgestellt habe, möchte ich
im nächsten Abschnitt die Problemstellung der Rekonstruktion wiedergeben.

2.2 Problemstellung der Rekonstruktion
Der im vorigen Abschnitt 2.1 beschriebene Messvorgang kann als Grundlage verwendet
werden, um die Problemstellung der Rekonstruktion zu formulieren. Ich möchte in die-
sem Abschnitt das Problem nach Zaidi [Zai06] beschreiben und erst in Abschnitt 3.2 eine
numerische Betrachtungsweise einführen.
In der Messung wurden n Projektionen des Gebietes ΩA erhalten. Ziel ist es, aus diesen
Projektionen eine Aussage über die Strahlungsverteilung f : R2 → R in ΩA zu treffen,
die jeder Koordinate die vorliegende Strahlungsintensität zuordnet.
Sei Ω ⊂ R2 beliebig und L(Ω, K1, K2) := {χ : K1 → K2 | χ betragintegrierbar ∧
supp(χ) ⊂ Ω} der Raum der betragintegrierbaren Funktionen von einem Körper K1 in
einen zweiten Körper K2, die außerhalb von Ω ⊂ K1 null sind. Damit kann die Strah-
lungsverteilung genauer definiert werden als f ∈ L(ΩA, R2, R). Weiterhin ist eine Funk-
tion g(x, θ) := {x + t · (cos(θ), sin(θ))T, t ∈ R} ⊂ R2 definiert, die jedem Punkt aus dem
R2 zusammen mit einem Winkel die zugehörige Punktmenge der Gerade zuordnet und
g+(x, θ) := {x + t · (cos(θ), sin(θ))T, t ∈ R+} ⊂ R2 ist die Funktion, die jedem Punkt aus
dem R2 und einem Winkel den zugehörigen von dem Punkt ausgehenden Strahl zuordnet.
Ich wähle in dieser Arbeit zur Beschreibung der Vorwärtsprojektion die häufig verwendete
Ray-Transformation [NW01, S. 17 ff].

Definition 1: Ray-Transformation (Fritz John – 1910–1994)
Es modellieren f ∈ L(ΩA, R2, R) die Strahlungsverteilung und µ ∈ L(ΩA, R2, R) die Abschwä-
chung, dann definiert

P : L(ΩA, R2, R)×L(ΩA, R2, R)→ {χ : ΩK × [0, 2π)→ R},

mit

P[ f ,µ](x, θ) :=
∫

g(x,θ)

f (y) exp
(
−
∫

g+(y,θ)
µ(z)dz

)
dy, (2.1)

für alle x ∈ ΩK und θ ∈ [0, 2π) die abgeschwächte Ray-Transformation.

Die Definition 1 kann für den weiteren Gebrauch vereinfacht werden. Die Abschwächung,
ausgedrückt durch µ, ist ein wichtiges Themen– und Forschungsgebiet. Sie soll jedoch
nicht Thema dieser Arbeit sein, da sie das Problem unnötig erschweren und dies den
Rahmen dieser Arbeit sprengen würde. Beispiele zur Behandlung der Abschwächung bei
SPECT können z.B unter [Cha78, Zai06, CSP03] gefunden werden.
Da die Abschwächung nicht betrachtet werden soll, setze ich für alle x ∈ ΩA die Ab-
schwächung µ(x) = 0. Der Exponentialterm ist damit für alle x gleich eins und braucht
nicht weiter betrachtet werden. Ich betrachte also im Folgenden die Ray-Transformation
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2 Grundlagen der Bildgebung mit SPECT

ohne Abschwächung: (2.1)

pRay : ΩK × [0, 2π)→ R

pRay(x, θ) :=P[ f ,µ](x, θ) =
∫

g(x,θ)

f (y)dy. (2.2)

Für die Ray-Transformation soll in Kapitel 3 eine Inverse und eine Lösung für diese ge-
funden werden. Es wird entweder eine (pseudo-)inverse Funktion bestimmt, was dem
analytischen Ansatz entspricht oder ich versuche das Problem numerisch zu lösen. Wenn
das Problem numerisch gelöst werden soll, so muss vorher noch eine Diskretisierung des
Modelles vorgenommen werden. Auf diesen Aspekt werde ich in Abschnitt 3.2.1 näher
eingehen, da dies für den folgenden analytischen Ansatz nicht nötig ist.
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3 Rekonstruktionsverfahren
Ich möchte mich in diesem Kapitel exemplarisch mit zwei Rekonstruktionsverfahren be-
schäftigen. Zuerst werde ich die gefilterte Rückprojektion betrachten und anschließend
in Abschnitt 3.2 die Grundlagen der algebraischen Rekonstruktion wiedergeben, um in 3.3
mit der Methode der Maximum-Likelihood-Expectation-Maximization (ML-EM) fortzu-
fahren. Basis bieten dabei die im vorigen Kapitel 2 gelegten Grundlagen und die formu-
lierte Problemstellung (2.2), die es zu betrachten gilt. Grundlage dieses Kapitels sind ins-
besondere die Werke von Buzug [Buz05] und Zaidi [Zai06].

3.1 Die gefilterte Rückprojektion

3.1.1 Die Radon-Transformation
An dieser Stelle soll zuerst die Radon-Transformation betrachtet werden [NW01, S. 9 ff].
Sei dazu r ∈ R der Radius einer Kreisscheibe K(r) := {x ∈ R2 | |x| ≤ r}.
Definition 2: Radon-Transformation (Johann Radon – 1887–1956)
Es sei f ∈ L(K(r), R2, R) und mit b ∈ R, |b| ≤ r sei d(b, θ) := g(b · (cos(θ), sin(θ))T, θ) eine
Gerade mit Abstand |b| ≤ r zum Ursprung und Steigungswinkel θ⊥, welcher rechtwinklig zu θ
steht. Dann heißt

P : L(K(r), R2, R)→ {ξ : R× [0, 2π)→ R},
mit

P[ f ](b, θ) :=
∫

d(b,θ)

f (x)dx (3.1)

Radon-Transformation.

Siehe dazu auch Abbildung 3.1. Diese Funktion kann wieder vereinfacht werden:

pRadon : R× [0, 2π)→ R

pRadon(b, θ) :=P[ f ](b, θ) =
∫

d(b,θ)

f (x)dx (3.2)

Offensichtlich ist die Radon-Transformation ähnlich der Ray-Transformation aus Glei-
chung 2.2, lediglich die Gerade ist anders parametrisiert. Der Vorteil der Radon-
Transformation liegt darin, dass es gut beschriebene Invertierungsansätze gibt, siehe dazu
z.B. [Zai06, Buz05, CSP03, NW01]. Beide Transformationen können wie folgt in Zusam-
menhang gesetzt werden, siehe [NW01, S. 17]:

Bemerkung 3:
Sei s(b, θ) = ΩK ∩ d(b, θ) und pRay(s(b, θ), θ⊥) die Ray-Transformation am Punkt s(b, θ), sei au-
ßerdem pRadon(b, θ) die Radon-Transformation dann gilt für die Geraden g(s(b, θ), θ⊥) = d(b, θ)
und damit:

pRay(s(b, θ), θ⊥) = pRadon(b, θ) (3.3)

8



3 Rekonstruktionsverfahren

Somit können beide Transformationen als Integration der Aktivitäten entlang der jeweili-
gen Geraden aufgefasst werden, siehe dazu auch Abbildung 3.1.

ΩK

x

y

b

d(b,θ)=g(s(b,θ),θ  )
s(b,θ)

θ

θ

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung zu Bemerkung 3

Beide Transformationen beschreiben im zweidimensionalen den gleichen Vorgang und da-
mit ist es adäquat, die Radon-Transformation für die Lösung der Problemstellung 2.2 zu
benutzen. Eine Rekonstruktion der Strahlungsverteilung f ist das Ziel der gefilterten Rück-
projektion und eine Lösung für die Problemstellung.
Ich schreibe pθ(b) abkürzend für pRadon(b, θ) und möchte das Geradenintegral in ein Vo-
lumenintegral überführen. Dazu wird eine Distribution — eine stetige, lineare Abbildung
aus dem Testfunktionenraum C∞(Rn) in den zugrundeliegenden Körper Rn [BS91, S. 659f]
— benötigt [Buz05, S. 62]:

Definition 4: Dirac-Delta (Paul Dirac – 1902–1984)
Sei f ∈ C∞(Rn), dann definiert

δ : C∞(Rn)→ R ,

mit
δ : f 7→ f (0) (3.4)

die Distribution mit Namen Dirac-Delta.

Wird Abbildung 3.1 betrachtet, so lässt sich erkennen, dass die Gerade d(b, θ) auch als

d(b, θ) = {x ∈ R2 | 〈x, (cos(θ), sin(θ))T〉 = b} (3.5)

geschrieben werden kann. Es wird an dieser Stelle noch eine Eigenschaft des Dirac-Deltas
formuliert [Buz05, S. 72]:

9



3 Rekonstruktionsverfahren

Bemerkung 5:
Sei φ ∈ C∞(Rn) mit endlich vielen, einfachen Nullstellen xi und φ′(xi) 6= 0 für alle xi ∈ Rn.
Weiterhin sei f ∈ C∞(Rn) eine beliebige Testfunktion, so gilt

∞∫
−∞

f (x)δ(φ(x))dx = ∑
i

∞∫
−∞

f (x)
δ(x− xi)

|φ′(xi)|
dx = ∑

i

f (xi)

|φ′(xi)|
. (3.6)

Klar ist, dass obige Gleichung für f (x) = 1 zu

∞∫
−∞

δ(φ(x))dx = ∑
i

1
|φ′(xi)|

. (3.7)

wird.

Mit (3.5) folgt b = x cos θ + y sin θ = 〈x, (cos(θ), sin(θ))T〉 und es gilt mit Definition 4 für
(3.1):

pθ(b) =
∞∫
−∞

∞∫
−∞

f (x, y)δ(b− x cos θ − y sin θ)dxdy. (3.8)

Im Folgenden möchte ich eine Möglichkeit betrachten, die Radon-Transformation zu in-
vertieren. Dabei möchte ich mich über die ungefilterte Rückprojektion zur gefilterten
Rückprojektion vorarbeiten.

3.1.2 Das Fourier-Slice-Theorem
Es wurde in Abschnitt 2.2 und 3.1.1 gezeigt, dass die am Detektor gemessenen Daten als
Projektionen in der Art einer Radon-Transformation aufgefasst werden können. Um die
Radon-Transformation umzukehren, wird das Fourier-Slice-Theorems verwendet [Buz05,
S. 120ff]. Anschließend werde ich auf Basis dessen die gefilterte Rückprojektion nach Zai-
di [Zai06] definieren. Zuerst folgt eine Definition der Fourier-Transformation.

Definition 6: Fourier-Transformation (Jean B. J. Fourier (1768-1830)) [Buz05, S. 78 f]
Es sei f ∈ L(Rn, Rn, Cn), dann ist F[ f ] die n-dimensionale (kontinuierliche) Fourier-
Transformation von f und ist gegeben durch

F : L(Rn, Rn, Cn)→ L(Rn, Rn, Cn)

mit
F[ f ](v) :=

∫
Rn

f (z)e−2πivzdz. (3.9)

für alle v ∈ Rn.

Verkürzend schreibe ich:

F : Rn → Cn

F(v) :=F[ f ](v) =
∫

Rn

f (z)e−2πivzdz (3.10)

10



3 Rekonstruktionsverfahren

Ein Nutzen der Fourier-Transformation ergibt sich durch die folgende Betrachtung. Sei
dabei Pθ die Fouriertransformation von pθ:

Pθ : R→ R

Pθ(v) :=F[pθ ]
(v) =

∫
R

pθ(b)e−2πivbdb. (3.11)

Mit (3.1) und b = x cos θ + y sin θ folgt daraus:

Pθ(v) =
∞∫
−∞

∞∫
−∞

f (x, y)e−2πiv(x cos θ+y sin θ)dxdy. (3.12)

Mit v = (v cos θ, v sin θ) und x = (x, y) steht hier die Fouriertransformation F von f und
es gilt Pθ = F. Dies entspricht genau der Aussage des Fourier-Slice-Theorems [Zai06, S.
86]:

Satz 7: Fourier-Slice-Theorem (Ronald M. Bracewell – 1921–2007)
Es sei f ∈ L(R2, R2, C2) und pθ ∈ L(R, R, R) die integrierbare Projektion von f zum Win-
kel θ ∈ [0, 2π). Weiterhin sei Pθ ∈ L(R, R, R) die eindimensionale Fourier-Transformation der
Projektion p− θ. Dann gilt für alle v ∈ R und feste θ

F(v) =
∫

R2

f (x)e−2πivxdx =
∫
R

pθ(b)e−2πivbdb = Pθ(v). (3.13)

mit v = (vx, vy)T = (v cos θ, v sin θ)T.

Das Fourier-Slice-Theorem sagt aus, dass die eindimensionale Fourier-Transformation der
Projektion von f zu einem Winkel θ das gleiche ist, wie der Querschnitt der zweidimen-
sionalen Fourier-Transformation von f zum Winkel θ, wie auch durch Abbildung 3.2 ver-
anschaulicht.

3.1.3 Die ungefilterte Rückprojektion
Mit dem Fourier-Slice-Theorem wird die ungefilterte Rückprojektion hergeleitet. So könn-
te angenommen werden, dass ein einfaches „zurückverschmieren“ der gemessenen Pro-
jektionen das zu rekonstruierende Bild ergibt, dies entspricht mathematisch:

fB : R2 → R

fB(x̂, ŷ) :=
π∫

0

pθ(b)dθ

=

π∫
0

pθ(x̂ cos(θ) + ŷ sin(θ))dθ.

(3.14)

Dabei sei b ∈ R durch (x̂, ŷ) ∈ R2 für beliebiges festes θ wegen(3.5) festgelegt durch:

b =: x̂ cos(θ) + ŷ sin(θ).

Wie in Abbildung 3.3 zu sehen, ist das Ergebnis verschwommen und es sind keine De-
tails zu erkennen. Dieser Effekt ist als „blurring“ bekannt [CSP03, S. 278] und wird durch

11



3 Rekonstruktionsverfahren

1-D Fourier-Transformation in b

2-D Fourier-Transformation in  x
F(v)

p(b,θ) P(v,θ)

⇔

inverse 2-D Fourier-Transformation in  v

b
v

vx

vy

vb

vs

θ
x

b

s y

θ

f(x)

Abbildung 3.2: Grafische Veranschaulichung des Funktionsprinzips des Fourier-Slice-
Theorems (Abbildung verändert nach [CSP03, Abbildung 16-7]).

Faltung der Funktion f mit einer noch näher zu bestimmenden Funktion h : R2 → R er-
zeugt [Buz05, S. 133]. Eine Faltung wird für Funktionen f und h als

( f ∗ h)(x̂, ŷ) :=
∞∫
−∞

∞∫
−∞

f (x, y)h(x̂− x, ŷ− y)dxdy (3.15)

definiert, siehe [BS91, S. 750]. Um zu zeigen, dass eine Faltung vorliegt betrachtet man
(3.14) und setzt (3.8) ein, es folgt:

fB(x̂, ŷ) =
π∫

0

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f (x, y)δ(b− x cos θ − y sin θ)dxdydθ

=

π∫
0

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f (x, y)δ(x̂ cos(θ) + ŷ sin(θ)− x cos θ − y sin θ)dxdydθ

=

π∫
0

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f (x, y)δ((x̂− x) cos(θ) + (ŷ− y) sin(θ))dxdydθ.

(3.16)

12



3 Rekonstruktionsverfahren

Abbildung 3.3: Beispiel einer ungefilterten Rückprojektion anhand simulierter Aufnahme-
daten des Abdomens bei 64 Projektionen

Der Ausdruck (x̂− x) cos(θ) + (ŷ− y) sin(θ) ist das Skalarprodukt zwischen zwei Vekto-
ren (x̂− x, ŷ− y) und (cos(θ), sin(θ)). Damit gilt mit β ∈ [0, 2π), dem Winkel zwischen den
Vektoren: 〈(x̂ − x, ŷ− y), (cos(θ), sin(θ))〉 = |(x̂ − x, ŷ− y)| · |(cos(θ), sin(θ))| · cos(β) =
|x̂− x, ŷ− y| cos(β). Sei ξ = β− θ, damit ergibt sich für (3.16)

fB(x̂, ŷ) =
π∫

0

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f (x, y)δ(|(x̂− x, ŷ− y)| cos(θ + ξ))dxdydθ, (3.17)

was wegen Bemerkung 5 geschrieben werden kann als:

fB(x̂, ŷ) =
π∫

0

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f (x, y)
δ(θ − θ0)

|(x̂− x, ŷ− y)|| sin(θ0)|
dxdydθ. (3.18)

Dabei ist θ0 die einzige Nullstelle von θ− ξ für θ ∈ [0, π] und je nach Vorzeichen von ξ gilt
θ0 = (θ + ξ) = ±π

2 . Damit gilt | sin(θ0)| = 1 und es folgt:

fB(x̂, ŷ) =
π∫

0

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f (x, y)
δ(θ − θ0)

|(x̂− x, ŷ− y)|dxdydθ

=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f (x, y)
π∫

0

δ(θ − θ0)

|(x̂− x, ŷ− y)|dθdxdy

=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

f (x, y)

π∫
0

δ(θ − θ0)dθ

|(x̂− x, ŷ− y)|dxdy

Da
π∫
0

δ(θ − θ0)dθ = 1 ebenfalls nach Bemerkung 5 gilt, folgt:

fB(x̂, ŷ) =
∞∫
−∞

∞∫
−∞

f (x, y)
1

|(x̂− x, ŷ− y)|dxdy. (3.19)
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Wie gezeigt werden sollte, stellt Gleichung (3.19) eine Faltung von f mit der jetzt explizit
angebbaren Funktion

h(x̂, ŷ) :=
1

|(x̂, ŷ)| (3.20)

dar. Es gilt:
fB = f ∗ h. (3.21)

Die Funktion h wird Point-Spread-Function genannt und ist für das Blurring in Abbil-
dung 3.3 verantwortlich [Buz05, S. 133]. Die Betrachtung des Effektes von h ist dabei der
entscheidene Unterschied zwischen der ungefilterten Rückprojektion und der gefilterten
Rückprojektion, bei letzterer wird, wie bereits der Name andeutet, ein Filter angewandt
um h zu kompensieren, dies ist Thema des nächsten Abschnittes.

3.1.4 Die gefilterte Rückprojektion
Wie im vorigen Abschnitt hergeleitet, steht in diesem (3.20) im Fokus. Man betrachtet zu-
erst die inverse Fouriertransformation von F(vx, vy) [Buz05, S. 134]:

f (x, y) =
∞∫
−∞

∞∫
−∞

F(vx, vy) e2πi(xvx+yvy) dvxdvy. (3.22)

Jetzt wird mit den bereits bekannten Beziehungen vx = v cos θ und vy = v sin θ, den
Polarkoordinaten, substituiert. Zu beachten ist, dass das Integral der inversen Fourier-
transformation über vx und vy läuft und entsprechend auch hier der Koordinatenwechsel
vollzogen werden muss.

Abbildung 3.4: Beispiel einer gefilterten Rückprojektion mit Ramp-Filter anhand simulier-
ter Aufnahmedaten des Abdomens bei 120 Projektionen

Hierbei ist das Flächenelement dvxdvy durch Jdvdθ gegeben, wobei J die Jacobimatrix ist,
es gilt [Buz05, S. 134]:

J =
∣∣∣∣ cos(θ) sin(θ)
−v sin(θ) v cos(θ)

∣∣∣∣ = v(cos2(θ) + sin2(θ)) = v (3.23)
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Daraus folgt für (3.22):

f (x, y) =
2π∫
0

∞∫
0

F(v cos θ, v sin θ) e2πi(xv cos θ+yv sin θ) vdvdθ (3.24)

Nach Symmetriebetrachtungen, wie sie z.B. unter [Buz05, S. 135-136] durchgeführt wer-
den, kann (3.24) geschrieben werden als:

f (x, y) =
π∫

0

∞∫
−∞

F(v cos θ, v sin θ) e2πi(xv cos θ+yv sin θ) |v|dvdθ (3.25)

und wegen dem Fourier-Slice-Theorem (3.13) gilt:

f (x, y) =
π∫

0

∞∫
−∞

Pθ(v) e2πi(xv cos θ+yv sin θ) |v|dvdθ. (3.26)

Dies ist die gefilterte Rückprojektion, wobei |v| der so genannte ramp-Filter ist [Zai06, S.
92 f]. Ein Beispiel für eine Rekonstruktion mit der gefilterten Rückprojektion ist in Abbil-
dung 3.4 zu sehen oder später in Kapitel 4. Der ramp-Filter hebt das Rauschen im hohen
Frequenzband an [Buz05, S. 191], dies ist auch in der Abbildung zu erkennen. Abhilfe
schafft ein von |v| verschiedenen Faltungskern. Ich möchte mich in dieser Arbeit nicht
näher damit befassen, sondern verweise auf [Buz05, S. 189-202].

3.2 Einführung in die algebraische Rekonstruktion
Das Maximum-Likelihood Verfahren mit Expectation-Maximization Algorithmus existiert
sowohl in analytischer Ausführung [CCM+90], als auch in algebraischer Ausführung
[Buz05, S. 171-178; Zai06, S. 115-116; SV82]). Ich werde im Folgenden die algebraische
Ausführung wiedergeben. Dafür möchte ich zuerst das aus Kapitel 2 bekannte Modell
diskretisieren, wie dies unter [Buz05, S. 153-157] beschrieben ist.

3.2.1 Diskretisierung der Problemstellung
Nach der Messung liegen die Projektionsdaten bereits in diskreter Form vor [Zai06, S.
110], wobei sich die Dikretisierung aus den technischen Gegebenheiten des verwendeten
SPECT-Systems, genauer der Gamma-Kamera, ergibt [Sch08, S. 21]. Jede Projektion besteht
dabei im betrachteten zweidimensionalen Fall typischerweise aus k = 64 oder k = 128
Pixeln [CSP03, S. 276]. Wobei jeder Pixel ein Teilintervall von I (vgl Abschnitt 2.1) und
somit eine Strecke auf ΩK repräsentiert. Die Länge der Strecke und somit die Ausdehnung
der Pixel sei dabei mit δ ∈ R bezeichnet. Siehe dazu auch Abbildung 3.5.
Es ergeben sich damit n Projektionen pi ∈ Rk, welche im Folgenden zu einem Vektor

p = (p1, . . . , pk, p1+k, . . . , p2·k, . . . , p1+(n−1)·k, . . . , pn·k)
T ∈ Rn·k (3.27)

zusammengefasst werden sollen. Dieser wird auch Sinogramm genannt [Buz05, S. 116].
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x

y
ΩA

u
ji

hx

hyδ

ΩK

Abbildung 3.5: Beispiel zur Diskretisierung (Abbildung verändert nach [Sch08, Abbil-
dung 3.3])

Im Folgenden soll die Vorwärtsprojektion in SPECT als lineares Gleichungssystem

p = Af (3.28)

aufgefasst werden, mit noch näher zu bestimmendem Aufnahmeoperator A und einer
Diskretisierung f von f . Ich möchte an dieser Stelle als Modell für f eine Diskretisierung
des Aufnahmebereiches ΩA in l1 × l2 Pixel betrachten. Die Größe der Pixel in x– und y–
Richtung ist dabei durch h = (hx, hy) gegeben. Für f ergibt sich:

f = ( f1, . . . , fl2 , f1+l2 , . . . , f2·l2 , . . . , f1+(l1−1)·l2 , . . . , pl1·l2)
T ∈ Rl1·l2 . (3.29)

Die Abbildung 3.5 zeigt ein Beispiel für eine Diskretisierung. Ich definiere N = l1 · l2 und
M = n · k, es folgt, dass p ∈ RM und f ∈ RN gilt. Zur Adressierung der Pixel in ΩA und der
Abschnitte in ΩK kann die Koordinate der Mittelpunkte verwendet werden [Sch08, S. 31].
Dies möchte ich im Folgenden auch so verwenden. Es kann vorkommen, dass Bildwerte
von Koordinaten bestimmt werden müssen, die keinem Pixel oder Abschnitt entsprechen
und trotzdem aus ΩA bzw. ΩK sind. Für diesen Fall wird ein Interpolationsmodell verwen-
det, welches direkt in den Aufnahmeoperator integriert werden kann (vgl. Abschnitt 3.2.2).
Aus p und f kann mit (3.28) und den Rechenregeln für Matrizenmultiplikation [BS91, S.
264] hergeleitet werden, dass A ∈ RN×M ist. Da nach einer Messung p bekannt und f
gesucht ist, ist ein inverses Problem

f = A−1p , u.d.N. f ≥ 0 (3.30)

zu behandeln. Die Invertierbarkeit von A ist dabei in der Regel nicht gegeben, das heißt
es erfüllen keine oder unendlich viele Lösungen die Aufgabenstellung. Das Problem ist
daher schlecht gestellt [Buz05, S. 157].
Nachdem eine Diskretisierung der Ausgangsdaten p sowie der gesuchten Bilddaten f vor-
liegt, wird im nächsten Abschnitt der Aufnahmeoperator A näher betrachtet und das In-
terpolationsmodell integriert.
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3.2.2 Entwicklung eines algebraischen Modells

p1 p2 p3
p4

p5

p6

p7

p8

p9f1 f2

f6f4

f3

f5

f7 f8 f9

Abbildung 3.6: Veranschaulichung des Prinzips der algebraischen Rekonstruktion (Abbil-
dung verändert nach [Buz05, Abbildung 5.34])

Abbildung 3.6 veranschaulicht schematisch die Situation räumlich diskreter Aktivitäts-
werte. Im Falle eines Parallelloch-Kollimators gibt die Diskretisierung eine Breite δ für den
Einzugsbereich eines Detektor-Abschnittes, aus dem dieser zu einem festen Winkel θ Ak-
tivitäten messen kann (vgl. Abschnitt 3.2.1). Ein solcher Messbereich pi der Breite δ, der
im Winkel θ zum Koordinatensystem (x,y) steht, durchläuft nicht jeden zu rekonstrukie-
renden Pixel f j mit gleichem Anteil [Buz05, S.152 f], siehe dazu auch Abbildung 3.7. Es
müssen Gewichte aij bestimmt werden, die diesem Umstand Rechnung tragen. Diese Ge-
wichte können als die Wahrscheinlichkeiten, dass γ-Quanten aus dem Flächenelement f j
in der Projektion i gemessen werden, interpretiert werden [Buz05, S. 156] und stellen eine
Art Interpolationsmodell dar [Sch08, S. 24]. Über die Gewichte aij können auch physika-
lische Effekte, wie die Abschwächung und Scattering modelliert werden [Buz05, S. 156].
Dies ist jedoch für das Verständnis des Verfahrens nicht notwendig und nicht hilfreich,
weswegen ich mich in dieser Arbeit nicht damit beschäftigen möchte.
Die Gewichte aij ergeben sich als [Buz05, S. 155]

âij :=
vom Messbereich i erfasste Fläche des Pixels j

Gesamtfläche des Pixels j
,

womit gilt: 0 ≤ âij ≤ 1 [Buz05, S. 155].
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δ

aij
fj-1 fj fj+1

pi

h

h

Abbildung 3.7: Veranschaulichung zur Berechnung der Gewichte âij (Abbildung verändert
nach [Buz05, Abbildung 5.35]).

Die Gesamtfläche eines Pixels ist offensichtlich hx · hy. Zusätzlich soll zur Energieerhaltung
noch eine Normierung verwendet werden [Sch08, S. 26]

aij :=
âij

M
∑

l=1
âl j

, ∀i = 1, . . . , M , ∀j = 1, . . . , N. (3.31)

Es folgt für die bereits in Abschnitt 3.2.1 definierte Matrix:

A =


a11 a12 · · · a1N

a21
. . . a2N

... . . . ...
aM1 · · · · · · aMN

 .

Durch die Energieerhaltung gilt
N
∑

j=1
f j =

M
∑

i=1
pi und damit ist die Anzahl der gemessenen

γ-Quanten gleich der Anzahl der emittierten γ-Quanten [Sch08, S. 26].
Im folgenden Abschnitt soll Gleichung (3.30) näher betrachtet werden. Das Problem ist,
wie bereits in Abschnitt 3.2.1 erwähnt, schlecht gestellt, es soll daher eine Näherungs-
lösung für die Invertierung bestimmt werden. Um eine solche Näherungslösung zu be-
stimmen, gibt es mehrer Verfahren. Dies kann zum Beispiel direkt durch Bestimmung ei-
ner Pseudoinversen, auch Moore-Penrose-Inverse genannt (siehe [Buz05, S. 158]), mit an-
schließender Lösung via Singulärwertzerlegung (siehe [Buz05, S. 159ff]) geschehen. Au-
ßerdem gibt es iterative Techniken, wie die Algebraic Reconstruction Technique (siehe
[Buz05, S. 162 ff]) oder das Maximum-Likelihood Verfahren mit Expectation-Maximization
Algorithmus, welches ich im Folgenden genauer betrachte.
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3.3 Das Maximum-Likelihood-Expectation-Maximization
Verfahren

Wie im vorigen Abschnitt angekündigt, möchte ich die algebraische Ausführung des ML-
EM Verfahrens wiedergeben. Beginnen werde ich mit einer Einführung in die Statistik
hinter dem Modell und abschließend eine Formulierung der Problemstellung für das
Maximum-Likelihood Verfahren wiedergeben. Ich werde mich dabei an [Buz05, S. 171-178]
orientieren. Nach diesem Kapitel möchte ich den Expectation-Maximization Algorithmus
einführen.

3.3.1 Das Maximum-Likelihood Verfahren
Auf dem Weg zur Likelihood-Funktion soll der Aufnahmeprozess von jetzt an unter ei-
nem statistischen Aspekt betrachtet werden. Dazu verwende ich Grundbegriffe der Sto-
chastik, wie Wahrscheinlichkeitsraum (die Menge aller Elementarereignisse [Web92, S. 11-
13]), Wahrscheinlichkeitsmaß (eine Funktion, die einem Ereignis seine Wahrscheinlichkeit
zuordnet [Web92, S. 17]) und Zufallsgröße (eine Funktion, die einem Ereignis eine reelle
Zahl zuordnet [Web92, S. 54]). Eine Wahrscheinlichkeitsfunktion ist ein Wahrscheinlich-
keitsmaß. Ein Vektor, der Zufallsgrößen enthält, heißt Zufallsvektor [Web92, S. 92].
Es wird im Folgenden davon ausgegangen, dass am Detektor gemessene γ-Quanten einer
Poissonstatistik unterliegen. Diesen Sachverhalt werde ich in diesem Abschnitt zeigen. Ich
definiere zuerst die Poisson-Verteilung [Web92, S. 81]:

Definition 8: Poisson-Verteilung (Siméon D. Poisson – 1781–1840)
Ein Wahrscheinlichkeitsmaß P einer diskreten Zufallsgröße X heißt Poisson-Verteilung mit Para-
meter λ ≥ 0, λ ∈ R+ \ {0}, wenn

P: R+ ×N0 → [0, 1],

mit

P(λ, k) :=
λk

k!
e−λ (3.32)

für alle k ∈N0 gilt.

Zu bemerken ist, dass bei der Poissonverteilung Gleichheit zwischen Parameter und Er-
wartungswert gilt [Web92, S. 83].
Die im Pixel f j emittierte γ-Strahlung ist direkt vom radioaktiven Zerfall abhängig, wel-
cher poissonverteilt ist [Buz05, S. 171]. Es können damit alle f j , j = 1, . . . , N als poisson-
verteilte Zufallsgrößen angesehen werden. Daraus folgt: f ist poissonverteilter Zufallsvek-
tor mit Parametern λf ∈ (R+)N [Buz05, S. 172], so dass (λf)j der Parameter zu f j für alle
j = 1, . . . , N ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass Ereignis f j unter dem Erwartungswert (λf)j
zu beobachten, ist damit P((λf)j, f j) für alle j ∈ N. Die Projektion p, bekannt aus (3.28), als

p = Af,

ist somit komponentenweise die Summe poissonverteilter Zufallsgrößen f j. Damit ist die
Projektion p eine poissonverteilter Zufallsvektor mit Erwartungswert [SV82, S. 112]

λp = Aλf. (3.33)
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3 Rekonstruktionsverfahren

Und die Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis pi unter dem Erwartungswert (λp)i beob-
achtet wird, ist P((λp)i, pi) für alle i ∈ M. Ein in der Projektion pi registrierter γ-Quant
kann nicht mehr in einer anderen Projektion pl , l ∈ {1, . . . , M} \ {i} gemessen werden.
Deswegen werden die Projektionswerte als stochastisch unabhängig angenommen [Buz05,
S. 179]. Die Verbundwahrscheinlichkeit

P : (R+)n × (N0)
n → [0, 1],

mit

P(λp, p) = P((λp)1, p1 · · · · · (λp)M, pM) =
M

∏
i=1

P((λp)i, pi) (3.34)

kann wie folgt angegeben werden [Buz05, S. 172]:

P(λp, p) =
M

∏
i=1

(λp)
pi
i

pi!
e−(λp)i

und mit Gleichung 3.33

=
M

∏
i=1

(Aλf)
pi
i

pi!
e−(Aλf)i = P(λf, p). (3.35)

Typischerweise wird ein Wahrscheinlichkeitsmaß P zur Ermittlung der Wahrscheinlich-
keit, dass ein bestimmtes Ereignis unter einem gegebenen Erwartungswert eintritt, ver-
wendet. Entsprechend gibt die Verbundswahrscheinlichkeit P die Wahrscheinlichkeit da-
für an, dass n bestimmte Ereignisse unter n gegebenen Erwartungswerten eintreten. Da
im vorliegenden Fall die Ereignisse, hier die Projektionen, jedoch durch die Messung be-
kannt und somit fest sind, soll im Folgenden die Wahrscheinlichkeit dafür betrachtet wer-
den, dass n bestimmte Erwartungswerte zu dem gegebenen Ereigniss einer n-elementigen
Stichprobe geführt haben, dies entspricht dem Ansatz der Likelihood-Funktion [Web92,
S. 267]:

Definition 9: Likelihood-Funktion
Es sei Ω ein Wahrscheinlichkeitsraum, P: Ω × Ω → [0, 1] mit (p, x) 7→ P(p, x) die
Wahrscheinlichkeits– oder Dichtefunktion einer vom Parameter p abhängenden Verteilung einer
Zufallsgröße X. Es wird eine n-Elementige Stichprobe entnommen mit Werten xi , i ∈ {1, . . . , n}.
Die Funktion des Parameters p

L : Ωn ×Ω→ [0, 1]

mit

L((x1, . . . , xn), p) := P((x1, . . . , xn), p)

:= P(p, x1) · P(p, x2) · · · · · P(p, xn) =
n

∏
i=1

P(p, xi) (3.36)

heißt Likelihood-Funktion.
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3 Rekonstruktionsverfahren

Wird der Fall einer poissonverteilten Zufallsvariable betrachtet, so ergibt sich [Web92, S.
268 f]:

Bemerkung 10: Likelihood-Funktion der Poisson-Verteilung
Sei k = (k1, . . . , kn), k ∈ N mit Erwartungswerten λ = (λ1, . . . , λn) eine poissonverteilte Zu-
fallsvariable mit Wahrscheinlichkeitsfunktion P: R+ ×N0 → [0, 1], so ist mit Definition 8 und 9

L : (N0)
n × (R+)n → [0, 1],

L(k, λ) =
n

∏
i=1

(λi)
ki

ki!
e−λi (3.37)

die zugehörige Likelihood-Funktion.

Es gilt L(λf, p) = P(λf, p), gesucht wird ein Erwartungswertes λf, so dass L(λf, p) ma-
ximal wird [Buz05, S. 172 f]. Dieses Vorgehen wird als Maximum-Likelihood Verfahren
bezeichnet. Der Maximierer, für den L(λf, p) maximal wird, wird als Maximum-
Likelihood-Lösung λmax

f des algebraischen Rekonstruktionsproblems bezeichnet, falls er
existiert [Buz05, S. 173].

Bemerkung 11:
Die folgenden mathematischen Ausdrücke sollen in Matrixnotation erfolgen. Dazu seien die skala-
ren Operationen des Logarithmus und der Fakultät für Vektoren durch komponentenweise Anwen-
dung der solchen definiert. Das bedeutet, dass mit x, y ∈ Rn gilt

ln(x) := (ln(x1), . . . , ln(xn))
T ∈ Rn,

x! := (x1!, . . . , xn!) ∈ Rn,

für komponentenweise x ≥ 0 und

x−1 := (
1
x1

, . . . ,
1
xn

)T ∈ Rn,

für komponentenweise x 6= 0. Weiterhin sei die Multiplikation von Vektoren definiert als

x� y := (x1y1, . . . , xnyn)
T ∈ Rn.

Außerdem lege ich fest, dass

diag(x) :=

x1 . . . 0
... . . . ...
0 . . . xn

 ∈ Rn×n

ist und, dass 1 der Vektor passender Dimension ist, der nur Einsen enthält.

Der Logarithmus ist eine streng monotone Funktion [Buz05, S. 173]. Dies bedeutet, dass
eine Variable, die den Logarithmus einer Funktion maximiert, auch die Funktion selbst
maximiert.
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3 Rekonstruktionsverfahren

Dies ist der Gedanke hinter der Log-Likelihood-Funktion

l : Nn
0 × (R+ \ {0})n → (−∞, 0],

mit

l(λf, p) := ln(L(λf), p)

=
M

∑
i=1

piln((Aλf)i)−
M

∑
i=1

ln(pi!)−
M

∑
i=1

(Aλf)i

= pTln(Aλf)− 1Tln(p!)− 1T(Aλf). (3.38)

Gesucht ist eine Maximum-Likelihood Lösung λmax
f , für die die Log-Likelihood-Funktion

unter der Nebenbedingung, dass komponentenweise λf ≥ 0 ist, maximiert wird. Im Fol-
genden soll dieses Maximisierungsproblem in ein Fixpunktproblem überführt werden, um
eine Fixpunktiteration, hier den namensgebene Expectation-Maximization-Algorithmus,
anzuwenden. Dazu bezeichne ich l(λf, f) verkürzt mit l(λf).

3.3.2 Der Expectation-Maximization Algorithmus
In diesem Abschnitt wird ein Maximierer für (3.38) gesucht. Ich betrachte das Maximie-
rungsproblem

arg max{l(λf) | l(λf) ∈ R+} u.d.N. (λf)j ≥ 0 für alle j ∈ N. (3.39)

Dazu ist zu zeigen, dass ein Extremum existiert und, dass dieses eindeutig ist. Dazu un-
tersuche ich die Funktion erst auf Extrempunkte und prüfe daraufhin eventuelle gefunde-
ne Extrempunkte mit den Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen (KKT-Bedingungen). Not-
wendige Bedingung für ein solches Extremum ist das Verschwinden der ersten Ablei-
tung [Buz05, S. 173].
Die Ableitung von (3.38) lautet [Buz05, S.173]

∇l(λf) = AT((Aλf)
−1 � p)−AT1

= AT((Aλf)
−1 � p− 1), (3.40)

und es muss für ein Extremum λmax
f gelten

∇l(λmax
f ) = 0. (3.41)

Es ist ein Maximum gesucht. Für ein solches ist die hinreichende Bedingung die Kon-
kavität der zu maximierenden Funktion, was mit der Hessematrix überprüft werden
kann [Buz05, S. 173]. Die Hessematrix lautet

∇2l(λf) = −AT diag(p� (Aλf)
−1)A (3.42)

und es muss
∇2l(λmax

f ) ≤ 0 (3.43)

gelten. Gemessene Aktivitäten am Detektor seien im Modell als nichtnegativ angenom-
men, damit ist komponentenweise p ≥ 0. Flächenanteile können nicht negativ sein, wes-
halb komponentenweise A ≥ 0 gilt. Unter der aus (3.30) bekannten Nebenbedingung f ≥ 0
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3 Rekonstruktionsverfahren

folgt, dass auch die Erwartungswerte λf zu f komponentenweise größer oder gleich null
sein müssen und damit auch λmax

f ≥ 0 ist. Die Ungleichung (3.43) ist damit erfüllt.
Es konnte gezeigten werden, dass ein Extremum für l existiert und, dass es ein Maximum
ist, da l(λmax

f ) konkav ist. Da dies darüber hinaus das einzige Extremum ist, ist die Lösung
eindeutig und ein globales Maximum [Buz05, S. 174].
Im Folgenden wird ein Optimierungsalgorithmus bestimmt. Es ist zu zeigen, dass λmax

f ein
Maximierer des Problems (3.39) mit den Nebenbedingungen cj(λf) := (λf)j ≥ 0 für alle
λf und j = 1, . . . , N ist. Die KKT-Bedingungen sind die notwendigen Bedingungen dafür.
Zuerst überprüfe ich, ob die Vorraussetzungen für die Anwendung der KKT-Bedingungen
erfüllt sind. Diese Vorraussetzungen sind z.B. unter [NW06, S. 321] aufgeführt.
Die Nebenbedingungen sind differenzierbar mit ∇cj(λf) = ej und ej dem j-ten Einheits-
vektor. Daraus folgt, dass für alle λf alle∇cj(λf) untereinandaner linear unabhängig sind.
Die Lagrange-Funktion lautet [NW06, S. 320]

L(λf, χ) := l(λf)− ∑
i∈N

χici(λf). (3.44)

Nach Nocedal und Wright [NW06, S. 321] gelten dann die KKT-Bedingungen und λmax
f

ist Maximierer von (3.39). Weiterhin gilt: es existiert ein Lagrange-Multiplikator χ∗ mit
Komponenten χ∗j , j = 1, . . . , N, so dass

∇L(λmax
f , χ∗) = 0 (3.45)

cj(λ
max
f ) = 0 für alle j ∈ N für die λf = 0, (3.46)

cj(λ
max
f ) ≥ 0 für alle j ∈ N für die λf ≥ 0, (3.47)

χ∗ ≥ 0 für alle j ∈ N für die λf ≥ 0, (3.48)
cj(λ

max
f )χ∗j = 0 für alle j ∈ N, (3.49)

gilt. Mit (3.44) und ∇cj(λ
max
f ) = ej folgt aus (3.45)

∇l(λmax
f )− χ∗ = 0

⇔ ∇l(λmax
f ) = χ∗. (3.50)

Durch Einsetzen von (3.50) in (3.49) ergibt sich dann

λmax
f �∇l(λmax

f ) = 0, (3.51)

und (3.51) ist die Grundlage für folgendes Iterationschema [SV82, S. 120].

λf · ∇l(λf) = λf �
[
AT(Aλ−1

f � p− 1)
]
= 0. (3.52)

Da, wie durch (3.31) bekannt ist, AT1 = 1 gilt, folgt

λf · ∇l(λf) = λf � (AT((Aλf)
−1 � p))− λf = 0 (3.53)

und damit
λf = λf � (AT((Aλf)

−1 � p)). (3.54)

Der Schnittpunkt lässt sich über eine Fixpunktiteration bestimmen [Buz05, S. 175]:

λ
(n+1)
f = λ

(n)
f � (AT((Aλ

(n)
f )−1 � p)). (3.55)
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3 Rekonstruktionsverfahren

Dabei ist Gleichung 3.55 als Expectation-Maximization Algorithmus (siehe hierzu
auch [DLR77]) bekannt und stellt gleichzeitig die Iterationsvorschrift für die Bildrekon-
struktion dar. Dabei wird im Schritt n → n + 1 angenommen, dass λ

(n)
f die gesuchten

Aktivitätswerte enthält und eine Vorwärtsprojektion

p
′
= Aλ

(n)
f (3.56)

durchgeführt [Buz05, S. 175]. Die Elemente von p
′

sind die erwarteten Projektionswerte
der n-ten Iteration. Der Vergleich der originalen Projektionswerte p mit den berechneten
Projektionswerten p

′
ergibt eine Multiplikative Korrektur der gesuchten Aktivitätswerte

λ
(n+1)
f = λ

(n)
f � (AT((p

′
)−1 � p)). (3.57)

Es ergibt sich ein verbessertes Bild λ
(n+1)
f . Wie von Shepp und Vardi [SV82, S. 120] gezeigt,

konvergiert (3.57) und wächst in jedem Schritt, wird also maximiert.
Der letzte Aspekt für dieses iterative Verfahren betrifft die Initialisierung. Für diese hat
sich die Gleichverteilung der mittleren Projektionssummen

λ
(0)
f =

1
M

1Tp, , ∀j ∈ {1, . . . , M} (3.58)

als brauchbar herausgestellt [Buz05, S. 175]. Es handelt es sich bei dem Verfahren 3.55 um
ein Gradientenverfahren, da

λ
(n+1)
f = λ

(n)
f � (AT((p

′
)−1 � p))

= λ
(n)
f + diag(λ(n)

f )AT((Aλf)
−1 � p− 1)

= λ
(n)
f + diag(λ(n)

f )∇l(λ(n)
f )

gilt [Buz05, S. 176].

Abbildung 3.8: Beispiel einer MLEM-Rekonstruktion nach 20 Iterationen anhand simulier-
ter Aufnahmedaten des Abdomens bei 120 Projektionen

Der erhaltene Iterationsalgorithmus kann zur Bildrekonstruktion verwendet werden. Er
entspricht formal einer Vorwärtsprojektion und einer Rückprojektion pro Iteration [Buz05,
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3 Rekonstruktionsverfahren

S. 177]. Der Rechenaufwand ist verglichen mit der gefilterten Rückprojektion sehr viel grö-
ßer [Buz05, S. 176].
Ein Anwendungsbeispiel für den Algorithmus ist in Abbildung 3.8 dargestellt. Im Ver-
gleich zu Abbildung 3.4 ist deutlich die Abschwächung zu erkennen. Abbildung 3.9 zeigt
einen Vergleich von Rekonstruktionen des Originals aus 3.8 nach verschiedenen Iterati-
onsschritten.

Abbildung 3.9: Auswirkung der Anzahl der Iterationen auf den Rauschanteil im Bild

Zu beachten ist, dass das Rauschen bei höheren Iterationen zunimmt. Dies ist zum Beispiel
an den Armen erkennbar. Dieses Signal-Rausch-Verhältnis kann zum Beispiel als Indika-
tor genutzt werden, wann die Iteration zu stoppen ist [Sch08, S. 34].
Im nächsten Kapitel möchte ich die beiden erhaltenen Rekonstruktionsverfahren mitein-
ander vergleichen und reale Beispiele betrachten.
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4 Beispielbetrachtung und Vergleich
Im ersten Abschnitt dieses Kapitels möchte ich die von mir in MATLAB implementier-
ten Rekonstruktionsverfahren auf einige reale Projektionsdaten anwenden. Nachdem ich
so eine Übersicht über die Leistungsfähigkeit der Verfahren gegeben habe, möchte ich
im zweiten Abschnitt dann die bereits aus den vorigen Kapiteln bekannten, simulierten
XCAT-Daten zu einem Vergleich der Verfahren nutzen. Zu XCAT siehe [SSM+10].

4.1 Beispielbetrachtung - reale Datensätze
Ich möchte zwei verschiedene Datensätze betrachten. Ein Datensatz enthält 120 Projektio-
nen des Jaszczak Phantom, ein Testobjekt mit dem die Leistungsfähigkeit von Geräten und
Algorithmen in der emissiontomographischen Bildgebung geprüft wird.

Abbildung 4.1: Der untere Bereich des Jaszczak Phantoms, rekonstrukiert aus realen Auf-
nahmedaten

Das Phantom besteht aus einem zylindrischen Gefäß, welches mit mit einem Tracer ver-
setztem Wasser gefüllt ist und verschiedenen Röhren und Kugeln, die keine γ-Strahlung
emittieren. Dabei befindet sich im unteren Bereich eine Anordnung von unterschiedlich
großen Röhren und im oberen Bereich eine Anordnung unterschiedlich großer Kugeln.
Ich möchte im Folgenden beispielhaft einen Schnitt durch den unteren Bereich betrachten,
siehe dazu Abbildung 4.1. Bei der Rekonstruktion von verrauschten Daten liefert ein
simpler Ramp-Filter keine guten Ergebnisse. Ich benutze daher einen Hann-Filter. Bei
diesem wird der Ramp-Filter mit einem Hanning-Fenster multipliziert. Eine genauere
Herleitung möchte ich an dieser Stelle nicht geben, da die Entwicklung von Filtern für
die gefilterte Rückprojektion ein eigenes Forschungsgebiet ist und nicht Teil dieser Arbeit.
Eine Einführung ist zum Beispiel unter [Buz05, S. 193] zu finden.
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4 Beispielbetrachtung und Vergleich

Abbildung 4.2: Ein Schnitt durch den Brustkorb, rekonstruiert aus realen Aufnahmedaten

Der zweite Datenatz enthält die Messdaten eines Knochen-SPECTs mit 64 Projektionen.
Abbildung 4.2 zeigt dabei einen Schnitt durch den Brustkorb. Deutlich zu erkennen sind
die Wirbelsäule und einige Rippen, wobei im Vergleich der beiden Rekonstruktionen auf-
fällt, dass die Rippen in der gefilterten Rückprojektion deutlicher zu erkennen sind. In der
MLEM-Rekonstruktion sind dafür die Konturen des Körpers zu erkennen und die Rippen
sind deutlich abgegrenzt vom umliegenden Gewebe.
Zusammenfassend lässt sich sagen, dass beide Verfahren in der von mir implementierten
Form starke Probleme mit realen Daten haben. Dies liegt vermutlich daran, dass die Da-
ten verrauscht sind. Dies fällt insbesondere stark auf, wenn Datensätze wie das Knochen-
SPECT betrachtet werden, die, wie aus dem Sinogramm ersichtlich, ein geringes Signal-
Rausch-Verhältnis bieten. Im Folgenden möchte ich simulierte Daten betrachten und die
Verfahren damit genauer vergleichen.

4.2 Vergleich - simulierte Datensätze

Abbildung 4.3: Die Originaldatensätze

In diesem letzten Abschnitt möchte ich eine Aussage über die Qualität der Daten, die
durch die beiden Verfahren ermittelt werden, treffen. Da die von mir verwendeten Algo-
rithmen keine Energieerhaltung garantieren (vgl. 3.2.2) möchte ich anstatt der originalen
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Daten f die normalisierten Daten fNormalisiert =
f
|f|1

betrachten. Alle Angaben im Folgen-
den beziehen sich auf solche normalisierten Daten.
Um die Daten zu vergleichen möchte ich keine Differenzenbilder zeigen, sondern ich be-
nutze eine Metrik als Abstandsmaß. Ich verwende hier die durch die 1-Norm induzierte
Manhattan-Metrik

d(fR, fO) = |fR − fO|1, (4.1)

mit den normalisierten Datensätzen fR der rekonstruierten Daten und fO der Original-
daten. Ich wähle die Manhattan-Metrik, weil sie die Summe aller Differenzen liefert. Sie
ist also die Aufsummierung aller Werte eines Differenzenbildes. Durch das Abstandsmaß
lässt sich eine Aussage über die Ähnlichkeit der Daten treffen und damit über die Qualität
der Rekonstruktionsverfahren, wobei kleinere Werte ein ähnlicheres Bild bedeuten.

Abbildung 4.4: Vergleich der Rekonstruktionen der minimalistischen Daten

Eine Qualitätsaussage möchte ich für zwei simulierte Datensätze treffen. Als erstes be-
trachte ich den in Abbildung 4.3 links dargestellten minimalistischen Fall eines Rechtecks
mit vier Gebieten unterschiedlicher Aktivität.

Abbildung 4.5: Vergleich der mit XCAT erstellten Daten

Abbildung 4.4 zeigt das Sinogramm einer Projektion des ersten Datensatzes mit 64 Projek-
tionen und eine MLEM-Rekonstruktion nach 35 Iterationen, sowie eine gefilterte Rückpro-
jektion mit Hann-Filter. Das Abstandsmaß (4.1) zwischen den Rekonstruktionen und dem
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Original ist für MLEM 0.0605 und für die gefilterte Rückprojektion 0.1392. Die Ähnlichkeit
ist damit für die MLEM-Rekonstruktion höher, was sich auch in den schärferen Kanten
und der homogeneren Aktivitätsverteilung in der Rekonstruktion deutlich macht.
Als zweite Grundlage für einen Vergleich verwende ich die in Abbildung 4.3 rechts dar-
gestellte XCAT-Simulation. Abbildung 4.5 zeigt dabei die Rekonstruktion mit gefilterter
Rückprojektion mit Hann-Filter und MLEM nach 35 Iterationen. Ein Vergleich mit dem
Maß (4.1) zwischen XCAT-Datensatz und MLEM-Rekonstruktion führt zu einem Wert von
0.115, während ein Vergleich der XCAT-Daten und der gefilterten Rückprojektion zu einem
Wert von 0.307 führt. Die MLEM-Rekonstruktion ist damit auch hier überlegen. Zu sehen
ist wieder die deutlich homogener dargestellte Strahlungsverteilung und die bessere Ab-
grenzung der Konturen. Sogar einige Knochen, wie z.B. die Armknochen, sind deutlich zu
erkennen. Es finden sich jedoch am Rand des Objektes störende Rekonstruktionsartefakte,
die durch meine nicht optimale Implementierung hervorgerufen werden.
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5 Fazit
Ich habe in dieser Arbeit zwei Rekonstruktionsverfahren für die Single-Photonen-
Emission-Computed-Tomography betrachtet. Dafür habe ich in Kapitel 2 ein mathemati-
sches Modell des Messvorganges wiedergegeben, um eine Beschreibung für den Aufnah-
mevorgang zu erstellen und damit die Problemstellung zu formulieren. Ich wählte hierfür
die Ray-Transformation.
In Abschnitt 3.1 habe ich nachvollzogen, dass die Radon-Transformation im zweidimen-
sionalen äquivalent zur Ray-Transformation ist und als Grundlage für eine Rekonstrukti-
on dienen kann. Ich habe daraufhin die Invertierung der Radon-Transformation mit dem
Fourier-Slice-Theorem beschrieben und konnte mit der ungefilterten Rückprojektion ei-
ne erste Lösung wiedergeben. Diese Lösung wies für die betrachteten Beispiele ein verwi-
schen des Bildes auf. Ich habe daraufhin nachvollzogen, dass bei der ungefilterten Rück-
projektion eine Faltung der Daten vorliegt. Dies führte mich zur gefilterten Rückprojekti-
on, bei der dieser Faltung durch einen Filter entgegengewirkt wird.
In Abschnitt 3.2 habe ich das mathematisches Modell diskretisiert und in Abschnitt 3.3
einen numerischen Rekonstruktionsansatz wiedergeben: das Maximum-Likelihood-
Expectation-Maximization Verfahren. Dazu habe ich angenommen, dass die gemessene
Radioaktivität einer Poisson-Verteilung unterliegt und mit der Likelihood-Funktion eine
Lösungsansatz gefunden werden kann. Es kann also ein Maximum-Likelihood-Verfahren
betrachtet werden. Ich vollzog nach, dass eine Lösung dessen existiert und, dass für diese
die Karush-Kuhn-Tucker-Bedingungen gelten müssen. Diese führten mich auf ein Itera-
tionsschema: den Expectation-Maximization-Algorithmus.
In Kapitel 4 konnte ich schließlich die Vorteile und Probleme der Verfahren aufzeigen.
Es gab mit beiden von mir implementierten Verfahren Probleme mit realen und damit
verrauschten Daten. Diese Ergebnisse hätten wahrscheinlich verbessert werden können,
wenn die bisher vernachlässigten Effekte wie Absorbtion, Scattering oder die Detektor-
geometrie in das mathematische Modell integriert worden wären. Außerdem spielt im
Falle der gefilterten Rückprojektion die Wahl des Filters eine entscheidende Rolle für die
Bildqualität, die ich in dieser Arbeit nicht betrachtet habe.
Trotzdem konnte ich zeigen, dass zumindest mit den simulierten SPECT-Aufnahmen die
Rekonstruktion mit dem ML-EM-Verfahren dem Original ähnlicher ist als die Rekonstruk-
tion mit der gefilterten Rückprojektion. Ob dafür der deutlich höhere Rechenaufwand und
damit der erhöhte Zeitbedarf in Kauf genommen wird, ist sicherlich situationsbedingt zu
entscheiden.
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