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Kurzfassung

Zur Rekonstruktion von SPECT-Aufnahmen wird standardméflig der EM-
Algorithmus verwendet. Dieser liefert besonders bei geringer Strahlung, durch
Verwendung von Kontrastmitteln mit niedriger Halbwertszeit oder geringer
Dosis, unzureichende Ergebnisse. Dies wird in der vorliegenden Arbeit auf-
gezeigt und ein Ansatz zur Losung dieses Problems in Form des EM-TV-
Verfahrens vorgestellt. Dieses wird zunéchst hergeleitet, getestet und abschlie-
Bend die Vorteile gegeniiber dem Standardverfahren aufgezeigt.
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1 Einleitung

Tomographische Verfahren stellen einen wichtigen Teil der medizinischen Bild-
gebung dar, wobei es verschiedene Arten gibt.

Bei der Transmissionstomographie (Computertomographie, Magnetresonanz-
tomographie) wird der Korper von auflen bestrahlt und dahinter die abge-
schwichte Intensitidt gemessen. Single Photon Emission Computed Tomogra-
phy (SPECT) hingegen gehért mit der Positronen-Emissions-Tomographie -
(PET) zu den Verfahren der Emissionstomographie.

Ihre Besonderheit liegt im Vergleich zur Transmissionstomographie in der Fa-
higkeit funktionelle Eigenschaften der untersuchten Regionen sichtbar zu ma-
chen. So wird sie beispielsweise zu funktionellen Gehirn- oder Herzuntersu-
chungen genutzt [7]. Einem Patienten werden Radiopharmazeutica verabreicht,
die sich je nach Art des Tracers iiber den Stoffwechsel in bestimmten Regionen
des Korpers anreichern. Die abgeschwéchte Strahlung des Kontrastmittels wird
auflerhalb des Korpers mit den Detektoren eines Tomographen gemessen. Im
Gegensatz zu PET wird bei SPECT pro radioaktivem Zerfall nur ein Teilchen
emittiert.

Detektor

5 \Kollimator

(a) SPECT-Scanner [4] (b) Kollimation

Ein Photon kann in beliebigem Winkel abgestrahlt werden. Ein Detektor konn-
te also Strahlung aus beliebigen Winkeln von beliebigen Punkten des Objektes



1 FEinleitung

messen. Besonders bei der SPECT-Rekonstruktion ist es hilfreich eine gewisse
Geometrie zu Grunde zu legen, um herausfinden zu kénnen, wo der Ursprung
der gemessene Strahlung liegt. Aus diesem Grund werden die Strahlen vor
dem Detektor kollimiert, sodass nur senkrecht auftreffende Strahlen detektiert
werden. Man misst also fiir jeden Winkel einen Satz paralleler Strahlen. Die
restliche Strahlung wird nicht beriicksichtigt. So wird immer nur ein Bruchteil
der tatsdchlich emittierten Strahlung gemessen.

Auf Grund der Kollimation und der Tatsache, dass radioaktiver Zerfall bereits
ein eher seltenes Ereignis ist, weisen die zur Verfiigung stehenden Daten eine
schlechte Statistik auf. Soll zusétzlich noch die Kontrastmitteldosis gesenkt
oder ein Tracer mit kurzer Halbwertszeit verwendet werden, um die Strah-
lenbelastung fiir den Patienten zu verringern, wirkt sich dies negativ auf die
Bildqualitét aus, da so die Anzahl der gemessenen Ereignisse weiter verringert
wird.

In dieser Arbeit geht es um ein Verfahren zur SPECT-Rekonstruktion, welches
trotz der schlechten Statistik der Daten Resultate mit akzeptabler Qualitét lie-
fern kann. Dabei handelt es sich um einen iterativen Losungsansatz zur Losung
des inversen Problems der SPECT-Rekonstruktion.

Zunichst wird ein Modell der SPECT-Rekonstruktion und das Rekonstrukti-
onsproblem vorgestellt. Als erster Losungsansatz des Problems wird der EM-
Algorithmus présentiert, der ein weit verbreitetes Standardverfahren in der
Emissionstomographie darstellt. Aulerdem bildet er die Basis fiir das EM-
TV-Verfahren, welches dann im Hauptteil vorgestellt und diskret hergeleitet
wird. Die Ergebnisse dieses Verfahrens werden mit denen des EM-Algorithmus
verglichen und diskutiert.

1.1 SPECT Vorwartsmodell

Bei der Emissionstomographie soll die Dichte f eines Radiopharmazeutikums
im Innern eines Objektes bestimmt werden. Die Strahlung des Tracers wird
auflerhalb des Objektes durch Detektoren gemessen. Entlang des Weges vom
Auftreten der Strahlung im Korper zum Detektor wird sie durch Knochen oder
Gewebe verschiedener Dichte abgeschwécht.

Dementsprechend wird als Vorwéartsmodell der SPECT-Rekonstruktion die At-
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tenuated Raytransform [6] gewéhlt

Plf.u(x,0) = / , T 00
L(x,
mit Alpl(z,0) = e~ Ji+ (o) 1(2)dZ
und f:R* - R, p:R* 2R, 2 € R, §€[0,27), z € R

Wobei L(z,#) eine Gerade im Winkel § an der Detektorposition x und f die
['(z,6)

L(x,0)

)

Abbildung 1.1: Modell einer SPECT-Messung

Dichte des radioaktiven Kontrastmittels innerhalb des Objektes ist. L*(z,0)
ist die Halbgerade vom Punkt z bis zum Detektor und p(2) eine Funktion, die
jedem Punkt des Objektes einen Abschwichungskoeffizienten zuordnet.

Man modelliert eine Messung als g = Pf := P[f, u|. In der Praxis wird p
oft als gegeben angenommen. Da dieses z.B. durch CT-Aufnahmen bestimmt
werden kann [12].

Dabei ergeben sich jedoch die folgenden Probleme. Es muss z.B. eine Inten-
sitdtsskalierung von C'T zu SPECT vorgenommen werden. Die CT-Intensitédten
bilden nur den Mittelwert der Energien eines Materials in verschiedenen Ener-
gien ab, da Rontgenstrahlen ein breites Energiespektrum aufweisen. Bei ge-
wissen Materialien ist die photoelektrische Absorbtion hoher als bei anderen
sodass eine materialabhingige Energieskalierung sinnvoll ist [1].

Auflerdem kommt es bei der Bestimmung der Abschwéchungskoeffizienten zu
einem raumlichen Korrespondenzproblem. Weil die Messungen nicht gleich-
zeitig vorgenommen werden konnen, unterscheiden sich die Aufnahmen auf
Grund von Atmung oder Bewegung des Patienten [10].

Hier werden diese Probleme nicht weiter verfolgt und das p als bekannt vor-
ausgesetzt.
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1.2 SPECT Rekonstruktionsproblem

Nach dem Scannen erhilt man also eine Messung g := P[f, u|, die als Attenu-
ated Raytransform modelliert wird. Die Aufgabe besteht nun darin, die Dichte
des Kontrastmittels im Korper f zu bestimmen, welche diese Messungen er-
zeugt hat. Nun sind g, der Operator P[f, u|(z,8) und p gegeben und es wird
versucht die entsprechende Funktion f zu berechnen, somit liegt ein inverses
Problem vor.

Offensichtlich liegen nur endlich viele diskrete Messungen vor, was die Inver-
tierung nicht eindeutig macht. Aulerdem hat f unendlich viele Freiheitsgrade.
Wie viele inverse Probleme ist auch dieses nach Hadamard schlecht gestellt

[7].

1.3 SPECT Rekonstruktion

Besonders in der Computertomographie wird das inverse Problem der Bild-
rekonstruktion oft mit direkten Rekonstruktionsverfahren wie der gefilterten
Riickprojektion (FBP) realisiert, da diese besonders schnell ist [11]. Iterati-
ve Verfahren haben jedoch den Vorteil, dass sie speziell auf ein Modell mit
Rauschen aufgebaut sein konnen und eine explizite Glattheit der Rekonstruk-
tion fordern kénnen, weshalb sie gerade fiir die Rekonstruktion von PET und
SPECT-Daten die Standard-Methode sind.

Ein géngiger Algorithmus zur iterativen SPECT-Rekonstruktion ist der Ex-
pectation Maximization Algorithmus (EM). Zuvor wurde das Rekonstrukti-
onsproblem durch ein Linienintegral in Form der Attenuated Raytransform
modelliert. Der EM-Algorithmus basiert auf einem stochastischen Modell.
Radioaktiver Zerfall ist ein seltenes Ereignis und wird durch die Poissonvertei-
lung beschrieben. Die Messung kann also auch stochastisch modelliert werden.
Fiir die Wahrscheinlichkeit das Bild f bei einer gegebenen Messung g zu be-
obachten gilt nach dem Modell von Bayes

p(flg) ~ (gl f)p(f),

wobei p(g|f) die Wahrscheinlichkeit g aus f zu erhalten ist und p(f) die A-
priori Dichte der zu rekonstruierenden Funktion. Uber diese kénnen zusétzliche
Anforderungen an f gestellt werden. In der Standardmethode dem EM-Algo-
rithmus wird zunéchst darauf verzichtet und p(f) = 1 angenommen.
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Die Poissonverteilung ist diskret, sodass es nahe liegt das Problem diskret zu
betrachten. Nach Shepp und Vardi gilt, ¢; beschreibt die Anzahl der Ereignisse
in Pixel 7, wobei ¢; poissonverteilt ist. f; ist das Mafl der Aktivitét in Pixel j
und damit der Erwartungswert von ;.

Gesucht wird also f € R™. Die gegebene Messung g € R” ist die Realisierung
einer poissonverteilten Zufallsvariablen v = (vq,...,7,), wobei ; die Anzahl
der gemessenen Ereignisse im Detektor ¢ ist. Die Eintrige p;; aus der Matrix
P € R™™ sind die Wahrscheinlichkeit Ereignis 7 in Detektor ¢ zu messen. Fiir
die Erwartete Messung gilt F(y) = Pf. Das stochastische Modell entspricht
also dem aus Abschnitt 1.1.

Eigentlich liegen kontinuierliche P*, f* und ¢* vor, wobei f* die genaue Dichte
des Kontrastmittels, ¢* das exakte Signal, bevor es detektiert wird, und P* die
Abbildung zwischen f* und g* darstellt. Da aber nur eine endliche Anzahl an
Detektoren verfiigbar ist, kann ¢* nur diskret gemessen werden, sodass

\ilz) = {1 x e M,

0 sonst

gilt, wobei M; die Region von Detektor ¢ ist und die Messwerte g; dargestellt
werden konnen als Mittelwerte des diskreten g

gi:/ gdx:/xigdx. (1.1)
M; )

Es gilt nach wie vor ¢ = Pf, wobei P semi-diskret P : L'(Q2) — R" ist und f
die Approximation von f* ist, welche bei der Rekonstruktion berechnet wird

2].

1.3.1 Testumgebung

Zur Beurteilung der Verfahren zur SPECT-Rekonstruktion werden sie imple-
mentiert und getestet. Dazu wurde eine Testumgebung in Matlab erstellt.
Zunichst werden sinnvolle Messdaten benotigt, um Rekonstruktionen durch-
fithren zu konnen.

Bei der Emissionstomographie geht es um die Detektion von radioaktiven Zer-
fallsprozessen. Es wird eine Realisierung einer poissonverteilten Zufallsvaria-
blen erstellt, um das Auftreten dieser Ereignisse korrekt zu simulieren. Die
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Abbildung 1.2: Testbild: Kasten

Dichte der Verteilung wird durch Py(k) = A—]:e_)‘ beschrieben. Dementspre-
chend wird aus einem Ausgangsbild f des Objektes Poissonrauschen erstellt.
Aus diesem verrauschten Bild fpeiss0n, Wird dann mit Hilfe der Attenuated Ray
Transform die SPECT-Messung simuliert g = P fpoisson-
Diese Messung kann nun zum Testen von Rekonstruktionsverfahren verwen-
det werden. Die Intensitét der Strahlung ist unter anderem von der Wahl und
Dosierung des Tracers abhingig und besonders in dieser Arbeit wird die Re-
konstruktion bei geringer Strahlendosis behandelt. Deshalb miissen Messungen
mit unterschiedlicher Intensitit erzeugt werden. Dazu wird beim Erzeugen des
Rauschens eine Skalierung vorgenommen. Die Matlab-Funktion imnoise zum
Erzeugen von Rauschen verlangt bereits eine Skalierung des Bildes mit 10712,
damit der Erwartungswert der Poissonverteilung auf dem Wert des jeweiligen
Pixels liegt. Zur Beschreibung der Intensitéit der Messung wird die Anzahl
der Ereignisse pro Strahl verwendet. Die ersten Testbilder bestehen aus einem
simplen gefiillten Rechteck, da anhand dieses Bildes leicht eine Skalierung fiir
bestimmte Anzahlen von Ereignissen berechnet werden kann. Fiir einen verti-
kalen Strahl ergibt sich ein Skalierungsfaktor s = Ereignisanzahl- %.
Mit dieser Berechnung wurden ,high count“- mit etwa 10 Ereignissen pro
Strahl und ,,low count“-Messungen mit etwa 2 Ereignissen pro Strahl erzeugt.
Fiir komplexere Ausgangsbilder wurde die Skalierung dann anhand dieser Er-
gebnisse abgeschétzt.
Fiir die Tests, welche in den Abschnitten 1.3.4 und 2.2 ausgewertet werden,
wurden Daten des XCAT-Phantoms verwendet. Phantome sind ein wichtiges
Hilfsmittel in der Bildgebung, mit denen unterschiedlichste Tests durchfiihrt
werden konnen ohne, dass dafiir weitere Patienten Strahlung ausgesetzt wer-



1.3 SPECT Rekonstruktion
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Abbildung 1.3: Simulation von Messungen mit Poissonrauschen
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den miissen. Auflerdem liegt mit einem Phantom eine exakte Grundwahrheit
vor, was die Auswertung erleichtert.
Bei dem XCAT-Phantom handelt es sich um ein digitales Hybridphantom. Es
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Abbildung 1.4: Thoraxaufnahme mit Herz und Leber (XCAT-Phantom)

basiert sowohl auf segmentierten Daten realer Patienten, als auch auf mathe-
matischen Modellen. Es werden die realen Daten durch NURBS (nonuniform
rational B-Splines) und Polygonengitter modelliert. Dadurch ist ein reales und
flexibles anatomisches Abbild gegeben, sodass auch Herz und Atembewegegun-
gen simuliert werden kénnen [9].

Es konnen beliebige Regionen des Kérpers betrachtet werden. Hier wurde eine
frontale Thoraxaufnahme verwendet, bei der Leber und Herz sichtbar sind. Die
Daten haben eine Auflosung von 128 x 128 Pixeln und die Messungen wurden
an 128 Detektorpunkten und 64 Winkeln durchgefiihrt.

1.3.2 Die Expectation Maximization-Methode

Um rauszufinden fiir welches f es am wahrscheinlichsten ist die Messung g
erzeugt zu haben, verwendet man die Maximum-Likelihood-Methode. Dabei
maximiert man die Likelihoodfunktion, die die Wahrscheinlichkeit beschreibt
g zu erhalten, wenn f gegeben ist

n

IR | (s

|
o1 9
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Sie ergibt sich aus dem Produkt der bedingten Wahrscheinlichkeiten fiir die
9

einzelnen Detektorelemente p(g;|f) = %e_w $i. Denn nach Abschnitt 1.3

sind diese unabhéngig identisch poissonverteilt mit dem Parameter (Pf);.

Zur einfacheren Optimierung geht man zur Minimierung der negativen log-
Likelihood-Funktion iiber

n

o(f) :Z(Pf)i—giln(Pf)i;min.

=1

Bis jetzt wurde die Likelihoodfunktion diskret betrachtet. Eigentlich wird ein
kontinuierliches Signal an einer endlichen Zahl Detektoren gemessen. Deshalb
ist es sinnvoll von einer diskreten in eine kontinuierliche Formulierung des
Problems zu wechseln, sodass mit (1.1) folgt

0 = [ Pr =g dn,

mit g = Y ., xi(x)dX\, wobei A das Lebesguema$ ist. Fiir eine numerische
Berechnung der kontinuierlichen Funtktion ¢* ist eine Diskretisierung nétig.
Durch Quadratur mit der Mittelpunktsregel ergibt sich

04) = (S (PF— g1,

i=1
wobei h die Grofe eines Pixels ist. Damit ergibt sich das folgende Problem

!

L(f) = he" (Pf — gIn(Pf)) = min (1.2)
s.t. f>0.
Die Operationen zwischen Vektoren sind elementweise und e bezeichnet den
Einsvektor.

Die Lagrange-Funktion fiir das Problem (1.2) mit der Nebenbedingung f > 0
lautet

LN = LD = SN,

und es gelten die Karush-Kuhn-Tucker(KKT)-Bedingungen:
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1. Die Stationére Bedingung (1.3), dass der Gradient der Lagrange-Funktion
verschwindet und

2. die Komplementaritétsbedingung (1.4) der Multiplikatoren J\;, die genau
dann 0 sind, wenn die Nebenbedingung nicht aktiv ist

9
Pf
Nfi=0 Vi (1.4)

VL(f,\)=hP"(e—-2-)—A=0 (1.3)

Durch Auflésen von (1.3) nach A ergibt sich

A=hPT(e— Pif). (1.5)

Damit wurden die Multiplikatoren eindeutig bestimmt. Durch Einsetzen der
Multiplikatoren in die Komplementaritiatsbedingung (1.4) folgt

o:f-hPWe—Pif)

und lésst sich nach f umformen
hPTe=f-hPTL
f-hPTe=f-nPT o

. pT_9

s f= —f i
PTe

Daraus ergibt sich eine Fixpunktiteration

Pfk
P—Tef’ (1.6)

k T
fk—&-l:f'P 7

die laut [6] gegen einen Minimierer der Zielfunktion L(f), also den Maximierer
der Maximum-Likelihood-Funktion konvergiert.
Da L(f) konvex ist, ist jedes Minimum ein globales Minimum.

Satz 1.
Fiir die Zielfunktion L(f) = he (Pf — g - In(Pf)) gilt, sie ist konvex, falls
Pv # 0 fiir alle v € R™, g > 0 elementweise und f # 0.

10
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Beweis. Es wird gezeigt, dass die Hessematrix von L(f), bezeichnet durch
Hp(f), symmetrisch positiv semidefinit ist. Da h > 0 , gilt hier ohne Beein-
trachtigung der Allgemeinheit A = 1.

Fiir alle v # 0, v € R™gilt

w:= Pv= (Zpijvj)i £ 0.
j=1

Dann gilt fiir Hy(f)

o Hy(flu=v"PT l(Pg;f)Q} Pv
T [ﬁ w

2 Yi
= w; >0, falls g > 0 und f #0
— " (Pf)}
= Hy(f) ist positiv semidefinit fiir alle P mit Pv # 0 fiir alle v # 0, v € R™,
g>0und f#0

= L(f) ist konvex

Aus der Fixpunktiteration (1.6) ergibt sich der EM-Algorithmus:

Algorithmus 1 EM Methode
function EM(g, f°)
fEe 1o

while not telkrmiTne(thed do

PS4
il Lo
end while
f — fk+1
return f
end function

Wobei not terminated bedeutet, dass die Iteration solange fortgesetzt wird bis
sie durch die im Folgenden erléuterten Abbruchbedingungen beendet wird.

11
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1.3.3 Abbruchbedingungen

Es werden die folgenden Abbruchbedingungen aus [5] verwendet:

7>0

F@h) = f@®) < 7(1+]f(2"))) (K1)
[t — 2*|] < T+ (1)) (K2)
IV F ()| < 71+ |f(=N)]) (K3)
V(@) <e (K4)
k> Kmaa (K5)
(KINK2ANK3)V K4V K5

Falls der Fortschritt pro Iteration hinreichend klein ist, wird die Iteration
durch K1 und K2 beendet, K3 und K4 sorgen auflerdem fiir einen Abbruch bei
Erfiilllung der stationdren Bedingung. K3 verhindert eine Endlosschleife, falls
die iibrigen Bedingungen nicht erfiillt werden kénnen, oder um die Rechenzeit
zu beschranken.

In den Tests wurde die Iteration mit 7 < 10~° ausschlieflich auf Grund von Be-
dingung K5 abgebrochen. Alternativ kénnte auch auf die Abbruchbedingungen
verzichtet und die Iteration bei Erreichen der maximalen Iterationszahl termi-
niert werden. Ein in der Praxis héufig verwendetes Vorgehen, das hier nicht
weiter verfolgt wird, ist ein Abbruch ,von Hand*“ bei gewiinschter Glattheit.

1.3.4 Ergebnisse der EM-Methode

Der EM-Algorithmus wurde in Matlab implementiert und mit der in Abschnitt
1.3.1 vorgestellten Testumgebung getestet. Um glattere Ergebnisse zu erhalten
wurde mit einem Abbruchparameter 7 = 10~ gerechnet.

Abbildung 1.5 zeigt in der ersten Zeile die verrauschten Daten, darunter sind
die jeweiligen Messungen und in der dritten Zeile die Rekonstruktionen abge-
bildet.

Fiir die high count-Messung 1.5(c) werden noch relativ glatte Ergebnisse er-
zielt 1.5(e) auch die Rédnder der Organe sind zu erkennen. Auf Grund der
Abbruchbedingungen wurde die Iteration nach 25 Iterationen beendet. Bei
der Rekonstruktion der low count-Messung 1.5(d) lisst sich keine akzeptable
Glattheit erreichen 1.5(f), sodass zusammenhéangenden Strukturen nur schwer

12
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erkennbar sind. Die Rekonstruktion néhert sich stark dem verrauschten Origi-
nalbild 1.5(b). Der Grund dafiir ist, dass der Algorithmus so konstruiert ist,
dass es moglichst wahrscheinlich ist, dass das rekonstruierte Bild die Messung
erzeugt hat, welche offensichtlich fiir das Originalbild sehr hoch ist. Eine Glatt-
heit wird nicht gefordert.

Fiir Messungen mit geringer Ereigniszahl erweist sich der EM-Algorithmus als
problematisch. Denn um Aussagen iiber die Funktionalitdt von bestimmten
Organen treffen zu konnen, sollten diese als zusammenhéngende Strukturen
identifizierbar sein. Dies ist bei verringerter Strahlendosis fiir die Rekonstruk-
tion mit dem EM-Algorithmus nicht gegeben. Dariiber hinaus ist auch ein
Abbruch der Iteration ,, von Hand* kritisch zu betrachten, da er nicht automa-
tisierbar und eher willkiirlich ist.

14
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Wie zuvor gezeigt, liefert der EM-Algorithmus stark verrauschte Ergebnisse,
wenn zum Beispiel die Strahlendosis gering ist oder ein Kontrastmittel mit
kurzer Halbwertszeit verwendet wird.

Zur Verbesserung der Bildqualitiat der Rekonstruktionen wird der EM-Algorith-
mus modifiziert. Um zusétzlich Glattheitsanforderung zu beriicksichtigen, wird
nun die A-priori-Wahrscheinlichkeit p( f) genutzt. Meist werden fiir dafiir Gibbs
Funktionen p(f) ~ e %) verwendet [8], mit a > 0 und einem Regularisie-
rungsfunktional R(f).

Eine Regularisierung, die nicht-glatte Losungen bestraft, aber trotzdem Kan-
ten erhilt, ist die Totale Variation. Die meist verwendete Definition |f|py =
Jo IV f]| erweist sich jedoch als problematisch, da Funktionen mit Kanten
nicht zwangslaufig stetig und differenzierbar sind. Bei Approximationen wie
|flav = [ VIV f|>+ € soll e so klein wie méglich sein, was wieder dazu fiihrt,
dass keine Differenzierbarkeit mehr vorliegt. Ein zu grofies ¢ sorgt fiir einen zu
grofien Fehler bei der Berechnung der Totalen Variation. Deshalb wird hier die
folgende Formulierung der Totalen Variation verwendet

|fley = sup / fdivz.
[|2]lco <1;2€C5° (Q,R™) J Q
Analog zum Abschnitt 1.3 erhélt man aus
p(flg) ~ p(glf)p(f)
£(f) = [T LEL e trigainiow
LT gl

das Problem

L(f):/EPf—g-ln(Pf)d,u+a]f]BV;min
s.t. f>0.
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2 EM-TV Rekonstruktion

Es ergibt sich das folgende Problem bei dem Infimum und Supremum ver-
tauscht werden konnen

inf sup {/ Pf—gln(Pf)du—i—oz/fdivz}
% 0

F20 2|01

sup inf {/ Pf—gln(Pf)du—i—oz/fdivz}, (2.1)
2 0

2lloo<1 FZ0

mit f € BV (), dem Raum der Funktionen von beschrinkter Variation [8].

2.1 Diskrete Herleitung

Im Gegensatz zu [8] wird hier der EM-TV-Algorithmus diskret hergeleitet.
D ist ein durch finite Differenzen diskretisierter linearer Differentialoperator
mit der Schrittweite h

feRVM peR?
(Vs = (VD (VHE)
1 -1 fijv1—fij <M
(V)i =M {0 Y

—fi; <N
\V4 2 _ hil fl+1,j fl,j .
( f)l,g 2 {0 =N

Ab jetzt liegt f als Vektor aus dem R™ (m = NM) vor und D ist eine Matrix

aus dem R?™*™  sodass gilt
Vf=Df
(V)i = (V)irs (Vf)io), (2.2)

ik=1+(N—j)+ NM(k—1)mit k € {1,2}.
Da der negative Divergenzoperator der adjungierte Operator zum Differential-

operator ist [3] und fiir

D e RQ’me
und fiir alle v € R™, v € R*™
(v,Du) =v' Du= (D"v)"u=(D"v,u)

16



2.1 Diskrete Herleitung

gilt, ist DT der entsprechende diskrete Divergenzoperator. Damit ergibt sich

Structure of Differential Operator D for m =[5 5]

0
s,
10 '33‘. Structure of Differential Operator D' form= [55]
5, 0
kS ‘:‘: e,
20 ‘::: "
y, 10 "o, ", P
0, 20 ‘:z"tgz R
40 0 o0 10 20 30 40 50
., nz =40
50
0 10 20
nz=40
(a) Differentialoperator fiir N = M = (b) Divergenzoperator

5 h=1

fiir die totale Variation

|flpy = max 1Dz
2llc<1

und fiir das Problem (2.1) die folgende Diskretisierung

max {min {hye" (Pf —gln(Pf)) + ahRfTDTz}}

Izliso<1 | £20

mit Ay, hg € Ry,

wobei wieder die Mittelpunktsregel mit hj, als Schrittweite in der Messung und
hgr als Schrittweite in der Rekonstruktion verwendet wird. Es gelten wieder
die KKT-Bedingungen, die Stationdre Bedingung VL(f,A) = 0 (2.3) und die
Komplementaritidtsbedingung (2.4), fiir das Problem in f

hatPT (e — Pif) +ahgD 2z — A =0 (2.3)

Durch Auflésen von (2.3) nach A und sind die Multiplikatoren eindeutig be-
stimmt und kénnen in die Komplementaritéitsbedingung eingesetzt werden

(P(e = 2)+ g DT2)if =0
h
& (PTe)f; — (PTPif)i fit aﬁ(pu)i fi=0. (2.5)

17



2 EM-TV Rekonstruktion

Zur Vereinfachung gilt im Folgenden o := o2& " . (2.5) lasst sich zu der folgenden
Iterationsvorschrift umformen

PTg
Pfk

DT
+aft Zzo,

1
k41 gk
/ / PTe
die diskret, analog zu [8], in zwei Teile gesplittet wird
1 Plyg

PTe Pfk
1 DT
fk+1 — fk+2 _ Oéfk 5

fhte = fh (EM-Schritt)

(TV-Schritt)

Der TV-Schritt entspricht der Optimalitatsbedingung

fRL fk—&—% DT %
= I + aPTe =0

fiir die Minimierung iiber f*+! des Problems

2
. 1| frErt— kar% kaTDTz
max mmsg —(|————F—— « —
. T
2 llzfloo<t | o1 | 2 NIL ) Ple

Fiir ein bekanntes optimales z kann ein optimales f**! berechnet und der in-
nere Teil des Problems minimiert werden. Wird der T'V-Schritt in das Problem

18



2.1 Diskrete Herleitung

eingesetzt, ergibt sich

. fkDTz T T
max % i +Oz<fk+§ oszl;TZ>Tl;TZ
z; 12|l oo k
i lzlleo<1 Vf ) e e
:Z.HzlaX —|[|— o7 D z +O[<f 2) o7 D z
Al |oo<1{2 P'e V fF ) P'e

* T
< ([F]e) [ o)
1 17?2 NTT 1
= {§a2zTD[f 9| 7m) P () | P
1 2
—OZ2ZTD[fk] [m} DTZ},

welches nur noch von z abhéngig ist.

1 2 1
Durch Multiplikation mit —2 und die Addition von (f**2)T [ﬁ} fF*2 ergibt
sich

177 NTT 1
: 2T k T k+5 T
% Iﬂﬁlgl{o‘ = DI {PTJ bz =2a (f ) {PTJ b=

oy [ )

und somit das folgende Optimierungsproblem mit Ungleichheitsrestriktionen

2

[t -o b ]

s.t. [|2]|ee — 1 < 0.

= min H
z

Fiir dieses Problem in z wird nun analog zu Chambolle [3] ein semi-implizites
Gradientenabstiegsverfahren verwendet.

19



2 EM-TV Rekonstruktion

Mit (2.2) gilt 2; = (2, 2;,). Deshalb entspricht ||z]|o der induzierten Ma-
trixnorm also der Zeilensummennorm und es gilt

12 el = max(lza| + 2)) > max (/22 + 22,

Wird auf die Abschétzung nach oben verzichtet, gilt nach dem Quadrieren
1> 27 + 2] fiir alle ¢,
wobei sich nach Definition
1> |z)?
ergibt. Die Nebenbedigung ist also dquivalent zu |z[*> — 1 < 0, mit |z] =
\/ 7% + 22 . Die Lagrangefunktion fiir das Problem lautet somit

[# 1% = a [V {PT ] Z)\ (|22 = 1)

und erneut werden die KKT-Bedingungen fiir das Problem genutzt:
Es gelten die Stationédre Bedingung

L(z,\) =

VL(z,A\) =0

2
_ (QQQD[f’“] {PLTJ D z—2ozD{ }fk* ) +2X\i|zi| =0

i

& (aQD[fk] [PLTe] D"z —aD { ] fk+2> = Al

(2

und die Komplementaritatsbedingung
Ai(|zf* = 1) =0

A ist immer dann 0, wenn die Nebenbedingung nicht aktiv ist. Also gilt ent-
weder
112
00— 2 k T k+1

onfi oo}

oder \;- 1=

20



2.2 Ergebnisse

Somit sind die Multiplikatoren eindeutig durch
Ai = )(aQD[fk] [ﬁFDT —aD (5] f’“+2) ‘ bestimmt und der Gradient

der Lagrangefunktion kann als Abstlegsrlchtung verwendet werden.
Gradientenabstieg mit 7 > 0, 2° = 0:

2 =2 4 7 (=VL(2,N))

=t ((am[m LH DT aD { } f’f+) |
—‘(azD[fk] {PLTJ DTz"—aD{ }f’“*) zf+1>

a2 +7 (DU [ D77 — o [5h] 1),
o 7 (DU [l D7 — oD [5h] 175,

n+1
[

Damit wurde ein Verfahren zur Bestimmung eines optimalen z gefunden, wel-
ches genutzt wird um ein optimales f zu bestimmen. Ein Nachteil jedoch ist
die relativ lange Rechenzeit des Verfahrens. Um die Stabilitét und Konvergenz
des Algorithmus zu sichern, wird wie in [8] empfohlen, 7 < £+ fk gewéhlt.

2.2 Ergebnisse

Der EM-TV-Algorithmus wurde ebenfalls in Matlab implementiert und mit
der in Abschnitt 1.3.1 vorgestellten Testumgebung getestet. Die Ergebnisse
wurden dann mit denen des EM-Algorithmus verglichen.

Es wurden Tests mit 500 bis 2000 Iterationen fiir die Bestimmung von z durch-
gefiihrt, wodurch die Rechenzeit fiir den EM-TV-Algorithmus relativ lang wur-
de. Es wurde mit einer vorgegeben Anzahl an Gesamtiterationen als einzige Ab-
bruchbedingung gerechnet. Die Rechenzeit des EM-Algorithmus wurde durch
die Uberpriifung der Abbruchbedingungen erhoht.

Die Rekonstruktion der high count-Messung mit dem EM-TV 2.2(a) mit ei-
nem Parameter von o« = 9 - 107! zeigen relativ deutliche Kanten und sehr
glatte zusammenhéngende Strukturen. Dies gilt sowohl im Bereich der Leber
als auch des Herzens, welches im Originalbild 1.4 lediglich als schmaler Um-
riss zu sehen ist und deshalb dort weniger Zerfallsprozesse gemessen werden
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2 EM-TV Rekonstruktion

poisson noise with 20 counts per line poisson noise with 5 counts per line

5

20
4

40
60 3
80 2
100 9

120
0

(¢) Original mit hoher Strahlendosis (=~ 20 Er- (d) Original mit niedriger Strahlendosis (=~ 5
eignisse pro Strahl) Ereignisse pro Strahl)

Altenuated Ray Transform Attenuated Ray Transform x10?

detector positions
detector positions

10 20 30 40 50 60
angles

(e) high count-Messung (f) low count-Messung

Abbildung 2.1: Original und Messungen mit verschiedenen Strahlendosen
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2.2 Ergebnisse

20

40
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80

100

EM-TV-Reconstruction, « =9*1 o'
32 iterations, 2000 internal iterations

(a) high count-EM-TV-Rekonstruktion

EM-Reconstruction, terminated after 25 iterations
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80

100

120

(c) high count-EM-Rekonstruktion

20
40
60
80
100

120

(b)

20
40
60
80
100

120

EM-TV-Reconstruction, o =12*1 o'
32 iterations, 2000 internal iterations

low count-EM-TV-Rekonstruktion

EM-Reconstruction, 32 iterations

0 50 100

(d) low count-EM-Rekonstruktion

Abbildung 2.2: EM-TV- und EM-Rekonstruktionen im Vergleich
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2 EM-TV Rekonstruktion

Algorithmus 2 EM-TV Methode
function EM-TV (g, f9)

fk — fO
V0
while not terminated do
fEr e o D > EM-Schritt

while not terminated do

L P e e

Nl

),

n+1
o] (@i O -an [ ] E),
K3

(3

zZ

> Gradientenabstieg

end while
2 Zn—‘rl
1 T .
fF e fhre — ooz > TV-Schritt
end while
f — fk+1
return f
end function

konnen. Der EM-Algorithmus liefert fiir diese Messung zwar ebenfalls rela-
tiv glatte Ergebnisse mit Kanten. Rauschen ist aber durchaus noch sichtbar
2.2(c). Wie bereits in Abschnitt 1.3.4 erwihnt, wurde die Iteration auf Grund
der Abbruchbedingungen K1, K2 und K3 nach 25 Iterationen abgebrochen.
Wihrend der EM fiir Messungen mit geringer Ereigniszahl das verrauschte Ori-
ginal rekonstruiert 2.2(d), gehen bei EM-TV auf Grund der wenigen Zerfille in
gewissen Bereichen (Herz) zwar Details verloren und die Kanten sind etwas we-
niger deutlich (Leber), die Rekonstruktion insgesamt ist aber auch hier relativ
glatt 2.2(b). Diese Rekonstruktion wurde mit einem Regularisierungsparame-
ter von o = 12-1071, 32 Gesamtiterationen und 2000 internen Iterationen zur
Berechnung des optimalen z fiir den TV-Schritt durchgefiihrt.

2.3 Gedampfter EM-TV

Um die Konvergenz zu verbessern wird in [8] der TV-Schritt geddmpft. Dies ist
auch in der diskreten Herleitung méglich. Mit einem Parameter wy, € [0, 1] wird
das letzte Ergebnis der Gesamtiteration mit dem Ergebnis des EM-Schrittes
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2.3 Gedampfter EM-TV

verbunden, sodass fiir den TV-Schritt nun gilt

D'z
PTe’

fEr = (1-— wk)fk + wkf“% — wpaf*

Dieser ist analog zu Abschnitt 2.1 die Optimalitdtsbedingung fiir ein Problem
in f*! und z

[+ —wkfk+% — (1 —wy) f* DTz
= + W ——
fk PTe

<0
| R E (1w
max min -
2 |2lloo<1 | fRHL | 2 NIL
Durch einsetzen des TV-Schrittes in das Problem, umformen und elementweise

(05 wort ) ]

fk

2 D_l_
k1T 2

2

Multiplikation mit —2 und Addition von

2
erhalt man

mzin H [\;}c_k] ((1 — wy) fF + wkf“%) — W [\/ﬁ} {PLTJ D'z

st ||z]|o — 1 <0,

2

Der entsprechende Gradientenabstieg nach Chambolle lautet dann
2P+ T(V( [\/1?} ((1 —wi) f¥+ ’Lkak+%) — Wi [\/]Tk} [57] DTZ))i
| (9] (st st <o [VF] () 072)) |

n+1l
Z; =

In [8] wird nicht auf die genaue Wahl von wy, eingegangen und auch nicht
wie sich der Parameter wihrend der Iteration verdndert. Aulerdem wurden
keine Rekonstruktionsergebnisse gezeigt. Die Ergebnisse einiger weniger Tests
werden in Abbildung 2.3 gezeigt.

Zunéchst werden die Rekonstruktionen nach 20 Iterationen des normalen und
des mit konstantem wjy, = 0.9 geddmpften EM-TV-Algorithmus verglichen. Es
wird der gleiche Regularisierungsparameter o« = 0.9 verwendet. Es wird deut-
lich, dass die Rekonstruktion mit dem geddmpften EM-TV nach 20 Iterationen
2.3(a) glatter ist als die des normalen EM-TV 2.3(b). Diese Glattheit wird mit
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2 EM-TV Rekonstruktion

dem normalen EM-TV erst nach weiteren Iterationen erreicht 2.3(d). Wird die
Déampfung zu stark z.B wy, = 0.2 gewihlt, geht die Schérfe der Kanten verloren
2.3(c).
Mit geeignetem Parameter wj, kann also die Konvergenz des EM-TV-Algorith-
mus aus Abschnitt 2 noch verbessert werden.

tamped EM-TV-Recor ] .,a=9*10",wk=0.9
20 iterations, 2000 internal iterations
20
40
60
80
100
120

(a) geddmpfter EM-TV nach 20 Ttera-
tionen mit wy = 0.9

damped EM-TV-Reconstruction, o« =9*1 0'1, w, =0.2
32 iterations, 2000 internal iterations

B 15
40

60 1
80
100 05
120

o] 50 100

(¢) geddmpfter EM-TV nach 32 Itera-
tionen mit wy = 0.2

EM-TV-Reconstruction, o =9*1 o'
20 iterations, 2000 internal iterations

2
20
40 15
60
1
80 )
100 05
120

0 50 100

(b) EM-TV nach 20 Iterationen

EM-TV-Reconstruction, o =9*1 o'
32 iterations, 2000 internal iterations

20

15
40
60 1
80

05

100

120

(d) EM-TV nach 32 Iterationen

Abbildung 2.3: Vergleich der Rekonstruktionen einer high count-Messung mit
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3 Diskussion

Die Ergebnisse zeigen, dass besonders bei geringer Anzahl von FEreignissen,
der EM-TV-Algorithmus besser rekonstruiert als der reine EM-Algorithmus
insofern, dass bei EM nur auf die Exaktheit der Rekonstruktion geachtet wird
und so moglichst genau das verrauschte Bild rekonstruiert wird. Durch die
Regularisierung mit Totaler Variation wird erreicht, dass eine Glattheit des
Ergebnisses miteinbezogen wird, sodass zusammenhéngende Strukturen sicht-
bar werden, so wie sie auch wirklich im Koérper vorliegen. Um auch bei sehr
geringen Ereigniszahlen noch glatte Ergebnisse zu erhalten muss o entspre-
chend grofl gewadhlt werden, sodass mehr Gewicht auf der Regularisierung als
auf der Rekonstruktion liegt, sodass die Kanten weniger deutlich werden.
Probleme bei EM-TV ergeben sich dadurch, dass ein grofler Regularisierungs-
parameter « zu einer geringen Schrittweite 7 < % fithrt. Aulerdem benétigt
die Berechnung des optimalen z bendttigt viel Rechenzeit.

Die Konvergenz des Algorithmus kann, wie in Abschnitt 2.3 beschrieben, bei
geeigneter Parameterwahl mit einer Ddmpfung des TV-Schrittes verbessert
werden.

Die Idee Totale Variation als Regularisierung zu verwenden ist im Vergleich
zum EM-Algorithmus durchaus positiv zu bewerten. Moglicherweise sollte nach
einer Alternative zu der langsamen Berechnung des optimalen z fiir den TV-
Schritt gesucht werden.
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