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Einleitung und Aufbau

Bildregistrierung zahlt heute zu den bedeutenden Feldern in der Bildverarbeitung. Das
Registrierungsproblem besteht darin, in gegebenen Bildern korrespondierende Objekte
durch geometrische Deformationen zur Uberlagerung zu bringen. Das heift, Bilder sol-
len moglichst ,,dhnlich“ werden. Speziell in der medizinischen Bildverarbeitung finden
sich viele Mo6glichkeiten zum sinnvollen Einsatz, so z. B. beim Vergleich von pre- und
postoperativen Aufnahmen oder auch beim Zusammenfiihren von Aufnahmen, die mit
unterschiedlichen bildgebenden Verfahren erzeugt wurden. Typische Ansétze formulieren
das Registrierungsproblem als Optimierungsaufgabe, bei der eine geeignete Zielfunkti-
on minimiert wird. In dieser Arbeit erweitern wir diesen Ansatz, in dem wir zusétzlich
Beschrinkung hinsichtlich der Volumenénderung, hervorgerufen durch die Deformation,
fordern. Diese Beschrinkung der deformierten Volumina ist im Hinblick auf die Plausi-

bilitdt der berechneten Deformation von Interesse.

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in fiinf Abschnitte. Das erste Kapitel behandelt die
kontinuierliche Formulierung des hier verwendeten Registrierungs- Ansatzes. Im anschlie-
Benden Kapitel 2 wird eine Diskretisierung der kontinuierlichen Formulierung ercrtert.
Ein mit der Materie vertrauter Leser kann sich direkt Kapitel 3 und folgenden zuwen-
den. In Kapitel 3 wird sowohl die kontinuierliche Formulierung wie auch die Diskretisie-
rung der Volumenbeschrinkung behandelt. Im vorletzten Kapitel 4 wird ein Verfahren
zur Losung des diskretisierten Optimierungsproblems vorgestellt. Hier verwenden wir
einen einfachen Log-Barrier-Ansatz, bei dem es sich um eine sog. Innere-Punkt-Methode
handelt [6]. In Kapitel 5 werden numerische Experimente des vorgestellten Verfahrens

betrachtet. Diese sollen die Vor- und Nachteile des Ansatzes herausstellen.






1 Bildregistrierung

Im folgenden Abschnitt wird das Problem der Bildregistrierung mathematisch formuliert.
Wir betrachten Bilder als stetig differenzierbare Abbildungen

B:R? >R, BeCYR%LR), deN, (1.1)

so dass jedem Ort x € R? ein Grauwert B(z) zugeordnet wird. Dabei nehmen wir an,

dass ein Bild einen beschrinkten Trédger (engl. Support)

supp(B) € Q c R? (1.2)

mit supp(B) := {& € R?| B(x) # 0} in einem Gebiet  hat. Unter einem Gebiet ver-
stehen wir dabei eine offene und zusammenhéngende Menge. Im Folgenden wird €2 als

rechteckig angenommen und als Bildbereich (engl. Region of Interest) bezeichnet.

Die Verriickung w ist ein Vektorfeld
w=(up,... ug)’ : R - R?

und beschreibt in welche Richtung ein gegebener Bildpunkt @ durch w(x) verschoben

wird.

Unter einer Deformation  versteht man schliellich die Abbildung
@ =(01,...,00) RS RY 2 p(x) := x + u(x) ,zecR? (1.3)
und fiir ein gegebenes Bild B, bezeichnet man B o ¢ als deformiertes Bild.

Ein Distanzmaf ist ein Funktional
D:V xV - R,

mit V = V(Q) := {B : R? - R|supp(B) < Q, B € C*(R%, R)}, welches zwei Bildern

ihren Abstand zuordnet.

Die Grundidee der Bildregistrierung lidsst sich nun als Optimierungsaufgabe formulie-



ren. Bei einem gegebenen Referenz-Bild R und einem deformierbaren Template-Bild T,
suchen wir eine Deformation ¢, so dass R und T o ¢ dhnlich sind, d. h. wir suchen eine

Losung des Minimierungsproblems
min D(T o ¢, R). (1.4)
7]

Der Einfachheit halber, wird von nun an, wenn nicht anders vermerkt, d = 2 angenom-
men. Alle hier vorgestellten Konzepte kénnen analog auf hohere Dimensionen iibertragen

werden, insbesondere auch auf d = 3.

1.1 DistanzmaBe

Der wesentliche Baustein eines jeden Registrierungs-Verfahrens ist das verwendete Di-
stanzmafl. In den letzten Jahren wurde eine Vielzahl an Distanzmaflen fiir die unter-
schiedlichsten Einsatzgebiete entwickelt. Zwei essentielle Eigenschaften, die alle Mafle

gemeinsam haben, sind
e D(R,T) =D(T,R),
e D(R,R) = mTinD(R, T).

Die naheliegende Annahme, dass solche Distanzmafle auch Metriken sind, ist allerdings

im Allgemeinen nicht richtig. Beispielsweise wird man 6fter eine Verletzung des Axioms
DR,T)=0=T=R

feststellen (siehe Normalized-Gradient-Fields).

Distanzmafle lassen sich grob in zwei Klassen unterteilen.

Monomodale Male

Die Klasse der monomodalen Mafle ist dafiir konzipiert, Bilder, die mit gleichen Sensoren
aufgenommen wurden, zu vergleichen. Dabei kann bei zwei gegebenen Bildern von einer
vergleichbaren Kontrastausprigung und einem vergleichbaren Helligkeitsniveau ausge-
gangen werden. Diese Mafle finden z. B. Anwendung bei zwei Aufnahmen die zwar vom
selben Patienten stammen, allerdings zeitlich versetzt entstanden sind. Ein expliziter An-
wendungsfall ist der Vergleich von pra- und postoperativen Magnetresonanztomographie-
Aufnahmen zur Beurteilung des Erfolgs einer operativen Tumorentfernung.

Zwei der gebrauchlichsten monomodalen Mafle sind

1
Sum-of-squared-differences SSD(R,T) = 5 J (T(x,y) — R(x,y))?dzdy
Q
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Sum-of-absolut-differences SAD(R,T) = J |T(x,y) — R(z,y)| dz dy.
Q

Multimodale MaBe

Die Klasse der multimodalen Mafle erlaubt es, Bilder, die mit unterschiedlichen Sensoren
aufgenommen wurden, zu vergleichen. Bei zwei derartigen Aufnahmen kann man keine
allgemeinen Annahmen beziiglich vergleichbarer Kontrastauspragung oder vergleichba-
rem Helligkeitsniveau treffen. In der Medizin finden diese Mafle vor allem Anwendung
zum Vergleich von Bildern mit funktionellem und morphologischem Inhalt. Ein Bei-
spiel ist die Registrierung einer Positronen-Emissions-Tomographie-Aufnahme mit einer

Computertomographie-Aufnahme zur Lokalisierung eines Tumors.

Die mathematische Handhabung ist komplexer als die monomodaler Mafle. Da der
Schwerpunkt der Arbeit auf Volumenbeschrinkung liegt, wird der Einfachheit halber
SSD als Distanzmafl gewahlt. Selbstverstéindlich lassen sich die vorgestellten Methoden

zur Volumenbeschrinkung auch mit einem beliebigen Distanzmafl kombinieren.

1.2 Transformationen

In diesem Abschnitt werden Transformations-Modelle behandelt. Das Transformations-
Modell bestimmt die Art der zuldssigen Deformationen und muss vor Beginn der Regis-
trierung mit Bedacht gew#hlt werden. Es werden hier zwei Klassen von Transformationen
vorgestellt. Zum einen die Klasse der parametrischen Transformationen, unter der die
Auswahl der erlaubten Deformationen stark restringiert ist. Und zum anderen die Klasse
der nicht-parametrischen Transformationen, die prinzipiell jede erdenkbare Deformation
enthalt.

Parametrische Transformationen

Parametrische Transformationen wirken global. Eine Transformation heifit global, wenn
die Anderung eines Transformationsparameters zur Folge hat, dass das Bild als Ganzes
verdndert wird. Zwei {ibliche Transformationsarten sind die rigiden sowie die affinen

Deformationen.
Rigide Deformationen FEine Deformation ¢ heifit rigide, falls
e(x)=Qx+b, zbeR, QeR™ deN

und @ orthogonal. Durch @ orthogonal ist sichergestellt, dass rigide Deformationen
lingen- und winkelerhaltend sind. Aus @ orthogonal folgt, det(Q”Q) = 1 und mit der

11



Produktregel folgt, det(Q) = £1. Falls det(Q) = 1, entspricht @ einer Rotation. Falls
det(Q) = —1, entspricht @ einer Spiegelung an einer Ursprungsgeraden. Um Spiegelun-

gen auszuschlieflen, wird nun

det(Q) =1

gefordert. Im hier betrachteten Fall von d = 2, ergibt sich die Darstellung

cos(a) —sin(a)

Q=Q(a) = ( ) , «a€0,2m). (1.5)

sin(a)  cos(a)

Somit steuert man eine rigide Deformation, fiir d = 2, durch den Rotationsparameter «
und die zwei Translationsparameter (b,, by)T = b. Im Fall d = 3 ergeben sich analog 6

Parameter.

Affine Deformationen Eine Deformation ¢ heifit affin, falls
p(x) = Az +b, x,beR? AR

mit A invertierbar. Falls A nicht invertierbar ist, besitzt A einen nicht-trivialen Kern.
Somit wiirde fiir unendlich viele Punkte & € RY gelten, dass ¢(z) = b. Dies wiirde eine

unerwiinschte Faltung des Bildes zur Folge haben.

Mit einer affinen Deformation lassen sich beliebige Hintereinanderausfithrungen von Ele-
mentardeformationen realisieren. Elementardeformationen besitzen fiir d = 2 die folgen-

den Darstellungen

o Translationen: ¢s(x,y) = (x + 05,y + 5y)T, mit zwei Freiheitsgraden d,,d, € R.

0
e Skalierungen: ¢ (z,y) = (axx,ayy)T = ( on ) ( v ), mit zwei Freiheits-
oy Y
graden o,,0, € R. Fiir 0, bzw. o, gleich -1, ist ¢, eine Spiegelung an y bzw.

z-Achse.

e Drehungen: ¢ (z,y) = Q ( . ), mit Q wie in (1.5).
)

1
e Scherungen: ¢ (z,y) = (x—i—syy,y)T = ( 0 Sly ) ( v ) ist Scherung an y-
)

Achse,
. 1 0
bzw. g (x,y) = (x,y + szx)’ = ist Scherung an x-Achse.

Sx

T
Yy
by
Das heifit, 2-dim. affine Deformationen mit A = und b = ,
2,1 22
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konnen durch die 6 Parameter a11,...,a22, b;, by, parametrisiert werden. Fiir d = 3 er-

geben sich analog 12 Parameter.

Da diese Transformationen global wirken, ist es mit ihnen nicht mdoglich, lokale Veréande-
rungen zu beschreiben. Doch gerade diese sind in medizinischen Fragestellungen von In-
teresse. Deswegen liegt der Fokus dieser Arbeit auf den sogenannten nicht-parametrischen

Transformationen.

Nicht-parametrische Transformationen

Nicht-parametrische Transformationen kénnen, im Gegensatz zu parametrischen Trans-
formationen, beliebige lokale Deformationen des Bildes beschreiben. In diesem Fall ist

das in (1.4) formulierte Problem im Sinne von Hadamard schlecht gestellt. Das heifit,
e die Losung ist im Allgemeinen nicht eindeutig und
e die Losung héingt nicht stetig von den Eingangsdaten ab.

Dies liegt unter anderem darin begriindet, dass man zu jedem Ort & € R? einen Ort
(x) € R? sucht, dabei aber lediglich auf skalarwertige Grauwertinformationen zuriick-
greifen kann [4]. Ein weiterer Grund ist: Ohne weitere Einschrinkung ist jede denkbare
Deformation gestattet und insbesondere gilt # {¢p : D(R,T o ) = min} > 1. Um dieses
Problem in den Griff zu bekommen, wird (1.4) um einen zusétzlichen Regularisierungs-

term erweitert.

1.3 Regularisierer

Regularisierung ist ein Ansatz, bei dem man versucht, ein schlecht gestelltes Problem in
ein korrekt gestelltes zu tiberfiihren. Dies geschieht durch Hinzunahme von Informationen
zur Zielfunktion. Das aus (1.4) bekannte Problem wird somit um einen zusétzlichen Term

S erweitert. Man erhéilt
min D(T o, R) + aS(u) ,aeR* (1.6)
)

mit dem Regularisierer S (im Kontext von Registrierung auch Smoother genannt) und ei-
nem Regularisierungsparamter «. Dabei soll S nicht-glatte Deformationen ¢ auf Grund-
lage der Verriickung w bestrafen. Eine Deformation ¢ heifit glatt, wenn sie stetig-
differenzierbar ist und kleine Ableitungen hat. w ist als Parameter fiir S hinreichend, da
aus (1.3) folgt

u(z) = p(x) —x ,zeR?

13



und somit alle Information iiber ¢ implizit in w enthalten ist. Der Regularisierungspara-
meter a aus (1.6) gewichtet den Einfluss des Regularisierers gegeniiber dem Distanzmafl

und ist somit die zentrale Stellgréfie des Optimierungsproblems.

Neben den verschiedensten Distanzmaflen wurden in den letzten Jahren auch zahlreiche
Regularisierer vorgeschlagen. Im Folgenden geben wir einen kurzen Uberblick iiber drei

der gingigsten Regularisierer. Dafiir sei ¢ = (z, y)T € R? und u = (u, ’U)T :R? - R2.

Diffusiver Regularisierer Der diffusive Regularisierer fordert Glattheit der Deformation

durch Bestrafen von hohen Ableitungen, d. h. der Regularisierungsterm S (w) mit

; 1
) 1= 5 [ IValf+ Vol dody
Q

| =

J (@u)? + (B,0)° + (250)? + (2,0)° dar dy
Q

ist grof fiir groBe Ableitungen von w und klein fiir kleine Ableitungen von u [9].

Elastischer Regularisierer Der elastische Regularisierer ist physikalisch motiviert, d. h.
er modelliert ein elastisches Potential. Er gestattet Deformationen, welche das Bild ,,gum-

miartig® verformen. Mit Hilfe der Divergenz divu := 0,u + 0yv, ist er durch

8 ) 1= f i (IVul + [Vol3) + O+ p) (divw)® dz dy
Q

gegeben.

Curvature Regularisierer Der curvature Regularisierer setzt sich, im Gegensatz zum

diffusiven Regularisierer, aus zweiten Ableitungen von u zusammen. Er ist gegeben durch

Scurv(u) = % J(A’U,)Q + (AU)QdZ' dy7
Q

mit Laplace-Operator Au := 0,0,u + dy0,u [§].

Der Einfachheit halber betrachten wir im Folgenden den diffusiven Regularisierer.

Das kontinuierliche Optimierungsproblem hat nun, durch die Wahl des SSD-Mafles und

14



des diffusiven Regularisierers, die Zielfunktion

2

1
J(p) = j (Top—R)? dz + ;‘f |Vul} + [ Vol3 d. (1.7)
Q Q

Damit lautet das Optimierungsproblem

min J(p).

)

Da eine analytische Losung nicht berechenbar ist, wird hier der sog. Discretize-then-
Optimize-Ansatz [3] verwendet. Dazu wird die Zielfunktion zunéchst diskretisiert und
dann eine Losung des diskretisierten Problems mit Optimierungsmethoden berechnet.
Im folgenden Kapitel beschéftigen wir uns mit der Diskretisierung des Registrierungs-

Problems.
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2 Diskretisierung

In diesem Kapitel wird eine Diskretisierung der kontinuierlichen Zielfunktion erortert.

2.1 Bildmodellierung

Bilder liegen typischerweise nicht als Funktionen, wie in (1.1) und (1.2) gefordert, vor.
Sie liegen stattdessen in diskreter Form vor, als Messungen von Sensoren die ein Signal
nur an endlich vielen Stellen abtasten. Um dennoch eine kontinuierliche Darstellung der
Bilddaten zu erhalten, wird diese durch Interpolation erzeugt. Interpolation bedeutet,
dass zu gegebenen diskreten Daten eine kontinuierliche Funktion gesucht wird, die diese
Daten abbildet. Im eindimensionalen Fall ldsst sich das Interpolationsproblem folgen-
dermaflen formulieren:

Gegeben seien m Datenpunkte x; = g + (i — 1)h, i = 1,...,m, mit konstanter Schritt-
weite h. Ein gegebener Farbwert p; € R soll am Ort x; liegen. Damit ist eine Interpolante
I : R — R mit der Forderung

I(z;))=p; ,i=1,...,m (2.1)

gesucht. Géangige Interpolationsanséitze wie Nearest-Neighbour-, Lineare- oder kubische
B-Spline-Interpolation, stellen die Interpolante als Linearkombination translatierter Ba-
sisfunktionen dar, d. h. I hat die Form

I{z) = Z cib(x — x;).
i=1

Die géngigen Interpolationsansétze mit ihren Vor- und Nachteilen werden in Tabelle 2.1

aufgefithrt. In Abbildung 2.1 werden die zugehorigen Basis-Funktionen aufgefiihrt. Im

1 SAKEID SARERER ~+ Nearest—Neighbour
— SR A S R Linear
B 5 R — kubischer B-Spline
« 05

0

ABBILDUNG 2.1: Basisfunktionen der Spline-Interpolation vom Grad 0,1 und 3.
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Weiteren wird kubische B-Spline-Interpolation betrachtet, da wir verlangt haben, dass
Bilder stetig differenzierbar sein miissen. Diese Eigenschaft ist fiir das spéter verwendete

ableitungsbasierte Optimierungsverfahren nétig.

] Interpolante‘ Vorteile Nachteile

Nearest- — erfiillt Min/Max-Prinzip — nur stiickweise differenzierbar

Neighbour — einfach zu bestimmen — nur stiickweise stetig

Linear — erfiillt Min/Max-Prinzip — nur stiickweise differenzierbar
— einfach zu bestimmen
— stetig

kubische B- | — zweimal stetig differenzierbar | — erfiillt nicht Min/Max-Prinzip

Spline — es ex. schnelle Auswertung
— beschréankter Trager

Polynom — eindeutig bestimmt — Grad des Pol. = Anz. Datenpkt.—1
— stetig — erfiillt nicht Min/Max-Prinzip

— stark oszillierend

TABELLE 2.1: Géngige Interpolanten mit Vor- und Nachteilen.
Erkldrung: Min/Max-Prinzip bedeutet, dass die Interpolante durch das minima-
le/maximale p; nach unten/oben beschrinkt ist.

kubische B-Spline-Interpolation

Ein B-Spline I : R — R vom Grad n ist eine auf (0,m) (n — 1)mal stetig differenzierbare
Funktion. Fiir jedes Intervall (k, k+1) aus (0, m) ist sie gleich einem Polynom vom Grad
n. B-Spline-Interpolation mit n = 3 hat sich als ein Standard-Verfahren durchgesetzt.
Dabei ist ein kubischer B-Spline

%x?) , X € [071[
Ll — )+ b — 1P - He 1) Leeln2]
b (z) = < 2 (-2 +3(z—2)3 L€ [2,3]
§—3@=3)+5(@-3)7—§z-3)® w34
0 ;o ¢ [0,4]
stiickweise durch Polynome dritten Grades gegeben. Sei z; = zo+ (i —1)h, i =1,...,m

ein dquidistantes eindimensionales Gitter mit m Stiitzstellen und dazugehérigen p;. Da-

von ausgehend suchen wir nun eine Interpolante der Form
m
I(@) = ) exbi p(2),
k=1

mit sog. kardinalen B-Splines

—k+2).
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Mit Forderung (2.1) erhélt man m Gleichungen

pi :I(xl) = ECk:b%,h(‘ri) yi=1,...,m
k=1
_ Epw%%h“—k+m
k=1
m
= Y b’ i—k+1)
k=1

zur Bestimmung der Koeflizienten cy.

Dass heifit, die Koeffizienten ¢ = (c1, . .., ¢;n)T zu den gegeben Bildpunkten p = (p1,...,pm)%,

bestimmen sich durch
Be=p ,c,peR™,

B=- 1 - - ,BeR™™,

Die eindimensionale Interpolante liasst sich einfach durch sog. Tensor-Produkt-Bildung
auf beliebige Dimensionen verallgemeinern. Betrachten wir nun ein zweidimensionales
Gitter bestehend aus den Gitterpunkten (z;,y;) € R?, mit z; = 2o + hyi, y; = yo + hyJ
undi=1,...,M,j=1,...,N. Gesucht ist nun I(x,y), mit

N M
pig = I(zi,y;) = 22 Ao /\uhf%yj)

wobei der zweidimensionale kardinale B-Spline gegeben ist als

bi,u,h(‘r)y) = bi,hw (‘T)bi,hy (y)

Das heif3t, hoher dimensionale B-Spline-Basen sind das Produkt der eindimensionalen

Basisfunktionen. Damit folgt

N M
pij = I(zi, y;) Z Z ,,ub/\ ha (Ti) Zhy(yj)

als Forderung fiir die gesuchte Spline-Interpolante I(z,y). Aufgrund der Produktbildung
der eindimensionalen Splines lassen sich die Koeffizienten c) ,, effizient berechnen. Zur

Bestimmung der Koeffizienten c) ,, miissen nun zuerst M-viele N x N Gleichungssysteme
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und anschlieend N-viele M x M Gleichungssysteme gelost werden.

2.2 Gitter

Fiir den Discretize-then-Optimize-Ansatz wird das gegebene Bild an dquidistanten Stel-
len ausgewertet. Typischerweise an maximal so vielen Stellen, wie die Bildmodalitét
Bilddaten zur Verfiigung stellt. Die Menge dieser Punkte wird nun als Gitter bezeich-
net. Ausgehend vom Bildbereich Q@ = (wi,ws) X (w3,ws) und der Anzahl der Zellen

m = (my, mg) werden drei géngige Gittertypen vorgestellt.

Cell-centered Gitter Bei einem cell-centered Gitter liegen die Gitterpunkte jeweils zen-
triert in einer Zelle, d. h. das Gitter ist gegeben durch die Schrittweite h = (hq, hs),
mit hy = Wm;lwl,hg = “"‘m;;’S, sowie durch die Punkte x;; = (z;,y;) € R?, mit z; =

wi + (1 — %)hl,yj =ws+(j— %)hg und i = 1,...,my,j = 1,...,ma (siehe Abbildung
2.2, links).

Nodales Gitter Bei einem nodalen Gitter liegen die Gitterpunkte jeweils auf den Ecken
einer Zelle, d. h. das Gitter ist gegeben durch die Schrittweite h, wie beim cell-centered
Gitter, sowie durch die Punkte x;; = (z;,y;) € R?, mit x; = wy + (i — 1)hy,y; =
ws+ (j—Dhoundi=1,...,m; +1,7=1,...,my + 1 (siche Abbildung 2.2, Mitte).

Staggered Gitter Bei einem staggered Gitter liegen die Gitterpunkte bzgl. der einen
Achse cell-centered und bzgl. der anderen Achse nodal. Somit existieren zwei Moglichkei-
ten, dieses Gitter zu definieren. Hier folgt eine Variante. Sei h wie oben gegeben, dann
werden die Gitterpunkte (z;, ;)7 € R? mit z; = wy + (i — $)h1, yj = wy + (j — 1)ho und
i=1,...,my,j =1,...,mg + 1 konstruiert (siehe Abbildung 2.2, rechts).

Fiir das Folgende Optimierungsverfahren ist es notwendig, das gewéhlte Gitter als Vek-
tor aufzufassen. Hierzu werden die Gitterpunkte lexikographisch als Spaltenvektor an-

geordnet. Das heifit fiir ein cell-centered Gitter entsprechen die ersten mimeo Eintréige

° ° ° ° °
° ° ° ° °
° ° ° ® °
Q ¢ Gitterpunkte

ABBILDUNG 2.2: links: Cell-Centered Gitter, Mitte: Nodal Gitter, rechts: Zwei Staggered Gitter.
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1 4 7
o [ ] [ ]
Q
2 ° L ° ¢ ° e Gitterpunkte
3 6 9
[ ] [ ] [ ]

ABBILDUNG 2.3: Lexikographische Ordnung am Beispiel eines cell-Centered Gitters.

den z-Komponenten, zuerst nach Zeilen und anschlieBend nach Spalten sortiert (sie-
he Abbildung 2.3). Die restlichen mimo-Eintriige sind die entsprechend sortierten y-
Komponenten. Damit liegt das Gitter als Vektor

_ ( €my ®§}1 ) c RlemQ, (22)

72 ®emnm,

3]

) 22 = (y1,. .y Ymy) T und e, = (1,...,1)T € R™, vor.

mit ' = (z1,...,7m,

Der Wechsel von einem nodalen Gitter auf ein cell-centered Gitter lasst sich im Eindi-

mensionalen durch die Mittelwertbildung
G, =~ c R(m—l)xm
2

realisieren. Fiir den Fall d = 2 ergibt sich damit

1 R A
G = ( 0 (1) ) ® (Gmg-‘rl ®Gm1+1) ) Ge R2m1m2><2(m1+1)(m2+1)7

so dass der Gitterwechsel durch

FCC = Ginodal

gegeben ist. Analog sind durch

Gy = ém2+1 ® Em17 Gy € Rm1m2><m1(m2+1)’
Go = Bui®@Guu, GeeRmmmiim:

mit E,, € R™*™ ist die Einheitsmatrix, die Mittelungs-Operatoren gegeben, die einen

Gitterwechsel von staggered nach cell-centered realisieren.
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2.3 Distanzmal3

Die Diskretisierung des Distanzmafles basiert auf der Wahl eines cell-centered Gitters
und der Mittelpunktsregel. Sei & € R*™1™2 cell-centered auf Q = (wy,ws) x (w3, ws)

gegeben, mit Schrittweite h = (hy, hg). Dann gilt mit der Mittelpunktsregel

1
SSD(R.T) = [(Tay) = Ry dedy
Q
hihy & &
= 572 2, (T(@iyg) = Rlwi,y))* + OF +13).  (23)
i=1j=1
Aus (2.2) folgt, dass Z1,...,Tmym, alle x-Werte und Ty my+1; - - - s Tmyma+mim, alle y-

Werte des Gitters & sind. Sei

R := (R(jlv jm1m2+1)7 ce vR(fmlmz’ jm1m2+m1m2) )T e R
fir & fest gewéahlt. Analog definieren wir die Abbildung
T : R¥™m2 5 RM™2 g s T(E) := (T(Z1, Zmymgsl)s - - - ,T(i’mlmQ,isgmlmz))T. (2.4)

Mit diesen beiden Definitionen und durch vernachlissigen des Fehlerterms aus (2.3) ist

_ hihe
2

SSD" : R™™2 R, T > SSD"(T) : IT — R|?, (2.5)

eine diskrete Darstellung des SSD-Mafles, mit

SSD™(R,T) + O(h? + h3) = SSD(R,T).

2.4 Regularisierer

Fiir die Diskretisierung des diffusiven Regularisierers wird von einem nodalen Startgitter
ausgegangen. Das heiBt, & € R2™+D(m2+1) jst nodal auf Q = (wy,ws) x (ws,wy) mit
Schrittweite h = (h1, ha) gegeben. Weiter sei

D, = c R(m—l)xm
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die Matrix zur Approximation der ersten Ableitung fiir d = 1. Fiir den zweidimensionalen

Fall ergibt sich damit in z- bzw. y-Richtung

1 I c RM1(m +1)x{mi+1)(ma+
D$ = 7h1 (Em2+1 ®Dm1+1) R 1( 2 1) ( 1 1)( 2 1),
~
Dy h (Dm2+1 ®Em1+1) eR 2( 1 1)><( 1 1)( 2 1).

Analog zu (2.4) sei die Abbildung ¢@ : R2(mi+D(ma+1) _, R20m+1)(m2+1) it £+ @(Z)
die an & ausgewertete Deformation ¢ und @ : R2(mi+)(m2+1) _, R20mi+1)(ma+1) iy
Z — w(Z) := @(&) — & die Verriickung des Gitters. Mit @y, @y € ROM+Dm2+1) werden

die 2- bzw. y-Komponenten in & bezeichnet, so dass @ = (w1, u2)’.

Wir betrachten nun den diffusiven Regularisierer. Unter Verwendung der Mittelpunkts-

regel erhalten wir analog zum SSD-Maf}

S(u)

1
5 | 19ul3 -+ Vol dod,
Q

f (e + (2u)? dady + f (20)? + (2,0)? dady
Q Q
h]_h2 mi1+1mao+1

= Y (Geu(wiyy)? + (@yulai,y)? +

2 i=1 j=1

h]_hZ mi1+1mao+1
5 D1 D0 (@v(wiyy))? + (Byv(wi yy))? + OB + h3),  (2.6)

i=1 j=1

wobei die Ableitungen 0,u, 0yu, 0,v und dyv an den cell-centered Punkten benétigt wer-
den. Durch Anwendung der Operatoren D, D, werden die Ableitungen zunéchst auf
einem staggered Gitter gendhert (Abbildung 2.4 (links oben)). Danach werden sie qua-
driert (Abbildung 2.4 (rechts oben)) und mit den Operatoren G, Gy in die Zellmitte
gemittelt (Abbildung 2.4 (links unten)). Und durch Weglassen des Fehlerterms aus (2.6)

erhilt man nun

J (0pu)? + (6yu)2 dz dy
Q

1 1
hihsy <h26TGydiag(Dxﬁl)Dxﬁ1 + hzeTsziag(Dyﬁl)Dyﬁl)
1 2

%

1 1
= hihs (malTDf diag(G| e)D, 1 + ﬁa{pgdiag(ag e)Dyﬁ1>
1 2

1
h3

h

1
= hhyat (WDfdiag(Gge)DI + ngiag(Gfe)Dy) w
1

5 4

_7 ~h_
= hlhgu?A ui,
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Uj, 5 Ui, j+1
N Ozl L j
\ 4 A 4
afrsui+§,j+1 ~
Ui+1,5 Us+1,54+1
Ui, g Ui,j+1
2 2
(az z‘+%,j> +<azui+%,j+1>
2
\ 4 v A 4
Ui+1,5 Ui+1,5+1

Ui,j

2
G

A 4 A 4

2
(axuiJr%,jJrl) ~

Uz, j+1

Ui+1,5 Uj1,54+1

o Gitterpunkte
v Ableitungen
v Ableitung nach Mittelwertbildung

ABBILDUNG 2.4: Cell-centered Ableitung in z-Richtung. Ableitung in y-Richtung folgt analog.
links oben: Ableitungen auf staggered Gitter in z-Richtung durch Operator D.
rechts oben: Quadrieren der approximierten Ableitungen durch Operator diag(-).
links unten: Mittelwertbildung mit G.

mit e = (1,...

w1

, )T e R™™2 und Diagonalmatrix diag(w) = €

Wm

R™*™_ Der noch fehlende Term wird identisch diskretisiert. Damit folgt fiir die diskrete

Darstellung des diffusiven Regularisierers

S(u) ~ Sh(@) =

hiha
2

A
1 A
hihy-a” ( L

_ h_ _T 2h_
(u{ ay +ul A u2>

(2.7)

mit A" e R20m+1)(ma+1)x2(m1+1)(m2+1) g]g die diskrete Darstellung des diffusiven Regu-

larisierers. Man beachte, dass bei der gewahlten Diskretisierung aufgrund der Wahl eines

nodalen Gitters keine explizite Modellierung von Randbedingungen erforderlich ist.
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Mit (2.5) und (2.7) erhdlt man schlieBlich

J"@) = SSDMT(a)) + oS" ()
hiho | = = hih
= 5 IT@) - R +a==

die diskretisierte Zielfunktion fiir die Registrierung.

ul Alu
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3 Volumenbeschrankung

Mit dem Framework aus Kapitel 1 und 2 ist bei guter Wahl von « eine glatte Deforma-
tion gewdhrleistet. Jedoch ist eine glatte Deformation nicht zwangsléaufig auch plausibel.
Im schlimmsten Fall kénnen trotz ausreichender Glattung der Zielfunktion (1.7) starke
Stauchungen, Streckungen oder sogar Falten im Gitter entstehen (siehe Abbildung 3.1).
Dies liegt darin begriindet, dass der Regularisierer ein Energie-Term auf ganz €2 ist und
somit lokale Ausreifler im Gitter nicht verhindern kann. Insbesondere fiir Faltungen gibt
es im medizinischen Kontext keine plausible Begriindung. Im Rahmen dieser Arbeit wird

nun ein erweiterter Ansatz zur Vermeidung von Falten vorgestellt.

Durch den hier vorgestellten Ansatz wird die Forderung nach Faltenfreiheit direkt in das
Framework aus den vorherigen Kapiteln implementiert. Dies geschieht durch Hinzufiigen
von Nebenbedingungen an die Registrierung. Im Folgenden wird der Begriff Volumen als

Verallgemeinerung einer d-dimensionalen Fliche verwendet.

3.1 Kontinuierliche Formulierung

Eine Faltung im Gitter bedeutet iibertragen ins Kontinuierliche, dass ¢ keine bijektive
Abbildung mehr ist. Das heifit, um Faltenbildung zu vermeiden, muss eine Forderung
nach Bijektivitdt von ¢ eingebunden werden. Um dies zu modellieren, nutzen wir fol-

genden Satz:

ABBILDUNG 3.1: Ausschnitt eines Gitters mit Faltung.
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Satz (Umkehrabbildung, siehe [5]). Sei U,V < R? offen und ¢ : U — V mit ¢ €
CYU,V). SeiacU und b := p(a) € V. Wenn fiir die Funktional-Determinante gilt

det Vp(a) # 0,

dann gibt es eine offene Umgebung Ug € U von a und eine offene Umgebung Vi, € V
von b, so dass @ ' € C1(Vy,Uy) und o die Menge Ug bijektiv auf Vi, abbildet.

Basierend auf diesem Satz fordern wir nun
det V(x) #0, Vel

Aufgrund der Stetigkeit von ¢ muss die Funktionaldeterminante nun entweder iiberall

positiv oder iiberall negativ sein. Da fiir p(x) = x gilt det Voo = 1 > 0, fordern wir
0 <detVep(x) <o, VYxel), (3.1)

so dass ¢ bijektiv auf € ist.

Neben der Forderung nach Bijektivitidt der Deformation sind wir im Folgenden daran
interessiert die lokalen Anderung des Volumens, hervorgerufen durch die Deformation,
zu beschreiben. Das heift, fiir beliebige S < ) und gegebene Konstanten vy, Umax soll

gelten

< Umax < w) (32)

wobei
vol(e(S)) = f dy = Jdet Vedx ,VScQ
(S) S
aus dem Transformationssatz [2] folgt.

Es wird nun gezeigt, dass die Funktionaldeterminante der punktweisen Forderung aus
(3.2) entspricht.

Satz. Sei Q < R? offen und ¢ eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt

A\

L ——5— ~ Ymax 9 Qv
vol(S) v <w, VSc

genay dann, wenn

0 < Vmin < det Vp(x) < Uppax < 0, Ve Q.

Beweis. Zuerst die Riickrichtung: Falls 0 < vpin < det V() < vpax < 00, V@ € Q,
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dann gilt fiir S < Q

vol(¢(5))

vol(e(S)) = Jdet Vedx > UminJ dx = Vi vol(S) = vol(S) > Umin.
S

S

Der Beweis fiir die obere Schranke erfolgt analog.

Es folgt die Hinrichtung: Sei z¢ € Q beliebig, d. h. 359 > 0, so dass B:(x¢) := {z||x —

xoll2 < e} < Q, fiir alle e < g9. Wir zeigen nun

 vol(p(B. (0)))
e—0 VOI(BE(w()))

= det V(o).

Da fiir alle € der Quotient nach Voraussetzung beschrankt ist, gilt dies auch fiir den
Grenzwert. Mit f(x) := det Ve(x) und seinem ersten Taylorpolynom mit Lagrange-
Restglied folgt

f f(x)dzx
Be(x0)

vol(B(ag)) I ™)

J f(@o) + V1(2) (@ — mo) da

= | — f(x z:=z(x T
- vol(B. (o)) f(@o)| .z := 2(x) € Be(xo)

j f(@o) + VF(2)T (x — o) das — f(ao) vol (B (o))

Be (21:())

vol(Be (o))

f(o) vol(Be(x0)) + f V(=) (@ — zo) dax — f(a0) vol(Bx (o))

B:(x0)

vol(B:(xy))

J Vi) (x— ) dx
B (o)
vol(Be (o))
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IV f(2)T (@ — )| da
Be(zo)
h [vol(B. (o))
[V(2)"], I(@ — o), da

C.S. Ungl. Be ()
N [vol(B:(z0))]

Da ¢ nach Voraussetzung zweimal stetig differenzierbar ist, konnen wir HV f (z)TH2 durch

M := sup |V f(z)"|, abschitzen. Ebenfalls kénnen wir ||( — a)|l, < & abschiitzen.
ze)

Damit erhalten wir

vol(¢(B:(xp))) =0
— det <M .
vol(B.(zo)) et Vep(ao) e
[
Somit ist die Forderung
Umin < det V() < vmax  , VX € Q, (3.3)

mit 0 < Umin < Umax, aquivalent zu (3.2). Es stellt sich also heraus, dass die Forderungen
nach Bijektivitit und Volumenbeschriankung gemeinsam abgedeckt werden durch (3.3).
Damit lautet das Optimierungsproblem mit der Zielfunktion J aus (1.7) nun

min J (),
v

u. d. Nb.: Umin < det Veo(x) < vpax V& € Q.
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ABBILDUNG 3.2: links: Undeformierte Zelle
Mitte: Deformierte Zelle ohne Faltung
rechts: Deformierte Zelle mit Faltung

3.2 Diskretisierung

Im vorhergehenden Abschnitt wurde eine punktweise Forderung an die Deformation
hergeleitet, so dass Bijektivitdt und Volumenbeschriankung gewéhrleistet sind. Diese Ne-
benbedingung wird nun diskretisiert. Das heifit, die Einhaltung von (3.3) wird nun an
den als Kontrollpunkten gewéhlten Gitterpunkten gepriift. Wir wéhlen als Diskretisie-
rungsansatz ein nodales Startgitter und betrachten nun eine Zelle wie in Abbildung 3.2
(links). Es bezeichnen hier, typisch fiir geometrische Betrachtungen, Grofibuchstaben
die Gitterpunkte. Als Faltung einer Zelle wird hier der Fall bezeichnet, bei dem ein Eck-
punkt der Zelle eine der ihm gegeniiberliegenden Kanten iiberschreitet (vgl. Abbildung
3.2 (rechts)).

Um nun die Funktionaldeterminante C'(¢) := det Vg, am Gitterpunkt ¢(A) auszuwer-
ten, wird der Differenzialoperator V approximiert. Durch die dquidistante Konstruktion
des nodalen Gitters gilt B = A + hye; und C' = A + hyes und es folgt mit Vorwirts-

Differenzenquotienten

Ch(p(A)) = det v(B) —w(A)7 ¢(C)—¢(A)] ~ det Vep(A)

als Approximation an die Funktionaldeterminante. Es wird jetzt gezeigt, dass dieser
Diskretisierungsansatz auch eine Eigenschaft zum Messen von Volumen-Anderungen be-
sitzt. Seien Punkte A, B, C' wie oben gegeben. Dann ist der Fliacheninhalt des durch die

deformierten Punkte gegeben Dreiecks durch

vol(p(4, B, C)) := %|(QO:E(B)_(PI(A))(Qoy(c)_Soy(A))_((Px(C)_‘Pm(A))(Qay(B)_(Py(A))|7
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bestimmt. Und der Flacheninhalt des undeformierten Dreiecks bestimmt sich durch
1
vol(A, B,C) := §hmhy.

In Anlehnung an (3.2) aus der kontinuierlichen Formulierung wird auch hier der Quotient

dieser Volumina betrachtet. Es gilt,

vol(ep(A, B,C))

vol(4, B,C)
_ 3lea(B) = ,(A) (2, (C) — @, (4)) — (¢,(C) — . (A)) (i, (B) — ¢, (A))]
B Lhyhy,
_ 1(pa(B) = pa (M) (C) = ¢y (4)) = (02 (C) = pa(A)) (e (B) — ¢, (4))]
hahy

s hy
py(B)—p,(4) ¢, (C)—p,(A)

@ hy

det [ ]

= |CH ().

Somit messen wir mit dieser Diskretisierung die Volumen-Anderung des Dreiecks, welches
durch die Punkte ¢(A), ¢(B), ¢(C) aufgespannt wird. Insbesondere folgt daraus auch,
dass fiir C(¢(A)) = 1 keine Volumeninderung durch ¢ in A stattgefunden hat. Fiir die
an O (p(A)) beteiligten Punkte lisst sich zeigen [T1], dass wenn

C(p(A)) > 0 = Orientierungserhaltung dieser Punkte.

Mit Orientierungserhaltung ist gemeint, dass man beim Durchlaufen der Punkte des
Dreiecks im Uhrzeigersinn, nach der Deformation durch ¢, die Punkte noch immer in
derselben Reihenfolge durchlauft. Dieses Dreieck ist somit faltenfrei. Jedoch stellt sich
schnell heraus, dass bei diesem Ansatz keine Faltenfreiheit des Gitters gegeben ist (vgl.
Abbildung 3.3 (rechts)). Dies motiviert dazu, auch die zu Abbildung 3.3 (links) kom-
plementéren Dreiecke in die Berechnung mit einfliefen zu lassen. Fiir die betrachtete
Beispielzelle, bedeutet dies mit Riickwérts-Differenzenquotienten

Cl(p(D)) := det [LP(C)};QO(D), <p(B)f:ygo(D)] ~ det V(D).

Zur Vermeidung von Vorzugsrichtungen betrachten wir die Funktionaldeterminante auch

an den Punkten B und C. Mit gemischten Differenzenquotienten ergibt sich

B
] ~ det Vo (B),

CMp(C)) = det [‘P(A) —¢(©) (D) _9”(0)] ~ det Vop(C).
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ABBILDUNG 3.3: links: Zelle mit dem von C'(¢(A)) beriicksichtigten Dreieck (griin)
rechts: Mogliche Faltung, trotz Orientierungserhaltung des griinen Dreiecks

Ein interessante Eigenschaft, die durch die Berechnung aller vier Determinanten zustande
kommt, ist die sichergestellte Konvexitit aller Zellen. Dies ergibt sich aus der Tatsache,
dass kein Punkt die ihm gegeniiberliegende Zell-Diagonale iiberschreiten darf. Im Fall
d = 3 gilt dies nicht mehr.

Wir iibertragen diese Forderungen an eine Zelle jetzt auf das gesamte Gitter. Da die
Anzahl der Zellen im Gitter mims betragt, erhalten wir 4mimo diskretisierte Nebenbe-

dingungen. Das heif3t, durch Einhaltung von

0 < Umin < CT(@(A;)) < Vmax < 0,
0 < Umin < Cg(cp(Di)) < Vmax < 00,
0 < Vmin < CH@(Bs)) < Vmax < 0,
0 < Umin < CP(@(C5)) < Vmax < 0,

mit ¢ = 1,...,myme, ist das Gitter faltenfrei und volumenbeschrinkt. Es ist hier al-
lerdings anzumerken, dass durch die Diskretisierung lediglich ,, Gutartigkeit* des Gitters
gewihrleistet wird. Eine Verletzung der Bijektivitdt von ¢ kann, abhéngig vom Interpo-

lationsmodell, nicht ausgeschlossen werden.

Zur Vereinfachung der Notation werden die Funktionaldeterminanten nun als eine Se-
quenz von ¢;, ¢ = 1,..., M, mit M := 4mqms, bezeichnet. Dabei sind die ersten mimo
vielen ¢;, die lexikographisch sortierten C’{’ und die néchsten mims vielen ¢;, die lexiko-

graphisch sortierten CS, usw.
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4 Optimierung

Zur Losung des bedingten Optimierungsproblems

min JM@) = SSD(T(w)) + aS"(w), (4.1)

u.d. Nb. 0<Vpin G S Upax <0, t=1,.... M

wird in diesem Kapitel ein Log-Barrier-Ansatz vorgestellt. Durch dieses Verfahren wer-
den die Nebenbedingungen zunéchst in die diskrete Zielfunktion eingebunden. Der dar-
aus resultierende Vorteil ist, dass Loser fiir unrestringierte Probleme verwendet werden

konnen.

4.1 Log-Barrier-Ansatz

Die Idee des hier verwendeten Log-Barrier-Ansatzes ist, dass man die punktweisen Ne-
benbedingungen in Form eines zusétzlichen Strafterms implementiert. Dazu benutzen
wir die Singularitdten speziell konstruierter Logarithmus-Funktionen aus, um die Ziel-
funktion immer im zuléssigen Bereich zu halten. Der zuléssige Bereich fiir die ¢; ist
durch

Fi={z e R*0 < vmin < (&) < Vax <0, i=1,...,M}

definiert. Die verwendeten Logarithmus-Funktionen nennt man auch Log-Barrier-Funk-
tionen und sie haben folgende Eigenschaften: Eine Barriere-Funktion b : R — Rt u
{00}, x — b(z), muss tiberall unendlich sein, aufler in ¢;(F\0F) := {ci(x)|x € F\0F},
mit dF ist Rand von F. Des Weiteren soll sie auf ¢;(F\0F) zweimal stetig differenzier-
bar sein. Das heifit, b(¢;) soll nach Konstruktion fiir ¢; — vmin bzw. ¢; = vmax gegen
unendlich gehen. Ein Verlassen des zuléssigen Bereichs wird mit einem Funktionswert

von oo bestraft.

Die Idee der Barriere-Funktion, die hier zum Einsatz kommt, basiert auf der Konstruk-
tion einer Logarithmus-Funktion mit zwei Singularitdten. Mit ihr sind vpin, Umax SOWie

das globale Minimum vg € (Umin, Umax) frei wéhlbar. Sie hat die Darstellung

o) —alog(x — Vmin) — Blog(vmax — ) — by, , wenn x € ¢;(F\OF),
x) =
0 , sonst
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ABBILDUNG 4.1: Barriere-Funktion mit Vorfaktor y und Parametern vmin = 2, Umax = 5 und vo = 3.

mit & = Vg — Umin, S = Umax — Vo und by = —alog(a) — Blog(5) (vgl. Abbildung 4.1).

Durch diese Konstruktion ergeben sich folgende Eigenschaften
o fiir & — vpyin, SOWie T — Upax, geht b(x) — oo
e das globale Minimum wvyq ist frei wihlbar, mit b(vg) = 0
e die Funktion ist streng konvex.

Mit Hilfe dieser Log-Barrier-Funktion erweitern wir die diskrete Zielfunkion aus (4.1)

um
M

V(@) =) b(cs)

i=1

und betrachten nun das unrestringierte Optimierungsproblem
min 7" (@) = min {SSDh(T(ﬁ)) +aSh(@) + Mvh(a)} , (4.2)

mit g > 0. Die Singularititen von b(x) bleiben unbeeinflusst von der konkreten Wahl von
i, jedoch lisst sich das Verhalten der Funktion im offenen Intervall (vmin, Umax) kontrol-
lieren. Das heifit, fiir ein kleines p ist der Strafterm in der Ndhe von vmin, Umax niedriger
als fiir ein grofles p (vgl. Abbildung 4.1). Ein Minimierer u(u) dieser Zielfunktion ist
allerdings nur eine Néherung an die Losung von (4.1). Es lésst sich jedoch zeigen, dass

u(p) fir p — 0 gegen eine Losung des bedingten Problems (4.1) konvergiert [6].

Modell-Algorithmus

Die algorithmische Umsetzung der Forderung nach g — 0 wurde folgendermaflen reali-

siert:

Wihle Startparameter «, o, fimin, 7 € (0, 1), wg, k =0
while pg = pimin do
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Bestimme @y 41 € arg min {SSD"(T(u)) + aS"(w) + pV"(u)} ausgehend von Start-
wert ug b

HE+1 < THE
end while

Fiir das unbeschréinkte Optimierungsproblem
. hy—
min N (u)

aus (4.2) wird im folgenden Abschnitt ein ableitungsbasiertes Optimierungsverfahren

vorgestellt.

4.2 Gauss-Newton-Verfahren

Newton-Verfahren

Zunichst wird der Ansatz des klassischen Newton-Verfahrens betrachtet, da dieses die
Grundlage fiir das im Folgenden verwendete Gauss-Newton-Verfahren bildet. Ausgehend
von einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion f und ihrer quadratischen Taylor-

Approximation
flax +pp) ~ fla) + V(@) P+ pp V2 (@0)pr
erhilt man, durch Ableiten und Nullsetzen, die Newtongleichung
V2 f(zr)p, = —V f (). (4.3)
Dabei ist p,, eine sog. Abstiegsrichtung von f im Punkt x, fiir die gilt
3t > 0, so dass f(xx + apy) < f(xr) ,Va e (0,t).
Mit Hilfe einer Taylorentwicklung kann man zeigen [0], dass dies dquivalent ist zu
V f (@) py < 0.
Durch Losen des linearen Gleichungssystems (4.3) erhélt man py,, so dass sich @41 durch
Tpy1 = Tp + apy,
mit geeigneter Schrittweite o > 0 bestimmt.

Fiir die Losung des diskreten Optimierungsproblem aus dem vorhergehenden Abschnitt

wird nun das Gauss-Newton-Verfahren vorgestellt.
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Das Gauss-Newton-Verfahren verwendet das oben vorgestellte Schema. Jedoch wird statt
der Hesse-Matrix eine approximierte zweite Ableitung verwendet. Der genaue Aufbau

der Ableitungen wird in Abschnitt 4.3 besprochen.

Bestimmung der Abstiegsrichtung

Durch Losen des Gleichungssystems

Hkpk = — 9k (44)

mit Hy =~ VQJLL('E;C) und g;, = leil('&k), erhélt man p;, als Gauss-Newton-Abstiegs-
richtung. Die Matrix H wird im Folgenden so konstruiert, dass sie symmetrisch-positiv-
definit ist, so dass sichergestellt ist, dass p; eine Abstiegsrichtung ist [6]. Damit ldsst

sich die néchste Iterierte @1 durch
Up11 = Uk + APy, (4.5)

mit geeigneter Schrittweite «, bestimmen.

Bestimmung der Schrittweite

Zur Bestimmung der Schrittweite o wird hier die Armijo-Bedingung
j,?(ﬁk +apy) < jj(ﬂk) + canj(ﬁk)Tpk,

mit Konstantem ¢ = 10™% verwendet. Ausgehend von o = 1 wird gepriift, ob die Armijo-
Bedingung erfiillt ist. Falls nicht, wird a so lange halbiert, bis die Bedingung erfiillt ist.
Weitere Details finden sich in [6].

Abbruchkriterien
Die oben angegebene Iteration wird so lange durchgefiihrt, bis man hinreichend genau
am Minimum angelangt ist. Zur klaren Eingrenzung dieser schwammigen Formulierung

werden hier die Kriterien nach Gill, Murray und Wright verwendet. Sie lauten

(K [ (@) = T @) |, <7 (1+ |70 @),

(Funktionswerte diirfen sich kaum noch &ndern)

(K2) [ag+1 —arly < v7 (1 + [ak],)
(Schrittweite muss klein genug sein)
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(K3) [V, < o7 (1+ |70 @),

(Norm des Gradienten muss klein sein)

(K4 |97 @), <

(Norm des Gradienten darf nicht unterhalb der Maschinengenauigkeit liegen)

(K5) k > kmax

(Maximale Iterationszahl darf nicht iiberschritten werden)

mit 7 = 107° und der Maschinengenauigkeit €. Die Iteration wird abgebrochen, sobald
(K1) A(K2) A (K3) erfiillt sind bzw. wenn (K4)v (K5) erfiillt sind.

4.3 Ableitungen der Zielfunktion

Es wird nun eine Zielfunktion f : R” — R mit f(x) := %Hr(a:)H2 und Residuum 7 :
R™ — R™ betrachtet. Das Gauss-Newton-Verfahren verwendet dessen spezielle Struktur

zur Approximation der zweiten Ableitung von f. Die erste Ableitung ist durch

Vi) =g=Vrz)lr(), (4.6)

mit Vr(x) ist Jacobi-Matrix von r(x) gegeben. Fiir die zweite Ableitung von f gilt
V2f(x) = (w VIV (z) + Z \Y% rm> ,

mit der i-ten Komponente r; von r und zugehoriger Hesse-Matrix V27;. Es ldsst sich
nun zeigen, dass nahe des Minimums von f der zweite Summand vernachléssigt werden

kann [6]. Als Approximation an die Hesse-Matrix betrachten wir nun
Vif(x) ~ H = Vr(z)Vr(zx). (4.7)
Durch Einsetzen dieser Approximation in (4.3) erhélt man
(VT(in)TVT(:Ek)) p = —Vr(z) r(x),
als Gleichungssystem zur Bestimmung der Gauss-Newton-Abstiegsrichtung p,.

Erste Ableitung

Nun werden die ersten Ableitungen der in (4.2) verwendeten Terme bestimmt. Fiir das

SSD-Maf}
hl ha

SSDM(T(w)) = |T(w) - R|%,
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ABBILDUNG 4.2: Struktur der Jacobi-Matrix VT (@).

gilt mit (4.6)

VSSD"(T(w)) = hihe VI'(w)" [T(u) — R].
Dabei hat VT'(u) eine Struktur wie in Abbildung 4.2.

Die linke Diagonale entspricht dabei den Ableitungen nach x und die rechte Diagonale

den Ableitungen nach y. Fiir den diffusiven Regularisierer

Sh(w) = —h12h2 al A,

folgt fiir die erste Ableitung
VS (@) = hihy AMu.

Ausgehend vom Volumen-Strafterm

mit b(c) € RM ist Vektor der b(c;)’sund e := (1,...,1)T € RM gilt fiir die erste Ableitung
VW (@) = Vel ' Vb(c)e.

Dabei ist Ve die Jacobi-Matrix der am Gitter ausgewerteten Naherungen an die Funktio-
naldeterminanten und hat die Struktur wie in Abbildung 4.3. Man sieht in ihr, dass pro
Zeile jeweils sechs Nicht-Null-Eintrége vorhanden sind aufgrund der jeweils drei beteilig-
ten Gitterpunkte pro Nebenbedingung. Weiter sind in ihr vier Blocke zu erkennen (von
oben nach unten), die aus den vier betrachteten Dreieckstypen resultieren. Die Matrix

Vb(c) hat Diagonalgestalt mit den differenzierten b(c;)’s als Eintragen. Daraus folgt
VWhia) = Vel'v'(e)

mit b'(c) = (V' (c1),..., 0 ()"
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ABBILDUNG 4.3: Struktur der Jacobi-Matrix von c.

Fiir die hier verwendete Barriere-Funktion

—OélOg(CL‘ - Umin) - ﬂlog(vmax - l') - bO fir z € (Umina vmax)7

b(z) =
o0 sonst

ist die erste Ableitung durch

1 1 .
—0ammy ﬁ(vmax—m) fiir x € (Vmin, Vmax),

v (z) =
0 sonst

gegeben.
Damit erhalten wir den Gradienten

VI (w) VSSDM(T(w)) + aVS"(

= mhyVT(@)" [T(w) — R

) + uVV" (@)
+ ahihy Aha + pVel'v (c),

i

—_

der diskreten Zielfunktion.

Zweite Ableitung

Zur Bestimmung der Gauss-Newton-Abstiegsrichtung werden im Folgenden die Gauss-
Newton-Approximierten zweiten Ableitungen hergeleitet. Ausgehend vom Gradienten
VSSD"(T(@)) und der Approximation aus (4.7) ergibt sich

V2SSDM(T(@)) ~ hihy VT (@) VT (),
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als Niherung an die Hesse-Matrix fiir das Distanzmaf. Fiir den Glittungsterm S”(w)
folgt
VQSh(’l_l,) = hihy Al

Analog zu (4.7) verwenden wir folgende Niherung fiir die Hesse-Matrix V2V" von V!
VIV @) = V[Vve'v(c)]

M
Z b/(Ci)VCi]
i=1

M M
= Z Vel v (¢;) Ve + Z V(c) Ve

i=1 i=1

- Vv

M
= Vel'd"(e)Ve + Z V(e)) Vi

i=1
~ Vc'v'(e)Ve.
bl/(cl)
Dabet ist b"(c) := eine Diagonalmatrix mit den zweiten Ab-
b”(CM)
leitungen
b”($) = a(vatnin)Q + ﬂ(vmajfﬂf)z , Wenn I € (/Uming Umax)7
o0 , sonst

von b.

Damit erhalten wir die folgende Approximation
V2T (@) ~ hihy VI (u)' VT (0) + ahihy A" + Ve b (e)Ve

an die Hesse-Matrix der diskreten Zielfunktion.
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5 Numerische Experimente

Wir betrachten in diesem Abschnitt numerische Experimente, welche die Auswirkun-
gen der Volumenbeschrinkung verdeutlichen. Es wurde fiir alle Tests das SSD-Maf
mit diffusivem Regularisierer verwendet. Im Folgenden werden die gestatteten Volu-
mendnderungen Umin, Umax durch den Ausdehnungsfaktor s > 1 angegeben. Es gilt

Umin = VoS~ + und vmax = UoS, wobei vg das Volumen eines undeformierten Pixels ist.

5.1 Synthetische Daten

Zunéchst betrachten wir Beispiele auf synthetischen Daten. Dabei wurden Template und
Referenz-Bild so gewéhlt, dass mit kleinem Regularisierungsparameter o und ohne Vo-
lumenbeschréinkung Faltungen im deformierten Gitter auftreten. Fiir das Referenz-Bild
wurde ein ausgefiillter Kreis in der Bildmitte gewahlt. Und fiir das Template-Bild ein
kleinerer, komplett innenliegender Ring (vgl. Abbildung 5.1). Zur besseren Prisentation
der Ergebnisse haben beide lediglich eine Auflésung von 32 x 32 Pixeln. Fiir alle Berech-

nungen auf den synthetischen Daten wurde o = 1E — 03 gewahlt.

Registrierung ohne Volumenbeschrankung

Die Registrierung ohne Nebenbedingungen liefert ein nahezu perfektes Ergebnis. Es wur-
de eine sehr hohe SSD-Reduktion von 99.98 % erzielt. Auch durch eine Evaluation mit

ABBILDUNG 5.1: links: Referenz-Bild, rechts: Template-Bild
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ABBILDUNG 5.2: Keine Volumenbeschrénkung,.
links: deformiertes Template, Mitte: Differenz-Bild, rechts: deformiertes Gitter.

dem bloflen Auge lassen sich nur sehr kleine Unterschiede ausmachen (vgl. Abbildung
5.1 links und 5.2 links). Bei genauerer Inspektion sind jedoch Falten im Gitter zu er-
kennen sowie eine extreme Expansion in der Mitte des Bildes (Abbildung 5.2 rechts).
Bei gegebenem vy = 9.7656 F — 04 wurden vy, = —1.3124F — 06 und vy = 0.1166

gemessen.

Registrierung mit Volumenbeschrankung

Fiir den volumenbeschrankten Ansatz wurden die Parameter pug = 1072, Mmin = 10*4, T =
1072 und s = 2,5, 10 gewiihlt. In Tabelle 5.1 sind die erzielten SSD-Reduktionen abhingig
vom Ausdehnungsfaktor aufgefiihrt. Eine direkte Betrachtung des deformierten Bildes
(Abbildung 5.3 linke Spalte) und des Differenzbildes (Abbildung 5.3 mittlere Spalte)
zeigt, dass fiir groflere s eine gute Naherung an das Referenz-Bild erreicht wurde. Insbe-
sondere sind die Gitter faltenfrei und glatt (vgl. Abbildung 5.3 rechte Spalte). Tabelle
5.2 zeigt die gestatteten und tatsichlich gemessenen Volumina in Abhéngigkeit von s an.
In Abbildung 5.4 sind die Volumina des Gitters farbig dargestellt. Eine Uberschreitung

der vorgegeben Grenzen Vi, Umax wurde vermieden.

’ ‘ s=2 ‘ s=5 ‘ s =10 ‘ ohne Volumenbeschr. ‘
| SSD-Reduktion | 68.84% | 87.82% [ 93.99% | 99.98% |

TABELLE 5.1: Synthetische-Daten. SSD-Reduktionen abhéngig vom gewéhlten s.
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ABBILDUNG 5.3: Erste Zeile: Reg. mit s = 2, zweite Zeile: Reg. mit s = 5, dritte Zeile: Reg. mit s = 10
links: deformiertes Template, Mitte: Differenz-Bild |T o ¢ — R|, rechts: deformiertes
Gitter.

45



N W OO N 00 ©

-

—_

ABBILDUNG 5.4: Plot der Volumina im Gitter. Normiert auf das jeweilige ¥min, Umax-
oben: s = 2, Mitte: s = 5, unten: s = 10.
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S Vmin Umax

original ‘ gemessen original ‘ gemessen
2 | 4.8828F — 04 | 4.9498F — 04 0.002 1.998F — 03
5 | 1.9531F — 04 | 1.9533F — 04 0.0049 0.0048
10 | 9.7656F — 05 | 9.7665F — 05 | 9.7656 F — 3 | 9.7650F — 3

TABELLE 5.2: Synthetische Daten. Maximale/Minimale Zell-Volumina mit vg = 9.7656 E — 04.

ABBILDUNG 5.5: links: Template-Bild T, rechts: Referenz-Bild R.

5.2 Lungenbilder

Es werden nun zwei Schichten aus CT-Bildern des Thorax (vgl. Abbildung 5.5) zur Eva-
luation der volumenbeschrénkten Registrierung betrachtet. Diese zeigen die Lunge im
Zustand maximaler Einatmung und maximaler Ausatmung. Wie auch auf den syntheti-

schen Daten wurde o mit o = 102 fest gewiihlt. Beide Bilder haben eine Auflésung von
128 x 128 Pixeln.

Registrierung ohne Volumenbeschrankung

Ohne Volumenbeschrinkung wurde wieder eine sehr gute SSD-Reduktion von 97.89 %
erreicht. Wie auch auf den synthetischen Daten ist das Gitter allerdings stark unregulér
und weist Falten auf. Insbesondere fillt bei einer direkten Betrachtung der linken unteren
Ecke des deformierten Templates auf, dass ein ,Bogen“ entstanden ist. Dieser ist das
Ergebnis einer besonders starken Faltung des Gitters in dem Bereich (vgl. Abbildung
5.6). Bei gegebenem vy = 9.7656F — 04 wurden vpi, = —0.0011 und vpax = 0.0019

gemessen.
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ABBILDUNG 5.6: links: deformiertes Template 7" o ¢, rechts: deformiertes Gitter.

Registrierung mit Volumenbeschrinkung

103, pimin = 1073, und 7 = 1073
gewdhlt. In Tabelle 5.3 sind die erzielten SSD-Reduktionen gegen den verwendeten Stre-
ckungsfaktor s aufgefithrt. Fiir die drei betrachteten s ist das deformierte Gitter (Abbil-

Fiir den volumenbeschrinkten Ansatz wurden py =

dung 5.7 (rechts)) jeweils glatt und faltenfrei. Und auch an den deformierten Templates
lassen sich keine unplausiblen Deformationen feststellen. Tabelle 5.4 zeigt die gestatteten
und tatsichlich gemessenen Volumina in Abhiingigkeit von s an. Eine Uberschreitung
der vorgegeben Grenzen vmin, Umax wurde auch hier vermieden. In Abbildung 5.8 sind

die Volumina der deformierten Gitter zu sehen.

‘ ‘ s=1.1 ‘ §=2 ‘ s =10 ‘ ohne Volumenbeschr. ‘
| SSD-Reduktion | 36.78 % | 81.35% | 92.63% | 97.89 % |

TABELLE 5.3: Lungenbilder. SSD-Reduktionen abhéngig vom gewéhlten s.

S Umin Umax

original ‘ gemessen original ‘ gemessen
1.1 | 5.5486F — 05 | 5.5487F — 05 | 6.7139FE — 05 | 6.7138F — 05
2 | 3.0518F — 05 | 3.1594F — 05 | 1.2207FE — 04 | 1.1931E — 04
10 | 6.1035E — 06 | 6.2137E — 06 | 6.1035F — 04 | 3.3580F — 04

TABELLE 5.4: Lungen-Daten. Maximale/Minimale Zell-Volumina mit vo = 9.7656 F — 04.
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x 107

ABBILDUNG 5.8: Plot der Volumina im Gitter. Normiert auf das jeweilige ¥min, Umax-
oben: s = 1.1, Mitte: s = 2, unten: s = 10.
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5.3 Fazit

Es wurde gezeigt, dass durch Einsatz von Volumenbeschriankung mit der Log-Barrier-
Methode glatte und faltenfreie Deformationen realisierbar sind. Diese beiden Eigenschaf-
ten sind fiir eine sinnvolle Registrierung unabléssig. Dabei garantiert der Log-Barrier-
Ansatz, dass die Deformation volumenbeschriankt und insbesondere injektiv (faltenfrei)

ist fiir eine beliebige Wahl des Regularisierungs-Parameters .
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