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Kurzfassung

Tiefe residuale neuronale Netzwerke haben sich als effektives Werkzeug unter anderem
in der Bildverarbeitung und zum Lésen von Klassifizierungsproblemen etabliert. Durch
eine hohe Anzahl an Schichten des Netzwerkes steigt die Anzahl der zu lernenden Pa-
rameter sowie der Rechenoperationen und somit die Komplexitiat, was in einem ab-
nehmenden theoretischen Verstdndnis des Lernprozesses und einer Einschrankung der
Interpretierbarkeit der gelernten Parameter resultiert. Dafiir legen wir in Kapitel [1] und
] die mathematischen Grundlagen, um das Lernproblem eines n-schichtigen residualen
neuronalen Netzwerkes fiir allgemeine Trainingsdaten als Minimierungsproblem iiber
diskreten Funktionenrdumen zu formalisieren. Weiterhin zeigen wir fiir n — oo die I'-
Konvergenz des im Lernprozess zu minimierenden Zielfunktionals gegen ein von uns de-
finiertes Grenzfunktional, welches iiber kontinuierlichen Funktionenrdumen definiert ist.
Mithilfe der I'-Konvergenz kénnen wir dann die Konvergenz der Minimierer des Zielfunk-
tionals gegen die Minimierer des Grenzfunktionals zeigen. Zum Abschluss beschreiben
wir unseren gescheiterten Versuch, die theoretischen Erkenntnisse in der Praxis zu be-
obachten und diskutieren mogliche Hindernisse bei der Untersuchung der I'-Konvergenz
in der Praxis.

Abstract

Deep residual networks have proven very effective in fields such as computer vision and
classification problems. Due to a higher number of network layers, the amount of lear-
nable parameters and arithmetic operations rises. This causes a decline in theoretical
understanding of how the networks learn and limits the interpretability of the learned
parameters. Therefore, in chapter [1| and [2] we lay the mathematical foundations to for-
malize the learning process of an n-layered residual neural network, for general training
data, as a minimization problem of an objective functional over discrete LP-spaces in
chapter [3] Furthermore, we show that the deep layer limit, e.g. the limit as n — oo, of
the objective functional coincides with a previously defined limiting objective functio-
nal. Using the properties of I'-convergence, we show that the discrete minimizers of the
n-layered objective functional converge to the continuous minimizers of the limiting ob-
jective functional, as n — oo. Finally we briefly conclude a failed experiment in chapter
[, which should have backed up the theory from chapter [3| and discuss possible reasons
of failure.
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Kapitel 1: ['-Konvergenz

1.1 Motivation

In diesem Kapitel wird die I'-Konvergenz behandelt. Die I'-Konvergenz beschreibt eine
Konvergenz von Funktionalen, die unter anderem zur Folge hat, dass die Minima bezie-
hungsweise Minimierer der Funktionale konvergieren. Im Folgenden bezeichne X einen
metrischen Raum mit Metrik d. Oftmals wird eine Losung fiir das Problem

min f(z) (1)

zeX

gesucht, wobei f ein Funktional auf X ist. Durch eine mogliche hohe Komplexitit von
f konnen Probleme wie im Allgemeinen jedoch sehr schwierig zu losen sein. Daher
kann es sich anbieten, das Funktional f durch einfachere Funktionale f, : X + R, n € N
zu approximieren und das Verhalten von Minimierern dieser, sofern sie denn existieren,
zu untersuchen. Sei dafiir x,, die Lésung von

min f,(x). (2)

zeX

Jetzt stellt sich die Frage, ob und wogegen die Folge der x,, konvergiert.
Die I'-Konvergenz ist ein sehr niitzliches Werkzeug zur Beantwortung dieser Fragestel-
lung.

1.2 I'-Konvergenz

Definition 1.1 (I'-Konvergenz)

Eine Folge f, : X + R I'-konvergiert in X gegen eine Grenzfunktion f., : X — R,
wenn fir alle x € X die folgenden zwei Bedingungen erfiillt sind:

o fiir alle Folgen x,, — x gilt:

foo(z) <lim L%f fn(zy), (3)

n—
 es existiert eine Folge x,, — x, fir die gilt:

foo(x) > lim sup fn(xn> (4)

n—oo

Wobei (3)) in der Literatur oft als Liminf-Ungleichung und (4] als Limsup-Ungleichung
bezeichnet wird. In Kurzschreibweise: foo, = I'-lim f;,.

Fiir eine Folge (fy,), von I'-konvergenten Funktionalen mit Grenzwert fo, lasst sich unter
passenden Voraussetzungen zeigen, dass die Minimierer der f,, bis auf Auswahl einer
Teilfolge, gegen einen Minimierer von f, konvergieren. Um dieses Resultat angeben zu
kénnen, werden einige technische Hilfsmittel bendtigt. Wir charakterisieren zunéchst die
Kompaktheit von Mengen in metrischen Raumen.




I'-KONVERGENZ

Definition 1.2 (Kompaktheit)
Sei K C X. Dann heifit K

« kompakt in X, wenn jede Folge (z,)nen € KV eine konvergente Teilfolge T,
besitzt, die gegen einen Punkt aus K konvergiert,

« relativ kompakt in X, wenn jede Folge (z,,)neny € K eine konvergente Teilfolge
Tp; besitzt, die gegen einen Punkt aus X konvergiert.

Um die Frage zu untersuchen, wann ein Funktional f : X +— R {iberhaupt einen Mini-
mierer besitzt, kann man sich der direkten Methode der Variationsrechnung bedienen.
Dazu kldren wir zunéchst, wie der Limes inferior fiir Funktionale auf metrischen Rdumen
definiert ist. Anschlieflend fithren wir den Begriff der Unterhalbstetigkeit ein.
Definition 1.3 (Limes inferior)

Sei f: X — R. Dann wird durch

lim inf f(y) := inf {liminf f(zp)[2n € X, 20 — 3 (5)

Yy—x

der Limes inferior von f in = definiert.

Mithilfe des Limes inferior lasst sich die Unterhalbstetigkeit definieren.
Definition 1.4 (Unterhalbstetigkeit)

Sei f: X + R. Dann heifit f unterhalbstetig auf X, wenn fiir alle z € X gilt, dass

f(z) < liminf f(y). (6)

Yy—x

Um einen Minimierer eines beliebigen Funktionals zu konstruieren, ist es vonnéten fiir
eine gegebene Minimalfolge des Funktionals eine konvergente Teilfolge zu finden. Ein
Kriterium, welches man fiir diesen Zweck an das Funktional stellen kann, wird durch die
Koerzivitat beschrieben.

Definition 1.5 (Koerzivitdt)

Eine Funktion f : X — R heiit koerziv, falls fiir alle t € R die Menge

(f<ty={reX: fl)<t) (7)

relativ kompakt in X ist.
Eine Funktion f : X — R heif3t leicht koerziv, falls eine nichtleere kompakte Menge
K C X existiert, fir die gilt:

inf f(x) = inf f(z). (8)

zeX TeK

Damit lasst sich nun ein Kriterium fiir die Existenz eines Minimierers charakterisieren.




1.2 I'-Konvergenz

Satz 1.6

Wenn f : X — R unterhalbstetig und leicht koerziv ist, dann existiert ein z* € X
mit f(z*) = mi)r(l f(x).
BAS

Beweis: Sei f : X — R eine Funktion mit genannten Eigenschaften. Dann lisst sich durch
die Koerzivitat von f und die Definition des Infimums eine relativ kompakte Menge K und
eine Folge (7, )nen € K finden, fiir die gilt:

lim f(zn)= inf f(z). (9)

n—oo

Da K relativ kompakt ist, hat () also eine konvergente Teilfolge z,;, — * € X.
Durch die Eigenschaften konvergenter Folgen gilt zusétzlich, dass:

Jj—o0
Da f unterhalbstetig ist, ldsst sich folgern, dass:

f(a®) <liminf f(y) < lim f(2,,;) = inf f(z). (11)
y—z reX

j—o0

Also ist z* ein Minimierer von f.

Um nun fiir eine I'-konvergente Folge eine Aussage tiber den Minimierer des I'-Grenzwertes

zu treffen, bietet es sich an die Koerzivitit auf Folgen von Funktionen zu verallgemeinern.

Definition 1.7 (gleichgradige leichte Koerzivitit)

Eine Folge von Funktionen f, : X — R heifit gleichgradig leicht koerziv, wenn eine
nichtleere kompakte Menge K C X existiert, fiir die gilt:

Damit lésst sich der folgende Satz beschreiben.
Satz 1.8 ((DM12, Cor. 7.20))

Sei (fn)nen eine gleichgradig leicht koerzive Folge von Funktionalen auf X,
fiir die gilt: I'-lim f,, = foo-
Dann nimmt f., ein Minimum auf X an und es gilt:

min foo(z) = lim inf f,(x). (13)

zeX n—oo geX

Weiterhin gilt, dass wenn fiir alle n € N ein Minimierer von f, existiert, dann ist
jeder Haufungswert der Folge der Minimierer auch ein Minimierer von f.

Beweis : Der Beweis orientiert sich stark an (BT02)[Thm. 1.21].
Da f gleichgradig leicht koerziv ist, existiert eine relativ kompakte Menge K C X mit

3
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Daraus folgt, dass eine Folge (2, )nen € KV existiert, fiir die gilt

liminf f,,(z,) = liminf inf f,(x) = liminf inf f,(z). (15)

n—oo n—oo €K n—oo X

Da K relativ kompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge z,, — x* € X, fiir die gilt

hm fr (Tn,) =liminf inf f,(x) =liminf inf f,(x). (16)

k— n—oo xeK n—oo reX

Wenn wir die Folge Z,, definieren durch

Zr n=mn
Fn=4 M w (17)
at,  nFng,

dann gilt Z,, — z* und somit folgt mit der Liminf-Ungleichung , dass:
foola™) <liminf f,(Z,) < lminf f,, (Z,,) = Um f,, (€n,)- (18)
k—o0 k—o0 k—o0
Gleichung und kombiniert ergibt

foola®) < limsup inf. fo (). (19)

n—oo TE

Mit (BT02, Prop 1.18(ii)) folgt schlussendlich

o _
limsup inf f, () < inf o (@), (20)

n—oo TE

was zusammen mit die Behauptung impliziert. |

Wenn also beispielsweise die Minimiererfolge der f, existiert und relativ kompakt in
X ist, dann folgt daraus direkt, dass f, gleichgradig leicht koerziv ist, da bei Bildung
des Abschlusses der Minimiererfolge offensichtlich eine nichtleere, kompakte Menge
K C X entsteht, fiir die gilt:

;g’( fn(z) leglf( fo(z) VneN, (21)

Auflerdem gilt, dass durch die relative Kompaktheit mindestens ein Haufungswert der
Minimiererfolge existiert und damit nach Satz [I.§] eine Folge konstruiert werden kann,
die gegen den Minimierer von f, konvergiert.

Zwei weitere interessante Eigenschaften der I'-Konvergenz sind, dass I'-Grenzwerte,
sofern sie denn existieren, immer eindeutig und unterhalbstetig sind (BT02, Rem. 1.6,
Prop. 1.28). Daraus folgt beispielsweise, fiir konstante Folgen von Funktionalen f,, = f
gilt nur dann f = I'-lim f,,, wenn f unterhalbstetig ist. Andernfalls gilt I'-lim f,, = clf,
wobei clf =sup{g:g < f, ¢ unterhalbstetig} die unterhalbstetige Hiille von f ist.




Kapitel 2: Funktionenraume

In Kapitel 3 wird das Training eines neuronalen Netzes als Minimierungsproblem iiber
passenden Funktionenrdumen formuliert. Deshalb fithren wir zunéchst die relevanten
Funktionenrdume ein. Wir starten mit den LP? Rdumen beziiglich allgemeiner Mafle. An-
schlieflend erkléren wir den Begriff der schwachen Ableitung und stellen die sogenannten
Sobolev-Réume vor. Zum Abschluss dieses Kapitels nennen wir noch zwei Einbettungs-
sétze, die als technische Hilfsmittel in Beweisen aus dem dritten Kapitel genutzt werden.

2.1 LP-Raume

Versucht man die p-Norm von endlichdimensionalen Rdumen auf Funktionenrdume zu
erweitern, ergeben sich die LP-Rdume, welche wie folgt definiert sind.

Definition 2.1

Sei (X, A, p) ein MaBiraum, (Y, ] - ||) ein Banachraum und 1 < p < co. Dann ist
LP(X, A Y |- ) = {f X =Y ’ f ist messbar, / || flIPdp < oo} (22)
X

zusammen mit der Norm

(Il 1<p<o, 2
1710 = Y esssup [ £@)l, p = oo, (23)
xeX

ein Banachraum, wobei u-fast iiberall gleiche Funktionen miteinander identifiziert
werden.

Im Folgenden, insbesondere in Kapitel 3, wird Y = R" gewahlt, wobei k ein Platzhalter
fiir eine natiirliche Zahl oder ein 2-Tupel natiirlicher Zahlen ist, ausgestattet mit einer
geeigneten Norm. Daher schreiben wir abkiirzend LP(X, u) := LP(X, A, u;R%, || - ||), be-
ziehungsweise LP(U) := LP(U, \") fiir Teilmengen U C R™, wobei A" das n-dimensionale
Lebesgue-Maf3 beschreibt. Aufgrund der Tatsache, dass alle Normen auf endlich dimen-
sionalen Rdumen, wie zum Beispiel dem R”, dquivalent sind, wird nicht genau spezifiziert
welche Norm betrachtet wird, da der tatsdchliche Wert der Norm nicht von Interesse ist,
sondern nur die durch die Norm induzierte Topologie. Einen besonderen Stellenwert
nimmt der Raum L?(X, i) ein, da dieser sich als einziger mit einem Skalarprodukt ver-
sehen lisst und damit zu einem Hilbertraum wird. Seien dafiir f,g € L?(X, ). Dann
wird durch

(.92 = [ (F(@).9(a))eduz) (24)

ein Skalarprodukt auf L?(X, u) definiert, wobei (-,-)rs das Standardskalarprodukt auf
R" beschreibt.
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Definition 2.2 (Faltung )
Seien f: R" — R, g : R™ — R*. Dann wird durch

(Fr)t) = [ F)glt=s)ds (2)

R"

das Faltungsprodukt von f und g definiert, wobei die Integration der vektor- oder
matrixwertigen Funktion f(-)g(t — -) komponentenweise zu verstehen ist.

Durch die Faltung mit einem geeigneten Glattungskern kann man LP-Funktionen durch
C*°-Funktionen approximieren. Dafiir sei 11 : R" — R definiert durch

1
aexp(—1—me)s  lzll <1,
0, sonst.

Der Parameter o > 0 sei dabei so gewéhlt, dass

/n m(zx)de =1 (27)

gilt. Damit ldsst sich der Standardglattungskern fiir jedes € > 0 definieren durch
RS R ne) = oo (). 28)
Dann gilt, dass (Eva98, Appendix C.4)
ne € C(R™), spt(ne) € B(0,¢) und - Ne(x)dz = 1. (29)

Fiir eine gegebene integrierbare Funktion f : R™ +— R" sei die Glattung von f definiert
durch

fo=mex f. (30)
Zwei wichtige Eigenschaften von geglitteten LP-Funktionen werden in dem folgenden
Satz charakterisiert.
Satz 2.3

Sei 1 <p<oo,UCR"und f € LP(U). Dann gilt

« ffeC>(),

« f¢— fin LP(U) fiir € — 0.

Beweis: In (Eva98, Appendix C.4) wird der Beweis fir Funktionen f : R™ — R gefiihrt.
Durch eine komponentenweise Betrachtung der gegliatteten Funktionen lassen sich die Ei-
genschaften aus dem Satz jedoch auch problemlos auf Funktionen f : R” +— R" verallgemei-
nern. |




2.2 Sobolev-Raume

2.2 Sobolev-Raume

Versucht man nun vollstdndige Funktionenrdume mit LP-Normen zu finden, die sich nicht
nur auf die Funktionen selber, sondern auch auf ihre Ableitungen beziehen, ergeben sich
die Sobolev-Réume. Dafiir definieren wir zuerst ein Konzept der Ableitung fiir nicht
klassisch differenzierbare Funktionen.

Definition 2.4 (schwache Ableitungen)

Sei U C R" offen, 1 < p < oo, f € LP(U) und o := (a1, ..., o) € N ein Multiindex.
Dann heifit ein g € LP die a-te schwache Ableitung von f, falls gilt, dass

| f@e@pa = (-0 [ g@op@de, YoecEw). 6
U U

C2°(U) beschreibt hier die Menge aller beliebig oft stetig differenzierbaren Funktio-
nen mit kompaktem Trager auf U.

Falls eine a-te schwache Ableitung von einer Funktion f existiert, dann ist sie bis auf
einer Nullmenge eindeutig definiert (Eva98| Seite 243). Damit lassen sich die
Sobolev-Réaume definieren.

Definition 2.5 (Sobolev- Rdume)

Seil <p<oo, ke Nund U CR" offen. Dann ist der Sobolev-Raum

WEP(U) .= {f e LP(U) : 8*f € LP(U), VY|a| < k} (32)

zusammen mit der Norm

1

p P

| fllwee @y = {(Z|a|<k HfHLP(U)) , 1<p<oo, (33)
Yai<k 1 f Loy, p = o0,

ein Banachraum.

Analog zu den LP-Riaumen nimmt auch hier der Raum W#2(U) einen besonderen Stel-
lenwert ein und wird daher mit H*(U) := W"?2(U) abgekiirzt. Auch hier ldsst sich fiir
alle k € N ein Skalarprodukt auf H*(U) definieren. Seien dafiir f,g € H*(U). Dann ist
das Skalarprodukt definiert durch

(f: @ ey == Y (0°1,0%9) 20y (34)

| <k

Um die in Kapitel 3 benétigten Einbettungssiatze zu formulieren, ist es notwendig zu-
néchst den Begriff der Holderstetigkeit zu definieren.
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Definition 2.6 (Holderstetigkeit)

wenn eine Konstante C' € R existiert, sodass gilt

und holderstetig mit Exponent ~ sind, wobei

fllco. :=sup || f(x)|| + sup
H H Y(U) erH )H ety Hx_yH,y

Sei U CR" f:U+— R¥und 0 < v < 1. Dann heifit f hélderstetig mit Exponent -,

(@) - £
gy eyl =¢ (35)
Ty

Mit (C%V(U), || - [|co(rry) wird der Raum der Funktionen bezeichnet, die beschrénkt

IFC) = F)ll (36)

Bei v = 1 spricht man von Lipschitzstetigkeit. Die Holderrdume lassen sich fiir abfallende

Exponenten kompakt ineinander einbetten, wie der folgende Satz besagt.
Satz 2.7
Sei U C R"™ beschrénkt und 0 < o« < 8 < 1. Dann ist der Identitdtsoperator

Mengen in C%(U) abgebildet.

Beweis: (GT0I, Lemma 6.33)

id : %P (U) = % (U) (37)

kompakt, bedeutet beschrinkte Mengen in C%?(U) werden auf relativ kompakte

Die Holderraume lassen sich auflerdem unter bestimmten Bedingungen in Sobolev-Raume

einbetten. Diese Eigenschaft wird durch den folgenden Satz charakterisiert.
Satz 2.8 (Morrey)

p und n abhingige Konstante C € R, mit

fiir alle u € C1(U), wobei

'y::l—ﬁ.
p

Beweis: Der Beweis fiir U = R” wird in (Eva98, S. 240, Thm. 4) gefiihrt und lasst sich auf be-
schriinkte Teilmengen U mit glattem Rand verallgemeinern, indem W1 (U) normerhaltend
auf WP (R") fortgesetzt wird.

Sei n < p < 00, U C R™ beschrinkt und es gelte OU ist C''. Dann existiert eine von

ullcor @y < Cllullwre@ (38)

(39)




Kapitel 3: ['-Konvergenz des ResNet

Im Folgenden werden wir ein allgemein gehaltenes Modell eines residualen neuronalen
Netzwerkes (HZRS16]) mit n Schichten definieren und das Training des Netzwerkes fiir
einen gegebenen Trainigsdatensatz als Minimierungsproblem eines Zielfunktionals iiber
diskreten LP-Raumen formulieren. Anschliefend untersuchen wir das Verhalten des Mo-
dells fiir n — oo und zeigen, dass das m-schichtige Zielfunktional unter bestimmten
Bedingungen gegen ein kontinuierliches Grenzfunktional I'-konvergiert, indem wir die
Beweise aus (T'G18)) ausformulieren. Mithilfe dieser Tatsache zeigen wir dann, dass Mi-
nimierer des Zielfunktionals gegen Minimierer des Grenzfunktionals konvergieren.

3.1 Neuronale Netzwerke

Ein Anwendungsfeld von neuronalen Netzwerken besteht aus Klassifizierungsproblemen,
wobei ein Eingabewert = gegeben ist und sinnvoll einer Klasse aus einer Menge von m
Klassen {y;}™, zugeordnet werden soll. Ein prominentes Beispiel ist die Klassifizierung
von handgeschriebenen Ziffern (Denl2). Dafiir sei der Eingabewert des Netzwerkes z €
R? ein vektorisiertes Bild einer handgeschriebenen Ziffer und die Menge der Klassen
sei {0,1,...,9}. Dann ist also eine Funktion F' : RY — {0,1,...,9} gesucht, welche
die handgeschriebenen Ziffern moglichst korrekt den gegebenen Klassen zuordnet. Eine
solche Funktion F' kann beispielsweise durch das Training eines neuronalen Netzwerkes
konstruiert werden. Dafiir kldren wir zunéchst, wie ein solches Netzwerk aufgebaut ist.
Ein n-schichtiges neuronales Netzwerk ist aus einem mathematischen Standpunkt eine
Verkniipfung von n Funktionen fy,..., fun_1, sodass fiir einen Eingabewert z € R? der
Zustand der (i + 1)-ten Schicht definiert ist durch

XM = filfia( folw)..) €RY i=0,...,n—1. (40)

Dabei wird die Annahme getroffen, dass jede Schicht aus d Neuronen besteht und die 0-

te Schicht X(()n) := x als der Eingabewert des Netzwerkes definiert ist. Der Ausgabewert
des neuronalen Netzwerkes ergibt sich durch die Anwendung von einer Klassifizierungs-

funktion f : R4 — R™ auf Xr(Ln), die die Werte in Xy(Ln) den jeweiligen Klassen zuordnet.
Zusammengefasst ldsst sich der Ausgabewert also darstellen durch

y=FX) = f(falfaa(-- folw)...)) = F(x), (41)

wie in der folgenden Grafik visualisiert wird.

T X §n) X én) Xq(zn) Yy

I A R e
LU i
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Fiir gegebene Trainingsdaten {ms,ys}le, wobei z, ein Eingabewert mit zugehoriger
Klasse y; ist, besteht das Ziel also darin, Funktionen fy,..., fn_1, f zu finden, sodass
die Ausgabewerte des neuronalen Netzwerkes F'(zs) moglichst nah an den zugehorigen
Klassen ys liegen, in der Hoffnung mithilfe des Netzwerkes auch neue Eingabewerte
sinnvoll klassifizieren zu kénnen. Um den Fehler von F(z,) und ys quantifizieren zu
konnen, wird eine geeignete Kostenfunktion £ : R™ x R™ — R>( definiert. Also werden

A

Funktionen fy,..., fn—1, f gesucht, sodass der Ausdruck

S S

Y L(F(ws)ys) = D LU (falfar(o- - fol@s) ), us) (42)

s=1 s=1

minimal wird. Die Wahl der Kostenfunktion ist offensichtlich ausschlaggebend fiir die
Funktionalitdt des Netzwerkes. Daher werden wir, um einen hohen Grad an Allgemein-
glltigkeit zu erhalten, nur leichte Anforderungen an die Kostenfunktion unseres Modells
stellen, doch dazu spiter mehr. Ublicherweise wird in neuronalen Netzwerken die An-
nahme getroffen, dass die Ubergangsfunktionen der Form

file) = oy(KMz + ") (43)

sind, wobei KZ-(n) € R4 die Gewichtsmatrix und bgn) € R? der Schwellenwert ist. In
dem hier untersuchten Modell wird angenommen, dass alle Ubergangsfunktionen die
gleiche Form haben, also o; = o, fur alle ¢ = 1,...,n — 1. Eine beliebte Wahl fiir die

Ubergangsfunktionen sind Aktivierungsfunktionen, wie zum Beispiel die recitified linear
unit, kurz ReLu (NH10Q). Diese ist definiert durch

relu(z) := max(0, x), (44)

wobei die Funktion fiir vektorwertige Argumente komponentenweise agiert. Aber auch
andere Aktivierungsfunktionen wie zum Beispiel die auch komponentenweise agierende,
stetig differenzierbare Sigmoidfunktion

B 1
147

sig(z) : (45)
sind oft das Mittel der Wahl. In unserem Modell stellen wir auch hier nur leichte An-
forderungen an die Ubergangsfunktion o, welche nur in einer Lipschitz-Bedingung und
einem Verlauf durch den Ursprung besteht. Die Klassifizierungsfunktion hat in unserem
Fall die Form

f(x) :=h(Wz+c¢), (46)
wobei h : R™ — R™ eine gegebene Funktion ist, W € R™*? und ¢ € R™.
Fiir gegebene Trainingsdaten {xs,ys}sszl lasst sich das Problem des Findens von opti-
malen Funktionen fy,..., fn_1, f also reduzieren auf das Finden von
optimalen Parametern {Ki(n)}, {bgn)}, {W},{c} mit i =0,...,n — 1, durch welche die
Funktionen fy,..., fn_1, f eindeutig definiert sind.

10



3.2 Residuale neuronale Netzwerke

3.2 Residuale neuronale Netzwerke

Tiefe neuronale Netzwerke, also Netzwerke mit einer grolen Anzahl von Schichten, sind
sehr effektiv in Bereichen wie der Computer Vision und der Spracherkennung. Das Trai-
nieren eines solchen tiefen Netzwerkes stellt eine grofie Herausforderung dar, welche in
(ZLSZ20)) diskutiert wird. In der Praxis hat sich gezeigt, dass eine residuale Netzwerkar-
chitektur das Training von tiefen, neuronalen Netzen stabilisieren kann (HZRS16)). In
einem residualen neuronalen Netzwerk, welches als ResNet bezeichnet wird, addiert man
in der Ubergangsfunktion von einer Schicht zur Nichsten zu der iiblichen affin-linearen
Transformation gefolgt von einer nichtlinearen Aktivierungsfunktion den Zustandsvektor
der vorherigen Schicht hinzu.

fz(m) = x—i-U(KZ'J}—i-bZ’). (47)

Im Folgenden werden wir zunéchst ein Modell eines n-schichtigen residualen Netzwer-
kes definieren und die Parameter des Netzwerkes mit diskreten Funktionen identifizie-
ren. Im Anschluss werden wir die Anzahl n der Schichten gegen unendlich gehen lassen
und dadurch fiir die diskreten Komponenten des n-schichten Netzwerkes kontinuierliche
Grenzwerte erhalten. Dies liefert uns eine kontinuierliche Formulierung des Modells.

3.2.1 Das n-schichtige Modell

In unserem Modell wird in noch der Faktor % eingefiihrt. Der Ubergang der i-ten
zur (7 + 1)-ten Schicht sei also gegeben durch

) _ x) L ) e _
x™ = x| +na(Ki XM b)), =0, n -1 (48)
Im Folgenden schreiben wir abkiirzend K™ = {Kfn) " und b™ = {bgn)}?z_ol. Wir
kénnen so den Ausgabewert des Netzwerkes mit Eingabewert Xén) = x flir gegebene
Parameter K™ b W, ¢ kompakt schreiben als

h(W X KW, b™] + ¢]), (49)

wobei Xi(n) [2; K™, b™)] fiir alle i = 1,...,n rekursiv durch gegeben ist. Damit
konnen wir also fiir gegebene Trainingsdaten {xs, ys}le den Trainingsprozess des Netz-
werkes durch das Minimierungsproblem

s
: § : (n) ) .
K bt W =1 En (KM, b, W, ¢; 5, ys) (50)

beschreiben, wobei die Funktion F,, den Fehler, also die Abweichung der vorhergesagten
Klassen f(xs) von den wahren Klassen ys, in Abhéngigkeit der Parameter des Netzwerkes
beschreibt und definiert ist durch

B, (K™, ™, W, ¢; 2, y) := LMW XV [; K, bM] 4 ¢]), ). (51)

11
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Von der Kostenfunktion £ fordern wir lediglich die Stetigkeit im ersten Argument und
dass sie nichtnegativ ist.

Lasst man nun die Anzahl der Schichten beliebig gro8 werden, so iibersteigt die An-
zahl der Netzparameter K™ b W, ¢ schnell die Anzahl der Trainigsdaten. Dies fithrt
in der Praxis zur Uberanpassung des Netzwerkes, wodurch eine nahezu perfekte Vor-
hersage der Klassen auf den Trainingsdaten erreicht wird, auf ungesehen Daten schlagt
eine sinnvolle Klassifizierung jedoch fehl. Um dieses Problem zu umgehen, fiithren wir
noch Regularisierer fiir die Parameter K™ b™ W, ¢ ein, die zu grof3e Parameter und
ein zu starkes Variieren der einzelnen Parameter zwischen den Schichten bestrafen. Die
Regularisierer seien wie folgt definiert

n—1
RODE™) i=n 3" K™ — K52+ m ) K712 (52)
7=0
n—1
RA(bM) :=n S [ — b8 |12 + 765712, (53)
=0
ROW) = |W|?2, (54)
R®(c) := |Icll?, (55)

wobei 11,79 > 0 gegebene Gewichtungsfaktoren sind. Da die Parameter alle in endlich-
dimensionalen Rdumen liegen spezifizieren wir analog zu Abschnitt auch hier die
zu betrachtende Norm nicht. Zusammen ergibt sich dann fiir gegebene Trainingsdaten
{zs,ys}5_; und Regularisierungsparameter ;,i = 1,...,4 das finale zu minimierende
Zielfunktional

S
E(KM, bW W, c) i= 3 B, (K™, b, W, ¢; 25, y5) + a1 RO (K™)

s=1

+ aaRP (b™) + a3 R* (W) + auR*(c).

(56)

3.2.2 Das kontinuierliche Grenzfunktional

Um den Ubergang von diskreten zu kontinuierlichen Parametern zu betrachten, identi-
fizieren wir {Kl(n) e {bgn) "5 und {Xi(n) "~ mit Funktionen
K :[0,1] = R4 §:[0,1] = R? und X : [0,1] = R?, sodass

K™ — K (1> o ou =0 <Z> C X=X (l> (57)

n n n

gilt. Durch umstellen von (48)) ergibt sich als Ubergangsvorschrift

R UONORIC) S
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3.3 Parameterrdume und Konvergenzbegriffe

was eine Diskretisierung der gewohnlichen Differentialgleichung
X(t) = o(K(t)X(t) +b(t)) (59)

mit Schrittweite % beschreibt. Analog zu beschreibe X (t;x, K,b) die Losung von
(59) mit Anfangswertbedingung X (0) = x und Parametern K, b. Im Folgenden nehmen
wir an, dass die Funktion ¢ komponentenweise lipschitzstetig ist. Daraus folgt mit dem
Satz von Picard-Lindelof (Forl7, §12 Satz 4), dass eine eindeutige Losung der Differenti-
algleichung existiert, sofern wir X in den Randpunkten {0} und {1} als rechtsseitige,
beziehungsweise linksseitige Ableitung von X verstehen.
Damit kénnen wir ein kontinuierliches Gegenstiick von konstruieren durch
Ewo(K,b,W, ¢;3,y) := LIWMW X (t; 2, K,b) + ¢), ). (60)
Die Summen in der Definition der Regularisierer Rg), und R%Q) sind Diskretisierungen

der H'-Norm. Daher definieren wir Regularisierer fiir die kontinuierlichen Funktionen
K und b durch

RO(K) = 1K 32 0. + T IK )] (61)
und ‘
RO®) = b3 0. + 2l6(0)]1> (62)

Da R®) und R® unabhingig von n sind, bleiben diese unverindert. Damit ldsst sich
also eine kontinuierliche Version von &,, formulieren durch
S
Exo(E,0,W,¢) = Y Eoo(K, b, W, i, ys) + a1 RY) (K) (63
s=1

@R (b) + a3 RO (W) 4+ ayR(c).

Das Hauptresultat der Arbeit besteht darin zu zeigen, dass das Minimum sowie die
Minimierer von &, fiir n — oo gegen das Minimum, sowie die Minimierer von £, kon-
vergieren. Dafiir muss jedoch erst gekléart werden, in welchen Rdumen die Minimierer der
Funktionale &, und £y gesucht werden und wie die Konvergenz zwischen diesen Radumen
charakterisiert wird. Diese Fragestellung wird im nédchsten Abschnitt behandelt.

3.3 Parameterraume und Konvergenzbegriffe

In dem n-schichtigen Modell des Netzwerkes wurden die Parameter K® b W, e de-
finiert, wobei K™ und b(™ Mengen von Matrizen beziehungsweise Vektoren sind. In
Hinsicht darauf, dass wir einen Konvergenzbegriff zwischen den diskreten Parametern
K™ und b und den kontinuierlichen Parametern K und b, welche Funktionen auf [0, 1]
sind, finden wollen, ist es sinnvoll die Parameter K™ = {Ki(n)}?;o1 und b = {bgn)}?z_ol
als Funktionen beziiglich eines diskreten Mafes, welches auf der Menge {%};‘:_01 konzen-
triert ist, zu verstehen. Dafiir sei im Folgenden tl(") definiert durch tl(n) = % Damit
definieren wir das Maf}

1 n—1 1 n—1
= =
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auf [0, 1]. In Bemerkung werden zwei wichtige Eigenschaften von pu,, festgehalten.
Bemerkung 3.1

Das Maf p,, ist ein Borel-Wahrscheinlichkeitsmaf auf [0, 1] und konvergiert schwach
gegen das Lebesgue-Mafl A auf [0, 1].

Beweis: Dass u, ein Borel-Wahrscheinlichkeitsmaf ist, folgt direkt daraus, dass es als eine
Linearkombination von Borelmaflen mit positiven Koeffizienten definiert ist und

0< un(A) <1, VACI0,1] (65)

und .
pa(0.1) = 131 =1, (66)

=0

Fir die schwache Konvergenz muss gezeigt werden, dass fiir alle beschrénkten, stetigen
Funktionen f auf [0, 1] gilt, dass

lim Fdp, = / FdA. (67)
[0,1]

Sei f dafiir eine beliebige beschriankte, stetige Funktion auf [0, 1]. Dann gilt
182 /i
lim fdu, = 11_>In - Z f ( ) . (68)

Die rechte Seite von Gleichung beschreibt genau das Riemann-Integral von f tiber [0, 1]
und ist durch die Stetigkeit von f gleich dem Lebesgue-Integral von f iiber [0,1], woraus
die Behauptung folgt. |

Damit kénnen \7Vlil“ also die Parameter K™ und b(") als Elemente des diskreten L Raum-
—

es L2 {tgm } o Hn auffassen. Dafiir fithren wir die Schreibweise K (™ beziechungswei-
7=

se b fiir die diskreten Funktionen ein und schreiben weiterhin & Z-(") = K™ (%) € RIxd

i

n

so definieren wir den Parameterraum fiir das n-schichtige Netzwerk durch

n—1 n—1
oM .= 2 ({tﬁ")}io ,Mn;RdXd> x L2 <{t§”)}i0 ,un;Rd> x R™d x R™. (69)

beziehungsweise bz(.”) — pn) ( ) € R? fiir die Matrizen beziehungsweise die Vektoren. Al-

Da die Regularisierer fiir K und b des Grenzfunktionals £, als H'-Normen konstruiert
wurden, wahlen wir dementsprechend den Parameterraum des Grenzfunktionals als

0 := H'([0,1]; R>) x H([0,1]; RY) x R™*4 x R™, (70)

Hierbei ist zu beachten, dass in Kapitel 2 die Sobolevraume H!(U) nur fiir offene Mengen

U definiert wurden. Da aber aus Satz[2.§|folgt, dass Elemente von H'((0,1)) holderstetig

mit Exponent v = % und somit stetig sind, beziehungsweise zumindest einen stetigen
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3.3 Parameterrdume und Konvergenzbegriffe

Vertreter besitzen, lassen sich die Elemente aus H'((0,1)) problemlos stetig auf [0, 1]
fortsetzen, was uns die Betrachtung von H'([0, 1]) und die Anwendung der Sitze aus Ka-
pitel 2 auf diesen ermdglicht. Das Problem, einen Konvergenzbegriff zwischen Elementen
aus ©™ und © zu konstruieren, beschréinkt sich darauf, einen sinnvollen Abstandsbe-

—1
griff zwischen Elementen aus L? ({tEn)} T, R“) und H(]0, 1]; R¥) zu finden. Seien
1=0

: 2 (n) n-l CTRK 1 CRE 3 5
dafir f, € L t o Jun; R ) und f € H'([0,1];R"). Dann setzen wir zunéchst
1=

-1
die diskrete Funktion f,, von {tl(n)}n o stliickweise konstant zu einer kontinuierlichen
~ 1=
Funktion f,, auf [0, 1] fort durch

Fut) i= fu(ti™), fiir ¢ € (1,60, i=0,... n—1 (71)

Damit lisst sich die Funktion f, beziiglich der L2-Norm mit f vergleichen. So kénnen
wir einen Abstandsbegriff zwischen f,, und f definieren durch

d: L2 ({t(”)}, ,,u,n,RF"> x H([0,1]; R") > [0, 00)

(fm f) = an - f”L2[0,1]'

(72)

Hierbei ist jedoch zu beachten, dass d keine Metrik ist, da die Symmetrieeigenschaft nicht
gegeben ist. Der Ausdruck ci( fy frn) ist nicht definiert. Um trotzdem die Eigenschaften
von Metriken ausnutzen zu kénnen, was insbesondere fiir die Anwendung der Theorie
aus Kapitel 1 vonnéten ist, fithren wir den T'L2-Abstand ein. Dieser ist fiir eine offene
Teilmenge U C R"™ definiert durch

=

drpal(n 1) = _nt (] e —ulP 415w st Paren)) T 73)

mel(p,v

und ist eine Metrik auf dem Raum
TLAU) = {(u, f): p € P, f € (U )}, (74)

wie in (TS16) untersucht wird. Hierbei beschreibt P(U) die Menge aller Borel-Wahr-
scheinlichkeitsmafle auf U und I'(1, v) die Menge aller Borel-Wahrscheinlichkeitsmafie auf
U x U, deren Randverteilungen im ersten Faktor ;1 und im zweiten Faktor v entsprechen.
Wiéhlen wir u = u, und v = A, dann sind die Abstandsbegriffe d und drr2 in gewisser
Weise dquivalent, wie der folgende Satz besagt.

Satz 3.2
. 2 ([ "1 P 1 :
Sei f, € L ({tZ },_0 TN ), f € H*([0,1]). Dann gilt

drr20,0) ((Fas tin), (Fs N) 7250 <= d(f, ) 2 0. (75)
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Beweis: Da A das Lebesgue-Maf} beschreibt und somit trivialerweise absolut stetig beziiglich
des Lebesgue-Mafes ist, lasst sich (T'S16, Proposition 3.12 4.) anwenden. Dafiir definieren
wir eine Folge von Abbildungen {7}, },en durch

£ (0,1) = {3
To(z) = tgn), e[t ) fiwi=1,...,n—1 (76)
und Tn( ) =ty, TE€E (to,tl).

und zeigen, dass {7}, }nen eine stagnierende Folge von Transportabbildungen zwischen g,
und A im Sinne von (TS16) ist. Dafiir miissen die folgenden zwei Aussagen gezeigt werden.

1. Fir festes n € N ist das Bildmafl von A\ unter 7;, gegeben durch p,,.

2. / | — T (x)|dA(z) — 0 fir n — oo
(0,1)

Wir starten mit Aussage [l Das Bildmafl von A unter 7;, ist definiert durch

T MA) = NI (4)), YA C B((0,1)) (77)

n

Sei A C B((0,1)) beliebig. Wir definieren I C {0,...,n — 1} als die Menge aller
i=0,...,n—1, fiir die gilt, dass - € A. Falls I =), ist T~(A) = () und somit

T, A(A) = M) = 0= p(A). (78)

Falls I # 0, ist T7(A) = U;¢;[%, “1). Damit folgt, dass

n

Tn*A(A)=A<U[“+1)> ZA({Z Z“)) Z* Jil 54 (A) = in(A).

el i€l i€l =0
(79)

Fir die [2l Aussage betrachten wir

n—1

/(071) & — T (2)|dA(x Z/ @ — t]da. (80)

Mit der Substitution u = =z — t; folgt

n—1 tit1 n—1 % n—1 1 .
;/t |xt¢dx—§/0 udu:;ﬁ:%%(),furn%oo. (81)

Also ist {T},}nen eine stagnierende Folge von Transportabbildungen zwischen u,, und .
Daher folgt mit (TS16 Proposition 3.12 4.), dass

drr2(0.0)) (Fus tin), (/i M) 2= 0 <= |If = fuo TullL2(01)) —=0.  (82)

Die Behauptung von Satz [3.2] folgt aus der Tatsache, dass

f=fnoTh. (83)
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Satz [3.2  hat die Konsequenz, dass wir die Konvergenz zwischen Elementen aus
n—1 A
L? ({tl(n)}'—o ,un;R”) und H1([0,1]) beziiglich des Abstandsbegriffes d beschreiben
und gleichzeitig die Eigenschaften einer Metrik ausnutzen kénnen, was es uns ermdoglicht
die Theorie aus Kapitel 1 anzuwenden. Der hier betrachtete Abstandsbegriff zwischen
0 und O sei also fiir 8 = (KM p() W ) ¢ @ und § = (K,b,W,c) € ©
definiert durch
d: 0" x 0 [0,0)

) R 84
d(6™,0) := d(K™, K) + d(0™,b) + W — W] +[|c"™) —¢]. ()

Damit lasst sich das Hauptresultat formulieren.

3.4 Hauptresultat

Das Hauptresultat wird in Satz festgehalten und charakterisiert die Konvergenz der
Minimierer von &, gegen Minimierer von €.

Satz 3.3 ((T'G18, Theorem 2.1))

Seien ©(™ und © durch beziehungsweise gegeben und seien E,,, R,(f ), RU) &,

und Foo, Ré?,goo fur i = 1,2, j = 2,3 wie in Abschnitt beziehungsweise
definiert. Dann gilt fiir gegebene Trainingsdaten {zs, ys}le, unter den Annahmen

1.y >0firi=1,2,3,4und 7; > 0 fiir j = 1,2,
2. h ist stetig,

3. o ist komponentenweise lipschitzstetig,

4. 0(0) =0,

5. L >0 und L ist stetig im ersten Argument,

dass Minimierer von &, und & in O™ bezichungsweise © existieren. Weiterhin gilt,
dass wenn 0" C O eine Folge von Minimierern von &, ist, dann ist {0(”)}n€N
relativ kompakt in © beziiglich d,

min &, = £,(0™) — min &, (85)
o) e

und jeder Haufungswert von 0™ ist ein Minimierer von .

Hierbei ist die relative Kompaktheit von {0(”)}neN in ©™ beziiglich d so zu verstehen,
dass im Sinne von Definition jede Folge in {9(“)}n€N eine Teilfolge besitzt, welche
beziiglich d gegen ein Element aus © konvergiert. Der Beweis von Satz wird mithilfe
von Satz [I.8] gefiihrt und ist in vier Teile unterteilt. In Abschnitt [3.4.1] zeigen wir die
relative Kompaktheit von unter &, beschrinkten Folgen in ©(™ | in Abschnitt zeigen
wir die Existenz von Minimierern von &, in © und in Abschnitt zeigen wir die
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I'-Konvergenz von &, gegen s, was eine Voraussetzung von Satz [I.8] ist. In Abschnitt
werden dann mit Satz[[.8) dann endgiiltig die Behauptung von Satz [3.3] beweisen.

3.4.1 Relative Kompaktheit von unter &, beschrinkten Folgen in 0"

Sei {(K(”), b ), C(n))}neN C ©() eine unter &, beschrinkte Folge. Also eine Folge,
fiir die gilt
sup £, (K™ o™ W M) < . (86)
neN
Fiir die Parameter {W (™}, cy und {c™}, ey folgt die Beschrinktheit in R”*¢, bezie-
hungsweise R™ direkt aus der Konstruktion der Regularisierer R®) und R zusammen
mit . Da der R” endlichdimensional ist, ist Beschranktheit dquivalent zu relati-
ver Kompaktheit. Damit muss nur noch die relative Kompaktheit von {K},cy und
{b(”)}ne N gezeigt werden. Wir beginnen mit einem Lemma, welches besagt, dass fiir die
Parameter K (™ und b(® Beschréinktheit unter den Regularisierern RS) beziehungsweise
(2 in R Beschriinktheit von K™ und b™ in L ({t(n) K un}) impliziert.
Lemma 3.4

SeineN,t; = t( und f, : {t;};—;. Dann gilt

n—1
1l gyt oy <2 <||fn(7fo)||2 03 |falty) - fn(tj1)|\2> NG

j=1

Beweis: Mit der Dreiecksungleichung folgt, dass fiir beliebiges i =1,...,n — 1

2

||fn<tz) fn tO H2 (an fn j—1 ”) (Z ||fn fn j—1 |> (88>

gilt. Aus der jensenschen Ungleichung (Rudf87, Chapter 3, Theorem 3.2) folgt, dass fiir
konvexe Funktionen g und fiir nichtnegative A\; mit Z;:ll A; =1 gilt, dass

g (Z Am—) <3 otes) (59)

Wihlen wir A\; = =, z; = || f,.(¢;) — fa(tj—1)|| und g(z) = 22, dann ergibt sich

[

2
— (Z ||f?’b fn j— 1)) Tl—l Z”fn fn J— 1)H2

= fulti-)I?

2
Z”fn fn ] 1 ) >~
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Also folgt fir die rechte Seite von , dass

2
(Zlfn — fult; 1||) < (n-1 lefn I <0 S )~ Fultsl

j=1
gilt. Damit kénnen wir die folgende Abschétzung fiir beliebiges i = 1,...,n—1 durchfiih(r?a(r)l):
[ £n ()P = [1fn(t) = fulto) + fulto)l®
< (I1fa(ts) = Falto)ll + I fn(to) )2
= |[fu(t:) = falto)I? + 2l fu(ts) = fu(to) Il fa(to) | + Il fu (o) I
< N fati) = fato)lI? + [ fa(ti) = falto)l® + [ falto)lI® + [ falto)I* (92)
=2 (Ifalts) = Fu(to)I* + I falto)]I?)

@9)
< 2<nZ||fn — fultj- 1)||2+fn(to)||2)

wobei wir in ausgenutzt haben, dass 2ab < a? + b? gilt.
Bilden des Supremums liefert

.....

ol e gy oy = S0P |2<2(”Z||fn fn<tj1>2+|fn<to>||2),

(92)
woraus die Behauptung folgt. |
Mithilfe von Lemma lasst sich nun der folgende Satz beweisen.
Satz 3.5
Sei n € N, pu,, definiert wie in und f,, : {tgn) ?:_01 — R”. Wenn
ST )
sup (O + 7Y 1 faty™) = &) | < 00 (93)

gilt, dann ist {(in, fn)}nen relativ kompakt in 7L? und fiir jeden Haufungswert
(s f) gilt, dass pp = AL und f € CO’W({tEn)}?:_Ol, R"). Hierbei beschreibt AL 1 die
Beschriankung des Lebesgue-Mafles auf [0, 1] und ist definiert durch

ALjo,1] (A) :=A(ANJ0,1]), VACR. (94)

Weiterhin existiert fiir jede konvergente Teilfolge {(tm, fin)}men von {(tn, fn) nen
eine weitere Teilfolge { (i, f1) }ien und ein f € CO’V({tEn)}?:_Ol,R“), sodass

max [|(#") = D) =0, fiir I = oo, (95)
i€{0,...,I-1}

gilt.
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Beweis: Mit Lemma und der Vorraussetzung folgt, dass ein M € R existiert mit

n—1
a2+ 7 [ fa(tS) = FultSD) 1P < M wnd (| full po gyt oy < M. (96)
j=0

Sei f,, die stiickweise konstante, kontinuierliche Fortsetzung von f,, auf R, definiert durch

1r(0), t <0,
fu(t) := fn(tz(,"))7 tet ("),tE_H) firi=0,...,n—1, (97)
Fat), > 1

Dann definieren wir g,, als die Glattung von f,
Gn = Te,, * fnv (98)

wobei 7, durch mit g, = ﬁ definiert ist. Zunéchst zeigen wir, dass g,, beschrénkt in
H'([0,1]; R") ist. Dafiir miissen wir zeigen, dass

SZIR)I lgnll e qo,17) = N9nllL2 017y + llgnllz2(j0,1)) < 00 (99)

gilt. Aus und Satz folgt, dass g, beschrankt in L>([0, 1]; R*) ist. Da [0, 1] kompakt
ist, folgt daraus die Beschriinktheit von g, in L?([0, 1];R®). Es bleibt also zu zeigen, dass

sup [|gnllL2(j0,1)) < 00 (100)

neN

gilt. Sei dafiir ¢t € [tgn), tl(.n) + &,] fiir 4 > 1. Unter Anbetracht dessen, dass
—1

d / —2 S — t) 1_s—t t2
—Ne, (5 — 55 Qe ds
/ dt ™ |s— t|<sn S - t) 721)2

—1

Fyae
agpe = du

jul<en (% — 52)
=0

gilt, wobei die letzte Gleichheit daraus folgt, dass eine ungerade Funktion iiber ein symme-
trisch um 0 verteiltes Intervall integriert wird, konnen wir ||g(¢)|| auch schreiben als

A0 ‘V&%l Fuls)ds = Fu®) [ oo, (s = 1)ds
H/ e (8 = O(fals) = fu(0)ds
dt

< /
(™)
it+1
g /
(n)
i

wobei die letzte Ungleichung aus der Wahl von ¢ € [tgn), tEn) +é&,] und dem Triger von %ngn
folgt. Da %771(?5) stetig und [0, 1] kompakt ist, l4sst sich eine Konstante 5 € R finden, sodass

dnen H an _fn(t)HdS

SR [ FACESACIES (101)
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3.4 Hauptresultat

||%171||Loo([0,1}) = ||%771||LW(R) < f.Da %nan (t) = ém(é) gilt, kénnen wir die Norm von
%nsn also abschétzen durch

d 8
— < —. 102
H S BT (102)
Mit (101)) folgt also fiir ¢ € [tz(»"), tz(-") + &) mit ¢ > 1, dass
. B [Hh .
lon @l < 5 [ 7 1Fals) = Fatt)]] ds
n St
) ¢
= 4n?3 (/tw | fuls) — fn(t)Hder/t(n) (| fn(s) — fn(t)||ds>
i—1 i
1 n n
— 4n?8 (nllfn@ )= FaltID] + o)
= anf|| £ (t) = fu B (103)
gilt. Analog folgt fiir t € [tl(-") + En, tgi)l] und i < n — 2, dass
gn ()] < 4nB fu(t80) = Fult™)] (104)
gilt. Da g, (t) =0 fiir t < e, oder t > 1 — g,, ist
l—en,
lnleqony = [ lan(®IPat
En
n—1 ) e,
-y ( [ ol [ ||gn<t>2dt>
i=1 t,_+ten t;
n—1
n n 1 n " 1
<16076% Y 1 nt™) = a7 5 + Ifa(t) = Fa(B)]P5- (105)
=1
n—1
= 16052 [ fa(t) = fu(tI)1, (106)
=1

wobei die Abschitzung aus und folgt. Zusammen mit der Annahme
folgt also, dass {gn nen beschriinkt in L?([0, 1]), und somit {g, }nen beschrinkt in H([0, 1

ist. Weiterhin folgt mit Satz die Beschriinktheit von {g, }nen in C%2 ([0, 1]). Mit Satz
ergibt sich also die relative Kompaktheit von {g, }nen in C%7([0,1]) fiir alle v € (0, 3). Da
die Topologie in C%7([0,1]) stérker als die in L>([0,1]) ist, ist {gn nen also insbesondere
auch relativ kompakt in L*°([0, 1]). Das heift, es existiert eine Teilfolge, die hier auch mit
(gn)nen bezeichnet wird und ein g € C%7([0,1]), sodass g, — g in L°°([0,1]). Jetzt muss
nur noch gezeigt werden, dass f,, — g in L>°([0,1]). Dafiir zeigen wir || f, —9nllLe=(0,1]) — 0.
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Sei t € [t;,t; + €,). Dann gilt, wenn wir €, und 8 wie bisher definieren, dass

1) = a0l = || [ 2, = 0Fu(s)as - f(t)H

_ / new (5 — ) fu(s)ds — £(2) / ne (5 — £)ds (107)
R R
- / e (5 — D) (Fu(s) — Fu(£))ds
< / 110, (5 = DI | (Fals) = Fu®))]] ds
ﬁ téi)l ~ -
<2 [ 1) - Rl
(n) n :
_ {Qﬁ”fn(ti ) = ()], %217 (108)
0, =0,

wobei Gleichung ([107) aus dem Fakt folgt, dass [, 7., (t)dt = 1. Analog bekommen wir fiir

te [tgn) + en, tgi)l] die Abschétzung

2B fat) = Fat™, i <n—2
n\lit+1 n\l; , =N )

109
0, t=mn—1. (109)

17a(8) = gu ()] < {

Also ist

1o = gnll3ee oy < 482 sup " £ (E™) = £a ()2

ie{l,...,n—

n—1
4B fat) = Fu(t)I?

i=1

=0 (i) , (110)

wobei (110) aus der Annahme folgt. Somit gilt, dass fn — g in L>=([0,1]) und durch
die Kompaktheit von [0,1] auch in L2([0,1]). Da fnljo,1] = fu o Ty, folgt mit Satz die
Konvergenz in TL? und somit die Behauptung.

Damit kénnen wir in folgendem Korollar das Ergebnis dieses Abschnittes festhalten.
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3.4 Hauptresultat

Korollar 3.6

Seien &, Exos En, Eoo, RV, RY und RY), fir i = 1,2, j = 3,4, definiert wie in
den Abschnitten [3.2.T] und [3.2.2] Weiterhin seien o; > 0 fiir ¢ = 1,2,3,4, 75, > 0
fir j = 1,2, h(z) € R fiir alle * € R, L(z,y) € Ry fiir alle 2,y € R? und o sei

N
lipschitzstetig mit o(0) = 0. Sei #() = (K™ p(™) W™ ) ¢ (@(")) mit

sup £, (0" < o. (111)
neN

Dann existiert eine Teilfolge 6(*™) und 6 = (K,b,W,c) € O, sodass
A0 0) — 0,  fiir m — oo. (112)

Weiterhin gilt, dass Exo(0) < 0.

Beweis : Die relative Kompaktheit von {W (™}, oy und {¢™},,cn folgt direkt aus der Kon-
struktion der Regularisierer. Die relative Kompaktheit von { K}, cn und {b(™}, cy folgt
aus Satz zusammen mit der Konstruktion der Regularisierer. Aus der Lipschitzstetigkeit
von ¢ und dem Fakt, dass o(0) = 0 ist, folgt, dass X (1;z, K,b) < oo fiir alle z € R?. Also
ist insbesondere auch Eo (K, b, W, ¢c;x,y) fir alle (z,y) endlich, woraus zusammen mit der
Konstruktion von © folgt, dass Ex (K, b, W, ¢) < co. ]

3.4.2 Existenz von Minimierern von &, in o)

Die Existenz der Minimierer wird in dem folgenden Satz formalisiert.
Satz 3.7

Sei n € N. Seien weiterhin @), &, E,, Rg),R(j) fir i = 1,2, j = 3,4 definiert wie
in den Abschnitten [3.2.7] 3:2.2] und B-3] Dann existiert unter den Annahmen, dass o
und h stetig sind, o(0) = 0 sowie £ nichtnegativ und stetig im ersten Argument ist,
das Minimum von &, iiber O und ein 6™ € O™ mit

min &£,(0) = £,(0™). (113)
0ce()

Beweis: Sei n € N beliebig. Sei (Gg))meN = (Ky(,?)7b£ff),Wm,cm)meN € (0N eine Mini-
malfolge von &,, also eine Folge fir die gilt

E,(0)) — eeigfm E.(0), fiir m — oo. (114)

Da o(0) = 0, gilt £,(0,0,0,0) := &£,(0) = ZSS=1 L(h(0,y;)) =: C < co. Also existiert eine
Teilfolge (9](:)) keN von ol ), fir die gilt

sup En(ng")) = sup En(K,in), b,in), W,g"), c,i")) <C. (115)
keN keN
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Also ist insbesondere auch

sup max{RWM (K™), R? (5™, R® (W), RY (¢x))} < C. (116)
keN
Aus der Konstruktion der Regularisierer und mit Lemma folgt die Beschranktheit und
dadurch die relative Kompaktheit von {K,in)}keN, {bé”)}keN, {Wi}tken und {ci}ren in R”.
Somit folgt, dass &, leicht koerziv ist. Durch die Lipschitzstetigkeit von o folgt induktiv die

Stetigkeit von Xi(") [;-,] fir alle ¢ = 1,...,n — 1, in dem Sinne als dass fiir konvergente
Folgen K; — K und b; — b

lim X ™ [2; K, b)) — X" [a; K, b] (117)

l—o0

gilt. Weiterhin folgt durch die Stetigkeit von h und L(-,y;), dass &, stetig und somit auch
unterhalbstetig ist. Mit Satz folgt dann die Existenz eines Minimierers von &, in ©™. W

3.4.3 I'-Konvergenz von &, gegen £y

Der Beweis der I'-Konvergenz ist in drei Teile unterteilt. Im ersten Teil werden wir einige
vorbereitende Resultate zeigen, die flir den zweiten und dritten Teil, in welchen wir die
Liminf-Ungleichung beziehungsweise die Limsup-Ungleichung aus Definition [I.1] zeigen,
als technische Hilfsmittel dienen. Dafiir beginnen wir mit einem Lemma, welches die
gleichméfige Konvergenz des diskreten Modells XZ-(H) gegen das kontinuierliche Modell
X beschreibt.

Lemma 3.8

Seien (K ™), en € (L2 (ptn, RN und (6™),en € (L2 (i, RN,
mit K™ — K € HY([0,1]) und ™ — b € H([0,1]). Weiterhin seien RS fiir
1 = 1,2 definiert wie in Abschnitt Unter der Annahme, dass o Lipschitzstetig
mit Lipschitzkonstante L,, o(0) = 0, max ¢ sup Rf(Ll)(K(")),sup R%Q)(b(”)) < o0
neN neN

und x € R ist, existiert eine von L, |||, [| K|z (j0,1) und [[b]|zec(jo,1) abhéngige
Konstante C' € R, sodass || X (-, z, K, b)| g (j0,17) < C. Weiterhin gilt

sup sup ’X(t; x, K,b) — Xi(n) [x; K™, b(")H — 0, fir n — oo.

0L =1t et 7))
(118)

Beweis: Seien X" := X [z; K™ b™] und X (t) = X (t; , K, b). Dann ist

[ (3) == (52 + (e (3) - (5)) - = (e - x)

(54 X(t)dt_xgg_(xp_xpl)‘

X(t)dt — (X}") - X}’j))

i
n

IA
>
N

o~

|
—
N———
|
ol
|3

S

‘ . (119)
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3.4 Hauptresultat

Setzen wir die Definitionen von X und Xi(n) ein, konnen wir den rechten Teil von (119)
folgendermaflen abschéitzen

/_ X(ar - (x - x™)

= [ et s (x f”i+<i—“)a(Kﬁin”%bE"a)—X§"§)H

X(#) +0(t)) -

I
—~
Q
2
=
—
=
/N
sk
|3
ARG
>3
B
LS
_|_
S
3
AN
N—
o
~

KX +b(t) — (KX + 0 H dt

<t [ oot

Aus den Annahmen max {sup R%l)(K(”))7sup Rg)(b(”))} < oo, K™ — K und ™ — b
neN neN
folgt mit Lemma

/\

|+ K@x @ - KX

7— —

dt. (120)

1K M| o< (j0,17) 1Bl o< (j0,17) < 00 (121)

Im Folgenden zeigen wir zunéchst

sup [|X ™ || oo () < 0. (122)
neN

Dafiir fiihren wir die folgende Abschiatzung durch

(KF")X?”> + b(”)) H

KX 4o

(n) (n) 1
H i+1 i H ‘ TLG

o

<

IN

n
L
o (e
n
LO’ n
il G
n
L
([
n

wobei M; := max {sup R%l)(K(”)), sup R%Q)(b("))} < 00. Also gilt
neN neN

o)
{

+ 1) : (123)

IA

|x”

+ Hbﬁ"

IN

n)
xi

— x4 U( KM X 4 pn ))
1 (n) y(n) | 7(n)
Ao (x|

n
+ =20y ([

L, L,
<1 + Ml) + =2 M. (124)
n n

xm

IN

)(UU

IA

+1)

= || x™
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Induktion mittels der rekursiven Vorschrift (124)) ergibt fiir alle j =1,...,n

Ly N L, it

i=1

(n)
)

L, L ~ L, "
< | (1 + M1> +=2My Y (1 + M1>
n n n

i=1

L, " L, "
= ||CUH (1 -+ ’I’LM1> + Lng (1 + nM1>

L n
= (||z|| + Lo M) (1 + ;M1>
= ([Jz|| + L(,M;l)eL”Ml7 fiir n — oo,

woraus folgt

< 00.
L= (pn)

Im Folgenden zeigen wir die Lipschitzstetigkeit von X. Dafiir betrachten wir fiir 0 <t <1
den Ausdruck

sup HX(")
neN

| XN o< (p0,9) = sup [[X(s)|
s€0,t]
= sup / X(&)de +
s€10,t] 0
= sup || [ a(K©X(©) + bO)E +0
s€0,t] 0
S
< swp Lo [ [K©X() +HEIE + o]
s€[0,t] 0
< sup Los (|IK|| oo o, 1 X | Lo 10,57 + 1Bl o< (j0,5])) + [1]]
s€[0,t]
< Sl[lopt] Los (1K oo, | X || o< ((0,5)) + 11l o< (0,17)) + N1zl
s€|0,
< Lot|| X || oo o,y 1K | o 0,17y + Lo 10l o 0,17y + [l (125)

Mit t = und anschlieBendem Umstellen ergibt sich

1
2L || K| oo (0,11
[ X[ o o,6) < 2L [[bl] Lo (jo,17) + 2[|] (126)
Analog zu (125) gilt unter Bertcksichtigung von ({126])

1 X oo (1t,261) < 2L [[Bl oo ([0,17) + 21 X (D)
< 2Lg |[bll e 0,11 + 201 X NIz 0.11)
< 2Lg[|bl Lo (j0,1]) + 2(2Le [|b]] Los (0,17) + 2]|2]])
=2(2° — 1) Lo ||b]| L (o,17) + 22 (1]

Induktiv folgt dementsprechend fiir n € N

1 X1 Loe (((n—1)t,nt)) < 2(2" — 1) Lo ||b] oo 0,17y + 2" (2.
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3.4 Hauptresultat

Somit ist fiur N = {2Lg||K||L°°([0,1])1

XM o 0,17 < 1K N 2o (f0,3v8))

SkegﬁfN}HXﬂLwawfnnMD

<22 = 1) Lo [1bl] oo (o, 17y + 27 I,

wobei wir in der letzten Ungleichung ausgenutzt haben, dass der Ausdruck ||.X || e (j(k—1)¢,k4))
monoton wachsend in k ist. Damit kénnen wir || X]|| Lo ([0,1]) abschitzen durch

X | £oe 0,17y = lo (X +b) || 2o (0,17) < Lo (1K || o= (po.17) + 11X | L= 0,11y + 1Bl £o< (0,17))

Also ist X beschrankt auf [0,1] und somit ist X Lipschitzstetig auf [0,1]. Sei Ly die Lip-
schitzkonstante von X. Damit konnen wir den rechten Teil von (120 weiter abschétzen
durch

/ ClEmx@ - kx| 4= / " rwx® - kox" 4 kox® - KM x| a
i—1 i—1
< / " @ - x & i@+ / "l - KO 1x @lae
= [ i—1 i1 i—1
gA@(ﬁﬁh@Xﬁi&+/ﬁ”K@KﬁH&)
(127)

wobei My 1= max{Mi, || X™| 1o (.} Im Weiteren schéitzen wir den linken Teil von (127)
ab durch

i
n

i—1
n

X(t) - X"

w5l
n

’X(i;1>—Xﬁwdt

X(i;1>—xuwdt

du;/n
i1

S|

x™ —x

SlI—= 3=

(128)

IA
S
=
LE
\
b
D
s
—
N— — — N~
+
b{
=
o
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Das Kombinieren von (119)), (120), (127)) und (128)) ergibt

be () -] 2 e (52) -] o - - )|
n 121
? (’_1) x™)
(n) )y ()
o + |K)x () — K™ x™ | at
1 _1 z
’ (Z ) ) +LU/ oty — |t
i1
+ Ly M, ( / _ X(t) - x™ | at+ / _ K(t)—Ki(f)l‘dt)
=23 i—1 =
< ’X(’ )— X" +L/ b(t) — b\™|| dt
n 1
Ll o)
LMy [ =]l x™) - (K
n
Lo M. i —1 n 5 n
- (1+ 2) HX <Z> x|+ L, / Hb(t)—b§> dt
n n 1
n LXLO'M2
YL, Mg/ HK - K7 |+ 52 (129)
Fiir beliebiges k € {0,1,...,n} folgt dementsprechend induktiv
k (n) - LMy \"™ / " (n)
x(~)-x"| <L, 1 K(t) — K™ || dt
[x (3) - < sean s (1 222 ) [ o - 2

=1

b(t) — b\

n LO—M n—i %
+Lo Y (1 + = 2) /_1
=1 n

Aus der youngschen Ungleichung fiir Produkte (HJG34, S. 111, 4.8) folgt, dass fiir nichtne-

gative reelle Zahlen a,b und fir p,q > 1 mit 1 +1i=1

q

Lx Ly My & LMo\
’dt+2nQ;<1+ -~ ) . (130)

p q
< ¥ (131)
P q

gilt. Fiir beliebiges e >0, n >0und p=¢ =2, d’ = af b =

f

a/2n Eb/2

2e +2n'

a'b’ < (132)

(132)) auf die Produkte in den Summen der ersten zwei Summanden aus ([130)) angewandt
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3.4 Hauptresultat

ergibt fiir beliebiges € > 0

() -
n

n

eL, M, Lo My \2 ") LoMon I~ [ [ (n)
< SeRNT (g4 o2 |k - K]
~ 2n ; < * n ) * 2e z:: / ®) 1

3
[oW
1SS
N———
N

z’-:Lg " 2= Z) B (n) ’
+ 52 < > Z / 1 Hb(t) o) ‘dt
=1 =1 n
Lx Lo M, Ly M,
2 Z ( ) (133)

=0

Die jensensche Ungleichung fiir Integrale (Rud87, Ch 3, Thm 3.2) besagt, dass fiir Lebesgue-
integrierbare Funktionen f : [a,b] — R und fiir konvexe Funktionen ¢ : R — R

b b
0 (l)f / f(t)dt> < [ ey (134)

gilt. Mit a = =L b= £ o(x) = 2% und f(t) = ||[K(t) — K" ||? folgt

i 2 i
n? </ K(t)—Kf%’dt) Sn/
i—1 izl

() |2
K(t) - K 1‘ dt (135)

und somit

nz</ dt) <Z/’lf

wobei die Konvergenz aus (136]) durch die Annahme K (n) — K folgt. Fir b("™) folgt analog

nz</

Um die Behauptung

2
K™ dt — 0, fiir n — oo, (136)

K3

HK(t) K™

,_.

_ b(n)

2
‘dt) 50, fiirn — oo (137)

sup — 0, firn — oo

ke{0,1,...,n}

k
NORS
n
zu beweisen, reicht es also die folgenden zwei Aussagen zu zeigen.

1nfl
1. n22<

1=0

L, M, 2(n—1)
2. 1 < .
> (1 E2) T

M.
2) — 0 firn — oo,
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Aussage [T] folgt aus

1= Lo My \*
0< — <1+ 2)
n “ n

IN

Aussage [2] folgt ahnlich:

2n

1 n Ly M 2(n—1) Ly M
2(1—0—2) < <1—|—2) — M2 fiir p— 0.
n i—1 n n

Damit haben wir also alle Terme aus (133) ausreichend abgeschétzt, sodass fir eine Folge
€ :=¢&, — 07, welche langsam genug konvergiert,

k n
sup ‘X () _ Xli N = 0, firn—oo (138)
ke{0,1,...,n} n
gilt. Mit
w [x@ =X < s (10 - X0+ [x0) - x7)
tefty” ¢ telty” )

< swp (Lol — el + | X (t0) - X

te[ty™ 4]

)

Ly n ;
:7+’X(tk)fX,£‘) — 0, fiirn — oo,
n

wobei aus (138) folgt, dass die Konvergenz gleichmiBig tiber k € {0,1,...,k} ist, folgt die
Behauptung. |

Mithilfe des Lemmas [3.8 konnen wir den folgenden Satz beweisen, welcher besagt, dass
die Fehlerfunktion des diskreten Modells gegen die Fehlerfunktion des kontinuierlichen
Modells konvergiert.

Satz 3.9

N
Sei (@(n)) 3 <K("),b(”),W("),c(”)> I (e(n))neN — 0 = (K,b,W,c) € O.

Wenn zusétzlich zu den Annahmen aus Satz [3.3] angenommen wird

max{sup RV (K ™), sup R (b))} < oo, (139)
neN neN
dann gilt
Tim B, (0™;2,y) = Ew(0,2,). (140)
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Beweis: Mit den Annahmen des zu beweisenden Satzes gilt

lim E,(0™;z,y) = lim £ (h(WW)Xg”)[x;K("),b(")] +c(”)),y)

n— o0 n—oo
— ; (n) x (). f(n) p(n)
L (nhm R(W'™ XM [y K™ 0™ + ¢), y)

= £ (n(Jim WX @ K50 4 ) y)

n—oo

=L(h(WX(L;2,K,b) +¢),y) = Ex(0; 2, y),

woraus die Behauptung folgt. Dabei wurde bei der zweiten Gleichheit die Stetigkeit von
L im ersten Argument, bei der dritten Gleichheit die Stetigkeit von h und bei der vierten
Gleichheit Lemma [3.8 ausgenutzt. |

Im Folgenden ein Lemma, in dem zwei Ungleichungen bewiesen werden, welche wir
brauchen um den darauffolgenden Satz zu beweisen.

Lemma 3.10

Sei g, — 07, §,6" > 0. Dann gelten die folgenden zwei Aussagen.

1-8 1
L /5 Ins + g(t) = ns + gt —en)[Pdt < [ lg(t) — g(t — )|t

En
fiir beliebiges g € L?([0,1],R*) und &, +§ < &', wobei 75 der Standardglit-
tungskern aus [2§] ist.

1-2¢ . 9 o 1 1-2¢" 9
2 [ NaiPar <tming 5 [ lga(t) — galt et
fiir beliebige g, g, € C*°([0',1 — 0']; R*) mit g, — ¢ in L>®([¢',1 — ¢'];R") und
sup ||Gn || oo (57, 1—57) < 00
neN

Beweis: Seien die Bedingungen von [If erfiillt. Dann gilt

1-¢'

(A |m*mwmum%w%0
1-6' 5

// /—6 ns(8)(g(t —s) — g(t — e, — 8))ds

1-6' [ 45 2 \:
/ (/5MA@@@—@—gu—%—smm§ at) . (an

2

1
2 2

dt

IN

Die Minkowski-Ungleichung fiir Integrale (HJG34, Thm. 200-202) besagt, dass fur p < oo,
MaBraume (S, p1), (S2, pe) und messbare Funktionen F : S7 X Sy — K

{ /S ] ( . IF(s,t)Idu(s))pduz(t)r < /S 1 ( ., F(S,t)|PdM2(t))p gy (s) (142)

31




I'-KONVERGENZ DES RESNET

gilt. Mit p = 2, (S1,p) = ((0",1 = &), A), (S2, 1) = ((=6",0"), \)
und F(s,t) = ||ns(s)(g(t — s) — g(t — e, — 5))|| folgt fiir

1-¢' 5 2
( / ( | Ims)tate =) g(tens>>|ds> dt)
< /2 </,16’ ns(s)*llg(t —s) — g(t —en — s)lzdt> ' ds
5 1-o' 3
= [ o ( | tatt=9—gt—c- s>||2dt> s
5 1-6'—s 3
=/ 15 (s) </ lg(u) — g(u— En)2du> ds (143)
-4 &' —s

</ st) (/ g(u)—g(u—mn?du)éds (144)

1 5
= [ 1) - glt - e |2at / ()i

En -

[N

— [ lott) - gt - eo)|at, (145)

wobei in (143) v =t — s substituiert, in (144) die Voraussetzung e, + § < ¢’ und in (145))
die Normiertheit des Glattungskerns ausgenutzt wurde. Damit folgt die Ungleichung
Seien nun die Bedingungen von [2] erfillt. Mithilfe der Taylor-Formel mit Lagrangeschem
Restglied (For07, §22, Satz 2) lasst sich g, entwickelt im Entwicklungspunkt ¢ und ausge-
wertet in t — &,, schreiben als
gn(t —€n) = T1gn(t —en;t) + Rign(t —epn;t)
= gn(t) + gn(t)(t —en — t) + Rign(t —enst)
= gn(t) - gn(t)sn + gn(z)gia

fiir ein z € [t — &5, t]. Umstellen ergibt

In(t) = gn(t —en) = gn(t)en — gn(z)ei

Durch Bildung der Norm, Division durch ¢, # 0 und Anwendung der umgekehrten Drei-
ecksungleichung bekommen wir

gn(t) = gn(t —en)|

= [1gn(t) = Gn(2)enll = gn O] = enllgn(2)]]-

Da z aus dem Intervall [t—e,,, t| kommt, kénnen wir fiir ¢ € [2§’,1—2¢'] und €,, < ¢’ die Norm
von §n(z) durch die L*=°([§’,1 — §’])-Norm von g, abschétzen, welche nach Voraussetzung
fiir alle n € N endlich ist. Also erhalten wir

Hgn(t) — gn(t — 5n)|
En

gn(t) = gn(t = en)|

n

> [|gn I — enlldnllLoe (5,1-51)

= llgn(® <

+ enllgnll Lo (7,167 (146)
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3.4 Hauptresultat

Sei € > 0 beliebig. Dann folgt aus der youngschen Ungleichung fiir beliebige a,b > 0

2ab < §a2 + %bQ

und somit
(a+b)? =a* +2ab+b?
1 1
< a2+§¢12+gl)2+b2 =(1+8&a*+ <1+£> b2
Wir setzen Cy := (1 + %) Damit folgt mit a = %W und b = ey ||§]| Lo (57,1-51)
in (40)

Hgn(t) - gn(t - 5n)||
e

2
Hgn(t)HQ < (1 + 5) + C{‘gi”gn”QL‘X’([&’,l—é’])'

Durch die gleichméfige Konvergenz von g, gegen ¢ folgt

1—2¢§' 1—26"
/ MwWﬁm/ g (8)]2dt
25" n—0oo Jos
t/*25 loa(t) = gt = e.)]
2

2
< liminf (1+¢ + Ceel llgn T oo (57,15t

n— 00 5 5%
1-26'
= (1+¢)lim inf l9a(®) = 9a(t = 20)I 5,
n=oo Jog &2

. 25 112 — 48
+ Jlim Ceeh 1,111 = 40)

1-26" 2
nt - nt_ n
/ lgn(®) = gt —en)l®
2

= (1+¢)liminf

n—00 o5 g2

Da & > 0 beliebig war, konnen wir guten Gewissens £ — 0 gehen lassen und somit folgt die

Behauptung. |

Damit kénnen wir den folgenden Satz beweisen, welcher uns als technisches Hilfsmittel
im Beweis von der Liminf-Ungleichung dienen wird.

Satz 3.11

Sei (fu)nen € (L2([0,1];R%)Y, £ € L2([0,1];R*), mit f, — f in L2([0,1]; R%) und
en, — 0. Wenn

n—o0o ¢

1 1
liminf—2/ fnlt) — fult — en)|2dE < o0 (147)

gilt, dann ist f € H'([0,1]; R*) und

o1 N T
tmint o5 [ 1alt) = Sult —en)lPde > [C1fPar (148)
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I'-KONVERGENZ DES RESNET

Beweis: Seien 6,6’ > 0, mit €, + § < ¢’. Dann folgt mit Ungleichung [1] aus Lemmam und
der Voraussetzung (|147)), dass ein M € R existiert, sodass

1-6
lim inf 115 % fa(t) = ns * fult —en)|?dt < M (149)
n—oo 5
gilt, wobei ns den Standardglittungskern beschreibt. Zunéchst halten wir mithilfe der Fal-
tungsungleichung von Young (Werlll Satz I1.4.4) die folgenden zwei Aussagen fest.

d d d
L. Hdtné*f_dtné*fn :Hdtné*(f_fn)
Loo([8,1—6"]) Loo([67,1—6"])
d
< ||= _
< Jai] g 17~ oy
2. || s+ g < [ g5 g 14l
s * f e oramspy = 13| 2 | frll 22 (j0,1))

Damit kénnen wir Ungleichung [2]aus Lemma auf g := ns* f und g,, := s * f,, anwenden.
Also gilt

1-26’
/26'

—ns * f(t)

2 1 1-24"
= dt < hminf—2/ ms * frn(£) — ms * fult — £,)|dt

n—eo En Jas

1 1_6/
SMmmﬂf/‘ s # Faut) — s * fult — 0)[Pdl

n—oo g2 Js

<M,

wobei die letzte Ungleichung aus folgt. Also ist {%7]5 x f : § > 0} beschrinkt in
L3([28',1 — 24']). Da L?([26",1 — 28"]) reflexiv ist (Werll, S. 105) und jede beschrinkte
Folge in einem reflexiven Raum eine schwach konvergente Teilfolge besitzt (Werlll Theo-
rem II1.3.7), existiert also ein h € L?([26’,1 — 24’]) und eine Folge §,,, — 0T mit

L s, * f = h. Somit folgt mittels der Definition der schwachen Konvergenz in Kom-
bination mit der Selbstdualitit von L?, welche eine Konsequenz aus dem Darstellungssatz
von Frechet-Riesz (Werll, Theorem V.3.6) ist, dass fiir alle ¢ € L?([2§’,1 — 2§’]) und somit
insbesondere fiir alle ¢ € C}([20’,1 — 2§']) gilt, dass

1-26' d 1-25%
/ et)=(ns,, * f)({t)dt — p(t)h(t)dt, fir m — oco. (150)
25/ dt 25/

Mittels partieller Integration unter Ausnutzung des kompakten Tréagers von ¢ kénnen wir
weiter folgern

1-28 d 1-2¢8 d
[ etrgm, < nwae=- [ s, x 05 e0d (151)
267 267
Weiterhin folgt mit Satz
1-24’ d 1-2¢8’ d
- / (ns,, * f)(t)=p(t)dt — — F@®)=(t)dt, fiir m — co. (152)

Kombination von ((150)), (151)) und (152)) ergibt
1-26% 1-26" d

[ etwmtae=— [ o et
2 2

6/




3.4 Hauptresultat

und somit folgt mit Definition dass h die schwache Ableitung von f ist. Wir schreiben
daher h = f. Damit bleibt nur noch Aussage (148]) zu zeigen. Da %(7’]57” x ) =mns, * %f

gilt, folgt also mit Satz %(ngm s« f) — f in L2([26,1—26]), fiir m — oo. Mit Ungleichung
[ und Bl aus Lemma [B.10] bekommen wir

1-24" 1-26"
d nl(t) — n(t —en
/ ‘ (15, *f)(t)”dt<11minf Mo * FnlE) = sy * Jn(E — En) ‘dt
28" dt n—oo  Jos5 En
1-¢ _ _
< lim inf / Mo * Il8) = o * Fnt — €n) ‘dt
n— 00 , En
1 B B 2
< lim inf fn(t) fn(t 5n) dt.
n—oo en En
Aus der L?([26,1 — 26]) Konvergenz von (s, * f) folgt
1-26' 1 2
. n(l) — fn(t—en
/ I1F()|2dt < liminf/ In() = Jult = n) |, (153)
28" n—ooo J En
Mit 6’ — 0% folgt die Behauptung. |

Damit konnen wir die Liminf-Ungleichung aus Definition [I.1] fiir &, zeigen.

Satz 3.12
Seien die Bedingungen aus Satz erfiillt. Sei weiterhin

N
(@(”)> > (K("),b(”),W("),c(”)) = (0)en — 0 == (K,b,W,¢) € ©. Dann

neN
gilt

lim inf En(0M™) > £,(6). (154)

Beweis: Sei # € © beliebig. Sei weiterhin #(™ — @ beliebig. Falls lim inf £, (™) = oo,
n—oo
folgt die Behauptung trivialerweise. Somit reicht es, unter Betrachtung einer Teilfolge, die

Aussage (T54) nur fiir Folgen 6(™) — 6 zu zeigen, fiir welche &,(0) beschrinkt ist. Sei
6" eine solche Folge. Dann folgt aus Satz dass li_>m B0z, y) = Ex(0;2,y). Da

R® und R™ unabhingig von n und stetig sind, folgt lim R®)(W™) = RE)(W) und
n— oo

lim R®(c™) = R (c). Fiir die Behauptung miissen wir also nur noch die folgenden zwei
n— 00

Aussagen zeigen:

1. liminf RO (K™) > RO(K),

n—r oo

2. liminf R® (6™) > RA (b).

n— oo

Der Beweis der Aussagen verlauft analog, deshalb zeigen wir nur Aussage
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Sei K" (t) = Ki(n) fir ¢t € (tgn)7t§i)1] und ¢ =0,...,n — 1. Dann ist

n—1
liminf RO (K™) = limintn 3 1K = KO+ ral g™
i=1

n—1

> lminf > IR = K + i inf 7| 162

1
= lim inf n? /
n—oo 1

1
> [ IR@IPdt+ nl KO) = RO (),
0

_ . 1\ |I?
KM (1) — K™ (t - ) dt+ | K¢V
n

n

wobei die letzte Ungleichung aus Satz m mit €, = + folgt. Zusammengefasst bekommen
wir also

S

lim inf £, (0™) = liminf » ~ B, (0™ 2, y,) + R (K™) + R (6M) + RO (W ™) + R ()
n—00 n—00
s=1
S
= Boo(f,2,ys) + liminf RV (K™) + RP (6™) + RO (W) + RW(c)
n—oo
s=1
S
> Euo(0,74,ys) + RY(K) + RE) (b) + RO (W) + RW(c)
s=1
= 00(9)'
woraus die Behauptung folgt. |

N
Um die Limsup-Ungleichung zu zeigen, definieren wir eine Folge () e (@(”)) durch
o) = (K™ pm) W) () mit

i+l
Ki(n) =n /" K(t)dt, firi=0,...,n—1, (155)
ni+1
B — n/ " ob(t)dt, fir i =0,...,n—1, (156)
w =w, (157)
), (158)

Im Folgenden zeigen wir die Konvergenz von 8™ — 0 in der TL2-Topologie und im
Anschluss die Limsup-Ungleichung.
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3.4 Hauptresultat

Lemma 3.13
Seien die Bedingungen aus Satz erfullt, sei § = (K,b, W, c) € © und sei

(0, en € <®("))N definiert durch (155{158)). Dann konvergiert (") — 6 beziiglich
der T L?*-Topologie.

Beweis: Da W™ und ¢(™ konstante Folgen sind, folgt dessen Konvergenz trivialerweise.
Die Beweise fiir K™ — K und b — b laufen analog ab, daher beschréinken wir uns auf

den Beweis von K" — K. Sei K(™(t) = Ki(n) fir t € [£,21) fir i = 0,...,n— 1 und
K™(1) = K™, Da K € H'([0,1]) folgt mit Satz 2.8 dass K € C%3([0,1);R"). Also
existiert nach Definition eine Konstante Cx € R, sodass [|[K(s) — K(t)|| < Ckx+/|s — |
fiir alle s,t € [0,1]. Damit kénnen wir folgendermafien abschétzen:

_ Ly 2
1K) = Ko = [ K00 - )| ar
n—1 itl

it1

n—1

Z )
/i

=0 " 7n

(n) 2
‘Ki" —K(t)H dt

i+1

2
n / K™ K()ds| dt (159)

7

n—1 ,itl it1 2
<wy | ( [ ) - K<t>||ds> at
i=0" 7w w
n—1 i+l it1
= “Z/ / K (s) — K(t)]*ds dt (160)
i=0 VW w
1 1 i+1

n— itl itl
< Cf(nZ/ / |s — t|ds dt, (161)
i=0 7w

i

n

wobei in (159) die Definition von K;n) eingesetzt und in (160]) die jensensche Ungleichung
benutzt wurde. Zunéchst widmen wir uns dem Summanden in (161)):

it1 i+l itl
/ / |s — t|dsdt = /

Z
n

/i+1

i
n
i

i1

t n
/tfsder/ s —tdsdt
4 t
t t i-:l i-:;l
(t/ ds—/sds>+</ sds—t/ ds)dt
= = t t
N2 . 2
1 1 1
(t—l) —i—(t—H_ ) dt
n 2 n

n
it1

I
&\
3

N |
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Einsetzen in (161 ergibt

n—1

~ (n 1
K™ — K720 < Cin Y 3.3
i=0
C
=K 0, firn — oc.
3n
Mit Satz folgt die Behauptung. |

Wir zeigen jetzt, dass fiir die durch (155[/158) definierte Folge (6(™),ey die Limsup-
Ungleichung erfiillt ist.

Satz 3.14

Seien die Bedingungen aus Satz erfiillt. Weiterhin definieren wir fiir beliebiges
R

6 € © die Folge (0),cn € (@(")) wie in Lemma [3.13] Dann gilt 6" — 6 und

lim sup &,(07) < E.

n—oo

Beweis: Sei § = (K,b,W,c) € O. Falls £, = oo folgt die Behauptung trivialerweise. Daher
betrachten wir nur den Fall £, < co. #™ — # haben wir bereits in Lemma gezeigt.
Aus Satz folgt somit, dass lim E, (#™) = E(0). Daher bleiben fiir die Behauptung,

n—oo

dhnlich wie Im Beweis von Satz [3.12] nur noch die folgenden zwei Aussagen zu zeigen:

1. limsup RV (K™) < RY (K)

n—oo
2. limsup R%Z)(b(")) < Rg%)(b)
n—oo

Da der Beweis der Aussagen [T]und [2 analog verlduft, zeigen wir nur Aussage [T} Wir schéitzen
ab:

n—1

RDE™) =n Y |E™ — KM + ) K2 (162)
=1
n—1 it1

+ 71 (163)

n "K(t)—K(t—Ddt2 n/OiK(t)dt2

n—1
<n’ Z/
i=1

i
n
1
<n?
1
3

Sei € > 0 beliebig. Mit der youngschen Ungleichung fiir Produkte folgt, dass eine Konstante
C. = (1 + %) € R existiert, sodass fiir beliebige a,b € R

i1
n

1 2
n/ K(t) — K(0) + K(0)dt
0

K(t)—K(t—i)HdH—ﬁ

(164)

K(t) - K (t _ i) H dt + Tln/oi K (#) — K(0) + K(0)|2dt  (165)

la +bl* < (1 +¢)lall* + Ce bl
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3.4 Hauptresultat

gilt. Damit konnen wir den rechten Teil von (165]) abschétzen durch

nn/f 1K () — K(0) + K(0)|[*dt < nn/; Ce[|E(t) — K(0)|* + (1 + &) [ K (0) | *dt

< (1+4&)m | K(0)|? +nCEnC§</" tdt
0

7'1050%{
2n
wobei Cx wie in dem Beweis von Lemma definiert ist. Eingesetzt in (165) bekommen

WI1r

= (1+ )| K(0)]* +

! 1 C.C?
RM(KM) < n2/1 HK(t) - K (t - n) H dt + (1 +¢)m | K(0)]]? + 712#
S, 1 C.C%
< K ||*dt + (1 + &) || K(0)|| +
0 2n
. 71C.C3
= K2 o,y + (1 + )| K (O] + =,

wobei die letzte Ungleichung aus Satz folgt. Grenziibergang n — oo ergibt

1
nmsupRg)(K(”))g/ K @®)|2dt + (14 )| KO)]2 < (1 + &) R (K).
0

n—roo

Die Behauptung folgt fiir e — 0. |

3.4.4 Beweis von Satz |3.3

Indem wir die Ergebnisse aus den vorherigen drei Abschnitten zusammentragen, kénnen
wir nun das Hauptresultat beweisen. Seien dafiir die Annahmen aus Satz erfiillt. Aus
Satz folgt, dass eine Minimiererfolge von 0™ von &, iiber O existiert. Weiterhin
resultiert aus Satz [3.12] und Satz 3.14]

Eoo =T-lim &,,.

Daher folgt mit (BT02, Prop. 1.18(ii)), dass £,(#™) beschrinkt ist. Also konnen wir
durch Anwendung von Korollar folgern, dass 0™ kompakt in ©( im Sinne von
Abschnitt ist. Durch Bildung des Abschlusses von {#(™) : n € N} ergibt sich die
gleichgradige Koerzivitiat von &,. Somit folgt aus Satz [1.8|die Behauptung von Satz

39



Kapitel 4: Experiment

Mit dem Ziel der Verifikation der Theorie aus Kapitel [3|haben wir ein Experiment durch-
gefiihrt, in welchem wir analog zu dem in Kapitel [3| beschriebenen Modell ein residuales
neuronales Netzwerk mithilfe der Programmbibliothek PyTorch (PGM™19) implemen-
tiert haben. Dabei wollten wir die Konvergenz der diskreten Netzparameter gegen die
kontinuierlichen Parameter beobachten. Im Folgenden werden der Versuchsaufbau, die
Versuchsdurchfithrung und die Resultate des Versuches présentiert.

4.1 Versuchsaufbau und -durchfiihrung

Bei dem Versuch wurde das Modell aus Kapitel [3| etwas vereinfacht, indem wir auf die
Klassifizierungsfunktion h verzichtet haben und somit auch die Parameter W und c
wegfallen. Die tibrigbleibenden Komponenten des Modells haben wir mit d = 1 gewéahlt
durch

o(z) = relu(z),
‘C(‘/an) = |‘/E - y|23
a;=1firi=1,2
;>0 fir j =1,2.
Hierbei ist zu beachten, dass die Voraussetzungen aus Satz [3.3] erfiillt sind. Auf die
genauen Werte von 7; gehen wir in Abschnitt ein. Weiterhin haben wir versucht
Trainingsdaten {zs, ys}sszl so zu konstruieren, dass wir die Minimierer von &, welche

fiir gegebene Trainingsdaten analytisch nur sehr schwer zu bestimmen sind, vorhersagen
konnen. Dafiir haben wir Funktionen K, b : [0, 1] — R definiert durch

K(t) = b(t) = e (7097,
Im Anschluss haben wir die gew6hnliche Differentialgleichung
X(t) =o(K(t)X(t) +b(t)) (166)

tiber [0, 1] fiir S = 50000 verschiedene Anfangswerte numerisch mittels der odeint Funk-
tion aus der Python-Bibliothek SciPy (VGOT20) gelost. Die Anfangswerte {x}2%9° sind
dabei zufillige, gleichverteilte Werte aus [0, 1]. Damit bekommen wir also die folgende
Menge an Losungen der Differentialgleichung:

{X,:[0,1] - R}

s=1>

wobei X die Losung von (166 unter der Bedingung X (0) = =5 beschreibt. Die Trai-
ningsdaten seien dann definiert durch

{155795}5:1 = {5, X,(1) sszl = {X(0), X,(1) 55:1- (167)
Wir haben dann die Vermutung angestellt, dass die Minimierer (K*,b*) € H'([0,1],R) x
H'([0,1],R) von £, durch K*(t) = K (t) und b*(t) = b(t) gegeben sind. Daraufhin haben
wir das Netzwerk mit n € {100, 1000} Schichten mithilfe der Trainingsdaten aus (167
iiber 500 Epochen trainiert und anschliefend die Parameter K™ und b(™ ausgelesen.




4.2 Resultate

4.2 Resultate

GemiB der Theorie aus Kapitel [3| haben wir erwartet, dass die Parameter K und
b(™ gegen die mutmaslichen Minimierer K* und b* beziiglich des Abstandes d aus
konvergieren. Um das zu iiberpriifen haben wir die Funktionen K ,l; : [0,1] — R, analog
zu der Vorgehensweise in der Konstruktion von d, als stiickweise konstante Fortsetzung
der als diskreten Funktionen verstandenen gelernten Parameter K (") und 5™ definiert.
Im Folgenden eine Visualisierung der Funktionen K* und K, beziehungsweise b* und b
fiir verschiedene Werte von 7; und n € {100, 1000}.

104 104

0.8 0.84

0.6 0.6

0.4
0.4

0.2 1
0.2 4

0.0
0.0 4

T T T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

(a) Rot: K(t), Blau: K(t) (b) Rot: b(t), Blau: b(t)

n = 100,
T = 0.1, T2 = 0.1,
Trainingsfehler: 3.2077, Validierungsfehler: 3.2361

101 0]
08 08 |
06 06 1
0.4 041
021 021
001 0.0
—02 02

00 02 04 05 08 10 00 o2 04 0 08 10

(c) Rot: K(t), Blau: K (t) (d) Rot: b(t), Blau: b(t)
n = 1000,

T = 0.1, T = 0.1,
Trainingsfehler: 143.6049, Validierungsfehler: 144.3028
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1.0 4

0.8

0.6

0.4

0.2 1

0.0

1.0

0.8 4

0.6

0.4 4

0.2 4

0.0 4

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

T
0.0

T T T T T T T T T
0.2 0.4 0.6 0.8 10 0.0 0.2 0.4 0.6

(e) Rot: K(t), Blau: K(t) (f) Rot: b(t), Blau: b(t)

n = 100
=1 mn=1,
Trainingsfehler: 4.2109, Validierungsfehler: 4.5058

T
0.8

1.0 A

0.8

0.6

0.4

0.21

0.0

—0.2

0.‘2 0:4 0.‘6 0.‘3 l.‘O 0.‘0 0:2 0.‘4 0.‘6
(g) Rot: K(t), Blau: K(t) (h) Rot: b(t), Blau: b(t)
n = 1000,

T = 17 2 = 17
Trainingsfehler: 143.6049, Validierungsfehler: 144.3028

T
0.8
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10 10
08 0s ]
0s ] 06 ]
04 04
0.2 4 0.2
00 00 ]

0.0 02 04 06 08 10 00 02 0.4 06 08 10

(a) Rot: K(t), Blau: K(t) (b) Rot: b(t), Blau: b(t)
n = 100
71 = 0.5, 79 = 3,

Trainingsfehler: 3.9370, Validierungsfehler: 4.5943

10 0]
05 0.8
061 06 |
0.4 041
021 024
0.0 00
0.2 1 0.2

00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10

(c) Rot: K(t), Blau: K (t) (d) Rot: b(t), Blau: b(t)
n = 1000,
71 = 0.5, 79 = 3,

Trainingsfehler: 143.6049, Validierungsfehler: 144.3028

Wie in den Grafiken zu erkennen ist, konnten wir keine L?-Konvergenz der stiickweise
konstant fortgesetzten Parameter gegen die mutmaflichen Minimierer beobachten. Die
wohl offensichtlichste Fehlerquelle ist, dass K* und b* nicht notwendigerweise Minimierer
des Grenzfunktionals £ sein miissen. Aber auch die Moglichkeit, dass die Schichtanzahl
n nicht grofl genug gewahlt ist, um die Konvergenz zu zeigen, ist nicht auszuschlieffen.
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Kapitel 5: Fazit

Wir haben in Kapitel [1|das Konzept und einige Eigenschaften der I'-Konvergenz erarbei-
tet, insbesondere Satz welcher die Konvergenz der Minimierer einer I'-konvergenten
Folge von Funktionalen gegen die Minimierer des I'-Grenzwertes beschreibt. Weiterhin
haben wir in Kapitel 2| die notwendigen funktionalanalytischen Grundlagen gelegt, mit
welchen es uns moglich war in Kapitel 3| das Lernproblem eines n-schichtigen residualen
neuronalen Netzwerkes fiir gegebene Trainingsdaten als Minimierungsproblem eines Ziel-
funktionals &,, iiber diskreten Funktionenrdumen zu formulieren. Zuséatzlich haben wir in
Kapitel [3] fir n — oo und allgemeine Trainingsdaten die I'-Konvergenz des zu minimie-
renden Zielfunktionals gegen ein von uns definiertes, kontinuierliches Grenzfunktional
sowie die Kompaktheit von Minimiererfolgen von &, gezeigt, indem wir die Beweise aus
(TG18)) detailliert ausformuliert haben. Somit konnten wir unter Anwendung von Satz
[1.§ die Konvergenz der Minimierer des Zielfunktionals gegen die Minimierer des Grenz-
funktionals zeigen, was das Hauptresultat dieser Arbeit darstellt.

In Kapitel [d haben wir versucht die zuvor erarbeitete Theorie experimentell zu beobach-
ten. Dafiir haben wir das in Kapitel [3] definierte Modell implementiert und Trainingsda-
ten aus Randwerten von Lésungen von Differentialgleichungen erstellt, in der Hoffnung
die Minimierer von £, vorhersagen und somit fiir eine hohe Anzahl von Schichten n die
Konvergenz der Parameter beobachten zu kénnen. In unseren Versuchen war es uns nicht
moglich die I'-Konvergenz der Netzwerk Parameter zu beobachten. Der wahrscheinlichs-
te Grund dafiir ist eine falsche Vorhersage der Minimierer von £.

Daher wére ein weiterer erfolgversprechender Ansatz, die Minimierer von &, analytisch
zu bestimmen, um so passende Trainingsdaten zu konstruieren. Eine analytische Be-
rechnung der Minimierer von €, erscheint jedoch duflerst herausfordernd und konnte
im Rahmen dieser Arbeit nicht durchgefiihrt werden. Fiir weitere Arbeiten bietet sich
deshalb eine néhere Untersuchung dieses Ansatzes an. Ein aktueller Ansatz zur Unter-
suchung des Trainings von neuronalen Netzen ist die Interpretation des Minimierungs-
problem als Problem der optimalen Steuerung (CSZ19). Durch solch eine Interpretation
ist es moglich Minimierer von £, fir gegebene Trainingsdaten zu berechnen. Durch
die Berechnung dieser Minimierer stehen fiir die Untersuchung der I'-Konvergenz eine
Grundwahrheit fiir die erwarteten Grenzwerte zur Verfigung.
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