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1 Einleitung

Image Deblurring ist der Prozess verrauschte, unscharfe Bilder so zu be-
arbeiten, dass die Originalbilder bestméglich wiederhergestellt werden. Sol-
che Prozesse findet man in vielen verschiedenen Bereichen, zum Beispiel in
der Astronomie, medizinischen Bildgebung, im Militér, in der Uberwachung,
beim Scannen von Augen, in der Mikroskopie oder bei der Videokommuni-
kation [9]. Aber auch bei der digitalen Fotographie im Alltag kann es zum
Beispiel zu sogenannten ,,geblurrten” Bildern kommen. Diese Bilder sehen
dann verwischt und verwackelt aus.

Abbildung 1: Im linken Bild ist das Original abgebildet. Das Original wird
geblurrt und mit einem Rauschen belegt, was im mittleren Bild zu sehen
ist. Rechts sieht man dann den Versuch das Original mit Hilfe einer naiven
Riickrechnung wiederherzustellen.

Typischerweise hat so ein Problem die Form
b=Ar+e .

Das geblurrte Bild b entsteht dadurch, dass das Originalbild z durch A ge-
blurrt und in der Regel noch ein Rauschen e dazu addiert wird. Wobei A
eine sehr grofie und fiir gewohnlich schlecht konditionierte Matrix ist.

Die Kunst besteht jetzt darin, das Originalbild x bestmoglich zu rekonstru-
ieren. Wie man in Abbildung 1 sieht, erzielt man mit naiven Rekonstruk-
tionsverfahren keine guten Ergebnisse. Das liegt vor allem daran, dass das
Rauschen e nicht mit in die Berechnungen einbezogen wird, was fiir ein gutes
Ergebnis aber zwingend notwendig ist.

Gegeniiber der naiven Rekonstruktion stelle ich in meiner Arbeit zwei weitere
Verfahren zur Bildrekonstruktion vor, zum Einen das Verfahren der konju-
gierten Gradienten und zum Anderen die Hybrid Bidiagonalization Regulari-
zation. Ich werde beide Verfahren herleiten und sie dann im weiteren Verlauf
miteinander vergleichen.



Beide Verfahren nehmen sogenannte Regularisierungsverfahren, wie zum Bei-
spiel die TSVD Regularisierung, die Tikhonov Regularisierung oder die Lanczos-
Hybrid-Methode zur Behandlung von schlecht gestellten Problemen zu Hilfe.
Hier spielt vor allem die geeignete Wahl eines Regularisierungsparameters
eine wichtige Rolle, fiir die es wiederum verschiedene Verfahren gibt. Das
GCV-Verfahren oder die L-Kurven Methode wiren zwei dieser Verfahren,
auf die wir hier ndher eingehen und auch herleiten werden. Darauthin ver-
suche ich einen Vergleich zwischen dem GCV-Verfahren und der L-Kurven
Methode zu ziehen, um herauszufinden, mit welcher Technik man anschei-
nend den besseren Regularisierungsparameter errechnen kann.



2 Grundlagen

2.1 Verwendetes Beispiel

In meiner Arbeit verwende ich das Beispiel ,satellite aus den Restore Tools
von James Nagy und Mitwirkenden [3, 4, 5]. Die Matlab-Daten beinhalten
drei gegebene Matrizen aus dem R2%6%2°6. Das Originalbild ist gegeben als
Tyrue, die Blurringmatrix als PSF', was fiir point spread function steht und
das geblurrte Bild als b.

Abbildung 2: Im linken Bild ist das Original x;,.,. abgebildet. Die Blurringma-
trix PSF ist im mittleren Bild zu sehen. Rechts sieht man dann das geblurrte
Bild .

AufBler diesen Beispieldaten verwende ich auch noch einige Methoden aus
demselben Tool zur Berechnung entsprechender Beispielbilder. Direkt wird
TikGCV, HyBR und CGLS benutzt. Diese Methoden verwenden intern aber
noch einige weitere Methoden aus dem Tool, worauf ich nicht genauer einge-
hen werde, (siehe [4, 3]).

2.2 Singularwertzerlegung

Im Englischen heifit die Singuldrwertzerlegung Singular Value Decompositi-
on und wird daher meistens kurz SVD genannt. Dies ist ein Verfahren zur
Zerlegung beliebiger Matrizen aus dem R™*". Fiir nicht quadratische Matri-
zen ist diese Zerlegung besonders wichtig fiir das Invertieren, da man eine
nicht invertierbare Matrix in invertierbare Matrizen zerlegt. Ich mo6chte hier
aber nur auf die Zerlegung quadratischer Matrizen aus dem R™*" eingehen,
da wir im Weiteren auch nur diese verwenden werden. Bei quadratischen
Matrizen wird diese Zerlegung vor allem bei schlecht konditionierten Matri-
zen angewendet. Diese Matrizen kénnen zwar regulér, also invertierbar sein,
jedoch kommt es beim Invertieren haufig zu schweren Rundungsfehlern, die
diese Matrizen dann doch singulir erscheinen lassen. Auch hier schafft die
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Singularwertzerlegung Abhilfe, wie bei rechteckigen Matrizen.

Die Matrix A € R™" wird hierbei in A = UXV7T zerlegt. U und V sind
orthonormale Matrizen mit U,V € R"*" die die Singularvektoren von A
enthalten. Es gilt hier die Beziechung UTU = VTV = E, wobei E die Ein-
heitsmatrix ist. Die Singulérwerte von A stehen auf der Hauptdiagonalen von
Y, also ¥ = diag(oy,09,...,0,) mit 01 > g9 > ... > o0, > 0. Das Verhalt-
nis 2t heifit auch Konditionszahl von A. Man kann A auch schreiben als
A=3"" ouv], mit den i-ten Spaltenvektoren u; und v; der dazugehdrigen
Matrizen U und V.

Die Singuldrwerte sind die positiven Wurzeln der Eigenwerte der Matrix AT A,
aus diesem Grund kann die Matrix A mit Hilfe der Singularwerte &hnlich gut
beschrieben werden wie mit den Eigenwerten. Dies hat eine besondere Be-
deutung fiir nicht quadratische Matrizen, da diese keine Eigenwerte besitzen,
aber deren Eigenschaften dann durch die Singulédrwerte beschrieben werden
konnen. Allerdings ist die Singularwertzerlegung fiir sehr grofle Matrizen auch
sehr aufwendig.

Bei der Singuldrwertzerlegung von schlecht konditionierten Matrizen kann
man immer wieder beobachten, dass sich die Singuldarwerte o; der Matrix
A in der Nédhe von Null hdufen. Dies kann allerdings zu grofien Problemen
fithren, da man bei der Losung des linearen Gleichungssystems Az = b durch
die Singuldrwerte o; dividieren muss:

n

Th.
r=A"p=Y "4 bus (1)

0’.
i=1 v

Dies bewirkt, dass ein beliebig kleines Rauschen in den Daten zu sehr groflen
Abweichungen, also zur Verstirkung des Rauschens fiihrt. Deutlicher wird
es, wenn wir vorherige Gleichung durch ein Rauschen e erweitern, damit wir
mogliches Rauschen mit in die Rechnung einbeziehen konnen. So erhalten
wir unser neues Gleichungssystem Az + e = b. Die Losung dieses Systems

n

T n_,T
o B u; bu; u; ev;
r=A (b—e)—ZTi—Z— (2)

O'A
i=1 i=1 v

verdeutlicht nochmal, dass durch das Dividieren durch kleine Singuldrwerte
o; auch sehr kleine Werte fiir e zu starkem Rauschen fithren kénnen, wie gut
in Abbildung 3 zu erkennen ist.

In Abbildung 3 werden die Orginaldaten in schwarz abgebildet. Fiir die Origi-

naldaten wurde das Beispielbild des Satelliten in einen Spaltenvektor umge-
schrieben. Dann wurde ein Teilvektor herausgenommen, so dass wir z € R*50
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Abbildung 3: Im linken Bild sieht man einen Bildausschnitt z im Eindi-
mensionalen (schwarz) und der gleiche Ausschnitt geblurrt und mit einem
Rauschen belegt, b (griin). Der Unterschied zwischen beiden Signalen ist nur
minimal bei minimalem Rauschen der GréSenordnung [1071°|. Beim Versuch
das Original x (schwarz) mit SVD wiederherzustellen, entsteht das Signal in
rot auf der rechten Seite, welches durch sehr starkes Rauschen geprégt ist.

erhalten. A ist ein Gauffilter in der Dimension R*%*1%0 Dieser Filter blurrt
das Originalbild und lésst es unscharf erscheinen. Im Eindimensionalen ist
dies daran zu erkennen, dass die Ecken abgerundet, also weicher gemacht
werden. Das Rauschen e ist ein Spaltenvektor im R'Y. Die einzelnen Ein-
triage von e sind sehr klein und bewegen sich im Intervall von —5.2- 107! bis
4.7 -1071°, Das geblurrte Bild b ist ebenfalls ein Spaltenvektor im R° und
wird errechnet durch b = Ax + e.

Im linken Bild von Abbildung 3 kann man deutlich erkennen, dass die griine
Linie des gefilterten Bildes abgerundetere Ecken hat, im Gegensatz zu der
schwarzen Linie des Originals. Der Unterschied beider Bilder ist durch das
Filtern und das Rauschen aber dennoch sehr gering ausgefallen.

Im rechten Bild von Abbildung 3 stellt die rote Linie die durch Gleichung (1)
wiederhergestellten Originaldaten (wieder schwarz) dar. Nun ist zu erkennen,
dass die wiederhergestellten Daten enorm von den Originaldaten abweichen,
obwohl das Rauschen e nur sehr gering ist. Die Umkehrung ist also nume-
risch instabil und oszilliert, bei uns vor allem im mittleren Teil, sehr stark.
Die Amplitude der Originaldaten liegt bei ungefihr 2.5 - 10~*, wiihrend die
Amplitude der errechneten Daten bei ungefahr £85 liegt. Dies ist auf das
Dividieren durch die Singuldrwerte in Gleichung (1) zuriickzufiithren, welches
dazu fiihrt, dass ein kleines Rauschen zu sehr groflen Problemen fiihren kann.
Daher muss man das Rauschen bei der Riickrechnung mit einbeziehen, so wie



es in Gleichung (2) zu sehen ist.

Abbildung 4: Im linken Bild ist das Original abgebildet. Das Original wird
gefiltert und mit einem Rauschen belegt, was im mittleren Bild zu sehen
ist. Im rechten Bild sieht man dann den Versuch das Original mit Hilfe von
Gleichung (1) wiederherzustellen.

Im Zweidimensionalen verhélt es sich genau wie im Eindimensionalen auch.
Dieses Mal nehmen wir fiir  das komplette Beispielbild ,satellite“ der Di-
mension R?%6%2%6 aus den Restore Tools. Dieses ,,unverfilschte® Bild ist in
Abbildung 4 ganz links zu sehen. Die Matrix A ist hier die PSF-Matrix auch
aus dem ,,satellite“-Beispiel und hat dieselbe Grofie wie x.

Im mittleren Bild von Abbildung 4 ist das geblurrte und verrauschte Bild b
zu sehen, welches auch wieder durch b = Az + e berechnet wird. Das Bild er-
scheint deutlich unschérfer und verwischter als das Original. Dennoch ist der
Unterschied zwischen beiden Bildern eher gering. Im Gegensatz dazu, kann
man das Originalbild (Abbildung 4 rechts) nicht mehr erahnen. Hier wurde
wieder versucht das Original mit Hilfe von Gleichung (1) wiederherzustellen,
was durch das Nichteinbezichen des Rauschens vollig unméglich ist. [2]



2.3 Verfahren der konjugierten Gradienten

Das Verfahren der konjugierten Gradienten (kurz CG-Verfahren, aus dem
Englischen von conjugate gradients) ist das wohl effizienteste Iterationsver-
fahren zur Losung linearer Gleichungssysteme. Hier wird die quadratische
Funktion

1
o(z) = §xTAx —2Tb, 2,b € R" A c R (3)

betrachtet. Wéahrend = und b Vektoren sind, ist A eine symmetrische und
positiv definite Matrix. Durch diese Eigenschaften der Matrix A, besitzt ¢(x)
ein eindeutiges Minimum bei x = 2. Das Minimum erhé&lt man durch ableiten
und Null setzen von ¢(z), dies ist zugleich auch die Losung des linearen
Gleichungssystems Ax = b.

Man kann durch die Eigenschaften von A auch das Skalarprodukt

<CE, y>A = SUTAZ% z,y e R" (4)
sowie die induzierte Norm
|z||a = VaT Az, z € R"und 2 Az > 0, (5)

definieren.
Nimmt man die Differenz der Funktionen, der errechneten Losung x und der
exakten Losung 7,

8(a) — 6() = £ (x — 7 Alz — #) = |}z — 213 (©

dann erhédlt man ein Fehlermaf fiir den Abstand dieser Losungen, welches in
jedem Iterationsschritt reduziert werden soll. Nun versucht man die Funktion
¢(z) aus (3) zu minimieren, indem zu jeder Iterierten x) eine Suchrichtung
dy. # 0 bestimmt wird, um so die néchste Iterierte zj 1 mit

1 . 1 .
Tpy1 = T + ady, und §||$1c+1 — 2% < §||l’k — 2[5 (7)
zu berechnen. Im Weiteren folgt in Abhéngigkeit von « fiir die Funktion
1
O(2i1) = ¢(xr) + ad] Axy, + §a2d£ Ady, — ad}b .

Nach Differentiation dieser Gleichung nach « und dem Null setzen erhilt
man die Schrittweite oy mit

T
@:O - o = dek

dov T Ad, mit 7, = b — Az und df Ad, #0. ()
k
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Abbildung 5: Links ist der Graph von ¢(z) abgebildet und rechts im Bild
sind die Hohenlinien mit den beiden bendétigten Iterationsschritten zu sehen.
Der Mittelpunkt der Ellipsen (hier rot) ist das gesuchte Minimum Z.

Jetzt muss noch die Suchrichtung d, festgelegt werden. Fiir £k = 0 ist sie
gleich dem negativen Gradienten von ¢

do = —v¢(I0) =b— A(L’Q =To, (9)

also gleich der Richtung des steilsten Abstieges, welcher wiederum mit dem
Residuum {ibereinstimmt.

Dies ist aber nicht immer die beste Wahl, daher berechnet man alle weiteren
Suchrichtungen auf andere Weise. Der Graph von ¢(x) zeigt ein elliptisches
Paraboloid und die Hohenlinien von ¢(z) sind Ellipsen, wie in Abbildung 5
zu erkennen ist. Der gemeinsame Mittelpunkt dieser Ellipsen ist das gesuch-
te Minimum Z. Betrachtet man die Hohenlinien von ¢(z) jetzt in der || - |4
- Geometrie, so beschreiben diese Kreise. Die erste Suchrichtung d; ist die
Tangente eines dieser Kreise. Deshalb soll die ndchste Suchrichtung orthogo-
nal zu der vorherigen sein, sodass sie direkt durch den Mittelpunkt geht und
so zum Minimum z fiithrt. Daraus folgt, dass

(i1, di)a =0
gelten soll.

4
(dit1, di)a ¢ djy ) Ady,

1 (Trg1 + Brdy) ™ Ady,

= TZ_HAdk —+ BkdzAdk

T

11 T4 Ad

DT Ady — e d: dT Adj,
k

= 1 Ady — 13 Ady

=0



fithrt uns zu der neuen Suchrichtung dj.q, die wir mit

dyv1 = Try1 + Brdy (10)
berechnen, wobei
T
=——. 11
P dT Adj, (11)

Die Gleichungen (8) und (11) sind nur dann wohldefiniert, wenn dy; # 0.
Dies tritt aber nur dann ein, wenn dj und ryy; linear abhéngig sind, da
dj aber orthogonal zum Residuum 7y ist, ist das nur dann der Fall, wenn
rg+1 = 0 und somit die Losung z = 2 gefunden wurde.

Diese Suchrichtungen nennt man wegen der speziellen Orthogonalitédtsbedin-
gungen (dgi1,di)a = 0 zueinander A-konjugiert. Daher spricht man auch
vom Verfahren der konjugierten Gradienten.

Fiir die Implementierung des CG-Verfahrens schreibt man die Gleichungen
fiir @« und S noch in eine rechengiinstigere Variante um. Bei der Berechnung
von «y, ersetzen wir den Zahler. Dadurch das

.l dy, = TkT(Tk + kalrdekfl) =1 7y

gilt, konnen wir jetzt

_ rell3
4" Ady
schreiben. Bei der Gleichung fiir §; formulieren wir ebenfalls den Zahler um,
indem wir fiir

1 1 T 2
Tk+1TAdk = —(Tk+1T7’k - Tk+1T7"k+1) = ——|’7"k+1‘|§ == H kH!QdkTAdk
ozk vk Ir&l13
schreiben. Dann erhalten wir
2
Bk; _ |’Tk+1‘|2 (13)

713

als neue Formel. So spart man sich einige Matrix-Vektor-Multiplikationen
und muss nur auf die schon bekannten Residuen zuriickgreifen. Der Rechen-
aufwand minimiert sich hierdurch.

Der Gesamtaufwand des CG-Verfahrens ist dhnlich dem von anderen Ver-
fahren, wie beispielsweise fiir Gesamt- und Einzelschrittverfahren [1]. Jedoch
wird dieser geringer, je weniger Eintrédge von A von Null verschieden sind.
Die Losung, also das Minimum z, wird dabei immer in hoéchstens n Schrit-
ten gefunden. Im Beispiel aus Abbildung 5, mit der Dimension n = 2, sieht



man, dass das Minimum nach genau zwei Schritten gefunden wird und im
Mittelpunkt der Ellipsen liegt. [1, 6]

Zusammengefasst sieht der Algorithmus des CG-Verfahrens dann so aus :

Algorithm 1: CG-Verfahren

input : A € R symmetrisch, positiv definit, b € R” und xq € R
beliebig
output: Minimum =z

begin
ro = b— Al’o
d() =Tp
for k=0,1,2,... do
o rTrk
O = d{kAdk

Tpy1 = Tp + apdy
The1 = b — Azpp

B _ _TkT+1Tk+1
S

i1 = Thg1 + Brdy,
end

end
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3 Regularisierungsverfahren

Regularisierungsverfahren werden bei schlecht gestellten Problemen ange-
wendet. Diese Probleme haben nach Definition entweder gar keine Losung,
unendlich viele Losungen oder héingen nicht stetig von den Daten ab [8]. Tritt
mindestens eine dieser Eigenschaften auf, dann ist das Problem schlecht ge-
stellt und somit nicht mehr eindeutig losbar. Die Regularisierungsverfahren
haben die Aufgabe, solch ein schlecht gestelltes Problem in ein gut gestelltes
zu iiberfiihren.

Kommen wir noch einmal auf unser Beispiel am Ende des letzten Abschnit-
tes zuriick. Auch hier haben wir es mit einem schlecht gestellten Problem zu
tun. In der Regel ist das Rauschen eine unbekannte Grofle, somit erhalten
wir fiir Gleichung (2) mehr als eine Losung, was eine Eigenschaft von schlecht
gestellten Problemen ist. Um dieses Problem zu iiberwinden, verwendet man
ein Regularisierungsverfahren, das eine stabile Approximation von z mit Hil-
fe eines Ersatzproblems erzeugt. Das heifit, dass eine einzelne, brauchbare
und stabile, nicht wie in Abbildung 3 oszillierende, Losung herausgefiltert
wird.

Bei den Regularisierungsverfahren unterscheidet man direkte, iterative und
hybride Methoden. Wir gehen hier insbesondere auf die direkten Verfahren
ein, wie zum Beispiel die TSVD Regularisierung oder die Tikhonov Regula-
risierung. Desweiteren stellen wir noch eine hybride Methode, die Lanczos-
Hybrid Methode vor.

Die Effektivitiat einer Regularisierungsmethode hiangt strikt von der geeigne-
ten Wahl des Regularisierungsparameters A ab. Wahlt man A zu klein (z.B.
TSVD) bzw. zu gro§ (z.B. Tikhonov), dann wird die Losung zu glatt und
man entfernt sich zu stark von den tatsédchlichen Daten, obwohl das Problem
stabil l6sbar ist. Wahlt man A dagegen zu grofl (z.B. TSVD ) bzw. zu klein
(z.B. Tikhonov), dann ist es genau andersherum, das Problem ist eher wenig
stabil, dafiir besteht aber sehr hohe Datentreue. Daher gibt es verschiedene
Techniken dieses A zu finden, zum Beispiel mit dem Diskrepanzprinzip, der
L-Kurven Methode oder GCV. Wir werden hier aber nur auf die beiden letz-
teren niher eingehen. [2, 5, 7]

3.1 TSVD Regularisierung

Die simpelste direkte Regularisierungsmethode ist die truncated SVD (TSVD)
Regularisierung oder auch abgeschnittene Singuldrwertzerlegung. Die schlecht
konditionierte Matrix A kann, wie gezeigt, in A = UXVT zerlegt werden. Die
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Berechnung der Originaldaten erfolgt mit Gleichung (1). Bei dieser Berech-
nung kann es, wie schon erwiahnt, zur Verstirkung des Rauschens kommen,
in dem man durch sehr kleine Singuldrwerte dividiert. Nun versucht man bei
diesem Verfahren die sehr stark verrauschten, wiederhergestellten Daten her-
auszufiltern. Dies wird realisiert, in dem man bei Gleichung (1) den Teil mit
den zu kleinen Singuldrwerten herausnimmt. Der hintere Teil der Gleichung

xzzﬂ+iﬂ (14)

A
o o;
-1 i i=A+1 v

der von dem Rauschen dominiert wird, fallt somit also weg. Dann erhalten
wir

A T .

u; bu; . 1 Lfallsi <\ |

Ty = Z d;——— , wobei §; = { , ist. (15)
Py i 0 ,fallse> A\

A ist der sogenannte Regularisierungsparameter. Die in Gleichung (14) ver-

wendete Matrix
A
2: T
A/\ = U;0;0;
i=1

hat jetzt nur noch den Rang A < n. (15) ist die Losung des Minimierungs-
problems
min ||Ayz — b||2 in Abhéngigkeit von min [|z||,.

Die TSVD Regularisierung ist zwar keine exakte Zerlegung der Original-

matrix A mehr, dennoch ist A, die bestmogliche Approximation unter allen
Matrizen mit Rang A beziiglich der verwendeten 2-Norm.
Wie bei allen anderen Regularisierungsverfahren auch, spielt die Wahl des Re-
gularisierungsparameters eine sehr wichtige Rolle. Wird A zu klein gewihlt,
dann ist die Losung z zu glatt und es werden zu viele Daten herausgefiltert.
Dies hat den Verlust von Informationen zur Folge. Ist A\ dagegen zu grof,
dann ist die Losung z) zu verrauscht, sodass immer noch ein Teil des Rau-
schens in den Daten verblieben ist. Es muss also ein passabler Kompromiss
zwischen beiden Varianten gefunden werden. Wie man dies realisieren kann,
wird im Kapitel 3.3 noch genauer gezeigt. Allerdings wird der gefilterte Teil
immer auch eine gewisse Menge Daten enthalten, die dann verloren gehen.
Andersherum enthélt auch der andere Teil immer noch eine kleine Menge des
Rauschens. [2, 7]
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Abbildung 6: Links ist das Originalbild. In der Mitte sieht man das Ergebnis
einer naiven Riickrechnung, wenn das Originalbild vorher gefiltert und mit
einem Rauschen belegt wurde. Im rechten Bild wurde das geblurrte Bild mit
der TSVD-Regularisierung bestmoglich wiederhergestellt. Es ist sehr leicht
zu erkennen, dass die Wiederherstellung des Originals sehr viel besser mit
der TSVD-Regularisierung klappt, als komplett ohne Regularisierung. Die
Ausgangswerte r, A und e sind wie im zweidimensionalen Beispiel aus Ab-
schnitt 2.2.

3.2 Tikhonov Regularisierung

Die Tikhonov Regularisierung ist das meist verbreitetste und auch bekann-
teste Regularisierungsverfahren fiir schlecht gestellte Probleme. Sie ist neben
der TSVD eine weitere direkte Methode.

Wir nehmen unser lineares Gleichungssystem Ax + e = b, welches ein Rau-
schen e enthélt und schreiben es in ein Minimierungsproblems um. Somit
erhalten wir

min{|[b — Az[[3 + || L[|} . (16)

L stellt den Regularisierungsoperator und A den Regularisierungsparameter
dar, wobei L € R™"™ eine Matrix und A € R ein Skalar ist. Fiir gewhnlich
erfiillt A die Bedingung o,, < A < 01, mit o,, als kleinsten und oy als gréfiten
Singuldrwert von A. Der vordere Teil ||b — Az||3 stellt die Residuumsnorm
dar und der hintere Teil ||Lxz||3 reprisentiert die (LT L)-Norm der Losung
x. Bei der Standard-Tikhonov-Regularisierung ist L beispielsweise die n-te
Einheitsmatrix, also L = E und somit ist

min{||b — Azl + X*|| Ex[|2} . (17)
das zu l6sende Minimierungsproblem.

Wir wéhlen hier nun auch den Regularisierungsoperator L als n-te Einheits-
matrix. Seien u; und v; jeweils die ¢-te Spalte von U bzw. V| hervorgehend
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aus der Singularwertzerlegung von A, dann formen wir Gleichung (16)
mgn{Hb — Az|53+ N?||Ez|j3} = mxin{bTb — 22T AT 4 2T AT Az + N2 Ex}
um, in dem wir sie nach x ableiten
%{bTb — 22T AT+ 2T AT Az + N22TEx)} = —ATb + AT Ax + \?Ex
und dann Null setzen
0=-A"b+ AT Az + N?Ex .

Jetzt konnen wir diese Gleichung weiter umformen, um so die Gleichung zur
Berechnung von x)

0=—-ATb+ AT Az + N*Ex
0=-VSUTb+VEUTUSV 2 + N2 Ex
0=-VXUTb+ VX VT2 + N Ex
VYU = (VE2VT 4+ N2E)x (18)
r=(VS2VT £ N2EY VU
2

n
o?  ulbw
n=2
o2+ N2 oy

=1

zu erhalten. ,
Den vorderen Term f; = UZU—J;/\Q € [0,1] nennt man Tikhonov-Filterfaktor.
Wenn dieser Filterfaktor 1 ist, dann erhalten wir Gleichung (1) und somit ist

zy die Losung von min||b — Az||3. [2, 5, 9]
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3.3 Wahl des Regularisierungsparameters

3 10*4‘ 5 .1074‘ ; _1074‘

2 !( \t‘w :\ "‘ ;" \ 1 2F ‘: \“bﬂ r"\’"\ | 9l ’-\N'\ {'\/’\ |
NN T
'l | IR 1IEER
of WMWY oW U LA L UL L

_1 | | |

| | |
0 50 100 150 O 50 100 150 O o0 100 150

Abbildung 7: Originaldaten = (schwarze Linie) und die durch die Tikhonov
Regularisierung errechneten Daten x (griine Linie): Im linken Bild ist A zu
klein gewahlt, die Losung ist zwar datentreu, aber wenig stabil. Im mitt-
leren Bild ist A nahezu optimal, die Originaldaten werden fast vollstandig
wiederhergestellt. Dagegen ist die Losung im rechten Bild zu glatt und wenig
datentreu, welches durch ein zu grofies A hervorgerufen wird.

Wie schon erwédhnt, hiangt die Effektivitéit jeder Regularisierungsmethode
strikt von der geeigneten Wahl des Regularisierungsparameters A ab. A spielt
eine sehr wichtige Rolle bei der Qualitéit der Losung. Wéahlt man A zu klein
(TSVD) bzw. zu grofl (Tikhonov), dann wird die Losung zu glatt und man
entfernt sich zu stark von den tatséchlichen Daten, obwohl das Problem stabil
l6sbar ist. Im rechten Bild von Abbildung 7 kann man dieses Problem erken-
nen. Hier wurde mit Tikhonov regularisiert und mit A = 0.3 ein zu grofler
Parameter gewéhlt. Man kann deutlich erkennen, dass die errechneten Da-
ten x, (rote Linie) unter den Orginaldaten = (schwarze Linie) verlaufen und
somit noch zu weit von diesen entfernt sind. Auflerdem sieht man auch, dass
die rote Linie noch wesentlich glatter verlauft als die schwarze Linie der Ori-
ginaldaten.

Wihlt man A\ dagegen zu grofl (TSVD) bzw. zu klein (Tikhonov), dann ist
es genau andersherum, das Problem ist eher wenig stabil, dafiir besteht dann
sehr hohe Datentreue. Dieses Problem kann man im linken Bild von Abbil-
dung 7 erkennen. Auch hier wurde wieder mit Tikhonov regularisiert, aber
diesmal wurde mit A = 5-107® ein deutlich zu kleiner Parameter gewiihlt. Die
rote Linie der errechneten Daten x) liegt fast vollstandig {iber der schwarzen
Linie der Originaldaten x, was fiir die sehr hohe Datentreue spricht. Aller-
dings erkennt man vor allem in der zweiten Hélfte des Bildes deutlich, dass
der Graph der x), stark oszilliert.

Im mittleren Bild ist A = 0.0001 nahezu optimal. Man kann das daran er-
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kennen, dass die errechneten z relativ genau auf den originalen z liegen.
Im 2D-Fall verhélt es sich genau wie im 1D-Fall, den wir eben durch Abbil-

Abbildung 8: Wir haben wieder durch die Tikhonov Regularisierung erzeugte
Daten. Im linken Bild ist A zu klein gewéhlt, sodass ein wenig stabiles, aber
datentreues Bild entsteht. Im mittleren Bild ist A nahezu optimal und das
Originalbild wird gut approximiert. Das rechte Bild ist stabil, dafiir aber
weniger datentreu, sodass es zur Unschérfe kommt.

dung 7 beschrieben haben. In Abbildung 8 sehen wir im linken Bild wieder
ein durch die Tikhonov Regularisierung erstelltes Bild mit zu klein gewé&hl-
tem A = 0.08. Die hohe Datentreue erkennt man hier an der ausgepréigten
Schérfe des Satelliten und die oszillierenden Daten daran, dass das Bild ,,ver-
schneit® erscheint. Das heifit, neben den dunklen Pixeln liegen immer helle
und umgekehrt, da sich durch das Oszillieren die Farbe von hell auf dunkel
und andersherum &ndert. Im mittleren Bild hat A = 0.8 nahezu die richtige
Grofle, da das Originalbild gut approximiert wird. Im rechten Bild ist A =8
dagegen wieder zu grof}, sodass der Satellit eher als unscharf erscheint, was
auf die Abweichung von den Originaldaten zuriickzufiihren ist. Dagegen ist
das Bild an sich nicht ,,verschneit” und daher eher stabil. [2, 5, 7]

3.3.1 GCV-Verfahren

Um ein geeignetes Mittel zwischen Datentreue und Stabilitdt zu generie-
ren, benutzen wir zur Ermittlung von A\ das GCV-Verfahren. GCV ist die
Abkiirzung von generalized cross validation.

Man benétigt keine Angaben iiber die Messfehler und der Hauptgedanke
hierbei ist, dass man mit einem geeigneten Wert fiir A fehlende Datenpunkte
vorhersagen kann. Hierfiir muss man die GCV-Funktion

n||(E — AADb|3
2
(Spur(E - AATA))

G(\) = (19)
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minimieren. Die Pseudoinverse von A, Al = (ATA + X\2E)~' AT liefert die
regularisierte Losung x) = Ai\b. Ersetzt man die Matrix A wieder durch die
Singuldrwertzerlegung, dann erhélt man

n ulb 2
nyi ()

2
Z 1=1 g4 2

GTikhonov ()\) _ (20)

Hiermit kann man dann den Regularisierungsparameter fiir die Tikhonov
Regularisierung berechnen. Die Berechnung des Regularisierungsparameters
fiir die TSVD Regularisierung sieht etwas anders aus, da man A in Glei-
chung (19) hier nicht durch die vollstindige Singuldrwertzerlegung ersetzen

kann. So entsteht )
Z?:A+l (“sz>
(n—A\)?

Dies ist eine sehr rechengiinstige Approximation, vor allem fiir Standard - Mi-
nimierungsprobleme. Sie ist zudem auch sehr effektiv, falls die Singularwert-
zerlegung von A ohne Probleme mdoglich ist. [5, 7, 9, 10]

GTSVD ()\) —

(21)

3.3.2 L-Kurven Methode

Ein anderes Verfahren zur Bestimmung des Regularisierungsparameters \ ist
die L-Kurven Methode. Die sogenannte L-Kurve ist ein Plot aller innerhalb
eines Intervalls méglichen Parameter A, bei dem die Norm der regularisier-
ten Losung || Lz, |2 gegen die korrespondierende Residuumsnorm ||Azy — b||2
geplottet wird. Es wird der Kompromiss zwischen der Minimierung dieser
beiden Normen aufgezeigt. So wie der Name schon sagt, zeigt der Plot eine
Kurve in L-Form (Abbildung 9, Mitte), wenn man logarithmierte Skalen ver-
wendet. Der vertikale Teil der Kurve trennt sich deutlich vom horizontalen
Teil ab, so dass eine ,,Ecke® entsteht. Der vertikale Teil wird durch log || Lz, ||2
bestimmt, wéihrend der horizontale Teil von log || Az — b||o bestimmt wird.
Der optimale Regularisierungsparameter A liegt ganz in der Néhe der grofiten
Kriimmung der Kurve, also der ,Ecke®.

In Abbildung 9 sieht man in der Mitte eine typische L-Kurve mit den Achsen
eingeteilt wie eben erwahnt. L ist in dem Beispiel die Einheitsmatrix mit der
Grofle von z. Die Ausgangswerte z, A und e sind wieder wie im zweidimen-
sionalen Beispiel aus Abschnitt 2.2. Fiir die Wiederherstellung des Originals
aus dem geblurrten und verrauschten Bild b wird die Tikhonov Regularisie-
rung wie in Gleichung (18) verwendet.
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A=0,4394 A=0,8483 A=0,00037276

A= 0,00061054

A=0,0611

Abbildung 9: In der Mitte siecht man eine typische L-Kurve. Auf der x-Achse
ist log || Az — b||2 abgetragen und auf der y-Achse log ||Lxy||2, wobei L die
Einheitsmatrix ist. Die bunten Punkte auf der Kurve représentieren Werte
fiir verschiedene Regularisierungsparameter A € [e73® 1]. Aufien sind die
jeweiligen Bilder angeordnet, die zu den gleichfarbigen Punkten auf der Kurve
gehoren. Wenn man rechts oben bei dem kleinsten Regularisierungsparameter
startet und dann im Uhrzeigersinn weitergeht, dann kann man erkennen, wie
die Bilder erst besser werden, sich also immer mehr dem Original annédhern
und dann wieder schlechter und damit unschéarfer werden.

Zu jedem bunten Punkt auf der L-Kurve wird das dazugehérige Bild um-
liegend mit Angabe des Regularisierungsparameters \ € [e73 1] gezeigt. In
der rechten oberen Ecke ist das Bild zu sehen, das zu dem hier kleinsten
benutzten Parameter A = 0.00037276 gehort. Dieses A ist noch deutlich zu
klein und der Satellit ist kaum sichtbar, da das gesamte Bild noch deutlich
von Rauschen iiberlagert ist.

Geht man dann im Uhrzeigersinn weiter, wird das A grofler und der Satel-
lit ist immer deutlicher und besser zu erkennen. Mehr Details kommen zum
Vorschein und die Losung wird von Schritt zu Schritt stabiler. Die Losung os-
zilliert weniger und dadurch wechseln sich helle und dunkle Pixel nicht mehr
so schnell ab, bis der Hintergrund komplett schwarz ist. Wie schon erwéhnt,
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muss ein Mittelmafl zwischen Datentreue und Stabilitét gefunden werden.
Im Gegensatz zu dem ersten Bild rechts oben, ist bei dem Bild oben in der
Mitte der Regularisierungsparameter A = 0.8483 zu grofl. Diese Losung ist
wesentlich stabiler, was man am fast komplett schwarzen Hintergrund erken-
nen kann. Dagegen besteht keine so hohe Datentreue wie bei dem Bild rechts
daneben. Der Satellit in der Mitte erscheint wesentlich verschwommener und
unschéarfer. Es konnen keine Details mehr wahrgenommen werden. Alle an-
deren Bilder zeigen die Abstufungen zwischen einem viel zu kleinen \, was
mit hoher Datentreue, aber geringer Stabilitédt einhergeht und einem viel zu
groflen A, was fiir geringe Datentreue, aber hohe Stabilitét steht.

Das perfekte Mittelmafl bezeichnet das rote Bild unten in der Mitte mit
einem verwendeten Regularisierungsparameter von A = 0,0164. Dieser Para-
meter wurde gefunden, in dem die ,,Ecke® der L-Kurve lokalisiert wurde, was
hier nur mit Augenmafl geschah. Der Satellit ist hier am schérfsten und die
meisten Details sind erkennbar, wéhrend die Losung dennoch relativ stabil
ist. [2, 5]

3.3.3 Vergleich von GCV und L-Kurven Methode

Was uns jetzt natiirlich noch interessiert, ist ein Vergleich der beiden Ver-
fahren. Liefert GCV oder die L-Kurven Methode das bessere Ergebnis? Ich
mochte hier versuchen eine Antwort zu finden. Dafiir nehmen wir wieder un-
ser bekanntes Beispiel des Satelliten.
S51
65|
75l

A5F

G5k

I I 1 1 1 )
b5 5 45 -4 -38 -3

Abbildung 10: Hier ist die L-Kurve zu sehen mit A-Werten zwischen 3.16-1074
und 1. Bei der stérksten Kriimmung liegt der gesuchte A\-Wert, dieser betrégt
hier 0.0164 und ist mit einem roten Stern gekennzeichnet.

Zur Bestimmung des besten Wertes der L-Kurven Methode nehmen wir eine
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L-Kurve wie im Abschnitt zuvor erklart, bei der sich der bestmogliche Wert
fiir A nahe der grofiten Kriimmung befindet. Wir werden diesen Punkt so gut
wie moglich grafisch bestimmen.

Hierfiir erstellen wir uns aus dem Beispiel eine L-Kurve fiir \-Werte von
~ 3.16 - 107* — 1, wie in Abbildung 10 zu schen ist. Der Punkt an der Stelle
mit der starksten Kriimmung ist rot markiert und liegt bei A = 0.0164.
Beim GCV-Verfahren ermitteln wir den A\-Wert nicht grafisch, sondern rech-
nerisch. Hier nehmen wir die Funktion [z, \] = Tikhonov(A,b), ebenfalls aus
den RestoreTools, zur Hilfe. Fiir die Eingabe benétigen wir das geblurrte Bild
b und die Blurringmatrix in der Form A = psfMatriz(PSF). Ausgegeben
wird uns dann nicht nur der Regularisierungsparameter A, sondern auch das
mit der Tikhonov Regularisierung rekonstruierte Bild z, welches wir fiir den
Vergleich noch brauchen werden. Der so ermittelte Regularisierungsparame-
ter betragt A = 0.0099.

Schon bei dem Regularisierungsparameter unterscheidet sich die L-Kurven
Methode von dem GCV-Verfahren. Nun wissen wir aber allein von der Priasenz
dieser Werte nicht, welcher von beiden der bessere ist. Daher wollen wir nun
die mit der Tikhonov Regularisierung rekonstruierten Bilder vergleichen. Bei
dem GCV-Verfahren wurde das Bild gleich mitberechnet und dies tun wir
fiir die L-Kurven Methode auf gleiche Weise. Dies machen wir auch mit der
Funktion = = Tikhonov(A,b,0.0164), nur geben wir hier den Regularisie-
rungsparameter mit vor, sodass innerhalb der Methode kein Parameter mehr
berechnet wird.

Abbildung 11: Auf dem linken Bild ist das rekonstruierte Bild mit Hilfe der
L-Kurven Methode dargestellt. Das rechte Bild zeigt die Rekonstruktion mit
Hilfe des GCV-Verfahrens. Beide Bilder sind deutlich besser als das geblurrte
Bild b.

Wenn man jetzt beide Bilder vergleicht, dann sieht man schnell, dass beide
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Rekonstruktionen deutlich besser sind als das geblurrte Bild b. Jedoch ist ein
grofler Unterschied zwischen beiden Bildern nicht zu erkennen. Das linke Bild
von Abbildung 11 gehort zu der L-Kurven Methode. Der Satellit in der Mitte
ist sehr deutlich zu erkennen, aber noch etwas unscharf und man kann nicht
alle Details erkennen. Dafiir ist der Hintergrund aber relativ stabil schwarz.
Die Rekonstruktion mit Hilfe des GCV-Verfahrens sieht man im rechten Bild
von Abbildung 11. Auch hier ist der Satellit in der Mitte wieder deutlich zu
erkennen. Allerdings ist dieser hier scharfer abgebildet und man kann einige
Details deutlicher erkennen als im linken Bild. Jedoch ist der Hintergrund,
vor allem um den Satelliten, eher instabil und sieht sehr verpixelt aus und
nicht durchgehend schwarz.

Beide Bilder sind also nicht perfekt und haben ihre Schwachpunkte. Deswe-
gen muss man abwégen, was wichtiger ist. Daher ist das rechte Bild, dass mit
Hilfe des GCV-Verfahrens hergestellt wurde in meinen Augen besser als das
andere. Das wichtigste auf dem Bild ist der Satellit und daher kann man die
Qualitét des Hintergrundes gerne zugunsten der Detailtreue vernachléssigen.
Genauso wire es mit anderen Bildmotiven auch, der Vordergrund ist in der-
Regel am wichtigsten.

Jetzt mochte ich aber nicht im Allgemeinen darauf schliefen, dass das GCV-
Verfahren immer besser als die L-Kurven Methode ist. Bei anderen Beispie-
len konnte es auch andersherum sein. Zumal wir hier auch beriicksichtigen
miissen, dass wir die L-Kurven Methode nur grafisch gelést haben. Fehler
konnen hier also schnell passieren und wir kénnen nicht hundertprozentig
sicher sein, dass auch der beste Regularisierungsparameter gewihlt wurde,
auch wenn ich versucht habe sehr sorgféltig zu sein. Daher kann man davon
ausgehen, dass beide Methoden ungefdhr gleich gut sind und dhnlich gute
Ergebnisse erzielen.
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3.4 Lanczos-Hybrid-Methode

Die Lanczos-Hybrid-Methode ist, wie der Name schon sagt, eine hybride
Regularisierungsmethode. Die hybriden Regularisierungsmethoden bestehen
aus zwei Teilen, der &ufleren und der inneren Regularisierung. Ist die Di-
mension der Matrix A zu grof}, ist die Singuldrwertzerlegung mit einem zu
groflen Rechenaufwand verbunden. Durch die Lanczos-Hybrid-Methode soll
dies aber dennoch mdoglich gemacht werden, in dem das Gesamtproblem auf
einen Teilraum mit deutlich kleinerer Dimension projiziert wird. Diese Pro-
jektion gehort zu der dufleren Regularisierung. [7]

Diese Methode kann effektiv das semi-konvergente Verhalten stabilisieren,
welches charakteristisch fiir iterative Methoden im Zusammenhang mit schlecht
gestellten Problemen ist. Um solche grofien, schlecht gestellten, inversen Pro-
bleme effizient zu l6sen, werden iterative Verfahren (wie zum Beispiel die
Lanczos-Bidiagonalisierung) mit direkten Regularisierungsverfahren (wie bei-
spielsweise die Tikhonov Regularisierung) kombiniert und fiir die projizierten
Probleme eingesetzt. Das Benutzen einer direkten Regularisierungsmethode
gehort dann zu der inneren Regularisierung.

Bei der Lanczos-Hybrid-Methode verwendet man fiir die duflere Regulari-
sierung die Lanczos-Bidiagonalisierung. Hierbei wird die Matrix A aus dem
gegebenen Minimierungsproblem Ax = b, dhnlich wie bei der Singularwert-
zerlegung, in ein Produkt aus drei Matrizen zerlegt. Die Matrix A € R™*"
wird in jeder Iteration (kK = 1,2,...,n) in

A = Wy B, mit Wiy, € RV Y, € R und By, € RFFF

zerlegt. By, bezeichnet eine Bidiagonalmatrix der Form

aq
52 &%)

Bk 6973
5k+1_

mit § = ||b||. Weiterhin soll in jeder Iteration
ATWy = Vi Bl + o116t

gelten. yp1 € R™ ist die (k4 1)-te Spalte von Yiy1, ef  ist der (k+ 1)-te
Einheitsvektor und « der (k + 1)-te Diagonaleintrag der Matrix Bjyq. Wy
und Y}, besitzen orthonormale Spalten, sodass WW7T = E, sowie YY? =
gilt und die erste Spalte von Wj, ist gegeben durch b/||b].
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Nun soll min{||b — Az||3+ A\?||x||3} (aus Gleichung (17)) approximiert werden

durch das Minimierungsproblem
minf|[b — Az |3 + \|l]3} = m}n{lkaTb — Bifllz + || 113}

— win]|fer — B3+ X £13}

Als approximierte Losung erhélt man hier x;, = Y, f.

Aufgrund dessen, dass wir jetzt ein Minimierungsproblem mit deutlich klei-
nerer Dimension haben, konnen jetzt wieder Verfahren angewandt werden,
die auf der Singuldrwertzerlegung basieren. So benétigt jede Iteration der
Lanczos-Bidiagonalisierung die Losung des Minimierungsproblems (22), wel-
ches die Bidiagonalmatrix By enthélt. Hierfiir konnen wir nun die Tikhonov
Regularisierung benutzen und gehen damit zu der inneren Regularisierung
iiber:

Zum Losen des Minimierungsproblems (22) miissen wir die Gleichung nach
f ableiten

d
i Bele; —28fTBlel + f'BEBf + N2 fT f} = —BBfel + B Bof + \*f ,

dann Null setzen
0= —pBBlel + Bl Bif + \°f

und anschliefend nach f umstellen. Wir erhalten
fr= BBl e (23)

als Losung des Minimierungsproblems. Wobei B,i y = (BIBy+ X E) ' Bl ist.
Fiir die ersten Iterationen, also fiir kleine k, ndhern sich die Singuldrwerte
von By, den kleinsten und groBten Singulédrwerten von A an. Wenn die Matrix
A des Originalproblems schlecht konditioniert ist, dann ist auch By, schlecht
konditioniert, das heifit, die Konditionszahlen von A und Bj sind deutlich
grofer als 1. Da die Dimension von By im Vergleich zu A klein ist, kénnen wir
nun wieder Methoden zum Losen von f, und zum Finden von \ verwenden,
die auf der Singuldrwertzerlegung basieren.

Fiir die Wahl eines geeigneten Regularisierungsparameters A verwenden wir

hier das GCV-Verfahren. Um ein geeignetes A auszurechnen, miissen wir die

GCV-Funktion .
KB = BBl

GBkael()\> - : P)
(Spur(E - BkB,M))

(24)
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minimieren. Diese wollen wir aber, genau wie in Abschnitt 3.3.1, zuerst ein-
mal mit Hilfe der Singuldrwertzerlegung von Bj etwas umformen. Nun ist
allerdings B, € R¥** nicht quadratisch. Aber auch dies soll kein Problem
darstellen, denn wie schon in Abschnitt 2.2 erwéhnt, kann die Singularwert-
zerlegung auch bei nicht quadratischen Matrizen verwendet werden. Diese
sieht dann etwas anders aus. By lisst sich zerlegen in

By =P, [ﬁff} Qk (25)

mit P, € RFVHFLAL € RFF 0T ¢ RF und QF € RM*

Jetzt konnen wir die GCV-Funktion schreiben als
2 k A2 T 2 T 2
b (S (R [Pral)) + ([Prel,,)
2
(1+ i)

GBkaGI (A) = ) (26)

wobei [P 61L die i-te Komponete des Vektors Pl'e; und §; das i-te Diago-
nalelement der Matrix Ay ist. Die Minimierung dieser Funktion ergibt dann
das gesuchte \. [3, 5]
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4 HyBR

Die Hybrid Bidiagonalization Regularization, kurz HyBR, ist ein Iterations-
verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme Ax (4+e) = b. HyBR be-
steht an und fiir sich, wie andere hybride Methoden auch, aus zwei Teilen.
Allerdings bleibt es nicht bei einer dufleren und einer inneren Regularisie-
rung, sondern man wiederholt diesen Vorgang iterativ. Dadurch erh&lt man
k duBlere und k innere Regularisierungsmethoden.

Bei HyBR wird die Lanczos-Hybrid-Methode k-mal iterativ gelst. Jeder Ite-
rationsschritt erfolgt wie in Kapitel 3.4 beschrieben.

1.Tterationsschritt:
Projektion des Ausgangsproblems auf ein Problem mit kleinerer Dimension

ming {[|b — Az||3 + X*|lz[3} = ming{]|Ber — BifIl5 + A5}

2.Iterationsschritt:
Wahl des Regularisierungsparameters A mit GCV

. e (St (alirel) +(ee, )

2
k A2
(H_Zi:l 52 +>\2)
1

GBkaCI

3.Iterationsschritt:
Losen des Minimierungsproblems mit Tikhonov Regularisierung
fr=B(BEBy+ N*E)'Ble;

4.Iterationsschritt:
Losung des Ausgangsproblems

G = Wb

In jeder der k Iterationen werden alle beschriebenen Schritte erneut durch-
gefiithrt. So wird die Suche nach A in jedem Schritt verfeinert und das regu-
larisierte Bild xj ndhert sich immer mehr dem Originalbild an. [3]

Wir betrachten nun wieder unser Beispiel des Satelliten und verwenden die
Funktion HyBR(A,b). Hierfir wandeln wir die gegebene Blurringmatrix
PSF mit Hilfe von A = psfMatriz(PSF) in die Form um, die wir fiir
diese Funktion brauchen, siche [4]. Intern wird die Tikhonov Regularisie-
rung in Verbindung mit dem Weighted GCV verwendet, siehe auch [5]. In
Abbildung 12 ist links oben die Blurringmatrix PSF abgebildet und rechts
daneben das geblurrte Bild b. Darunter sieht man dann im Vergleich das Ori-
ginalbild und das durch HyBR wiederhergestellte Bild. Dieses Bild ist viel-
leicht noch nicht optimal, aber deutlich besser als das geblurrte Bild dariiber.
Verwendet man jetzt zusétzlich zum HyBR-Verfahren zum Beispiel noch eine
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Vorkonditionierung, dann kann man das Ergebnis nochmals verbessern [4].
Aber hier in unserem Fall ist so eine deutlich sichtbare Verbesserung erst
einmal ausreichend.

Abbildung 12: Links oben ist die Blurringmatrix PSF abgebildet, mit der
das geblurrte Bild b = PSF' - x 4+ e berechnet wird, welches rechts oben zu
sehen ist. Die beiden unteren Bilder zeigen den Vergleich zwischen dem Ori-
ginalbild links und dem mit HyBR rekonstruierten Bild rechts. Man erkennt
eine deutliche Verbesserung zu dem geblurrten Bild b, aber immer noch ein
schlechtes Bild im Vergleich zum Original.
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5 Vergleich der Verfahren

Zuletzt wollen wir noch die beiden Iterationsverfahren, das CG-Verfahren
und HyBR, vergleichen. Hierfiir nehmen wir wie auch zuvor das Satellitenbei-
spiel aus den Restore Tools und auflerdem die Methoden HyBR und CGLS.
Um einen einigermaflen ordentlichen Vergleich zu erreichen, miissen die Grund-
verfahren sowohl fiir HyBR, als auch fiir das CG-Verfahren dieselben sein.
Das bedeutet, wir miissen zum Einen dasselbe Regularisierungsverfahren und
zum Anderen dasselbe Verfahren zur Wahl des Regularisierungsparameters
verwenden. Daher benutzen wir bei beiden Verfahren die Tikhonov Regula-
risierung in Verbindung mit dem GCV-Verfahren.

Beginnen wir nun mit dem CG-Verfahren aus Abschnitt 2.3. Dort minimieren
wir die Norm || Az — b||3. Da wir nun aber auch Regularisierung in die Rech-
nung mit einflieBen lassen wollen, benétigen wir das Minimierungsproblem
min{|b— Az||3+4 N?||Lz||3} aus Gleichung (16). L ist hierbei die Einheitsma-

trix und der Regularisierungsparameter A wird wie erwéhnt mit dem GCV-
Verfahren berechnet. Mit diesem Wissen verwenden wir die Matlabmethode
CGLS . Das Programm endet nach circa 92 Sekunden bei der 311. Iteration
und bringt das Rekonstruktionsbild aus Abbildung 13 (linke Seite) hervor.
Das Bild ist zwar nicht perfekt, jedoch ist der Satellit wieder deutlich zu
erkennen und etliche Details kénnen wahrgenommen werden. Alles in allem
ist also eine sehr gute Approximation des Originals entstanden.

Abbildung 13: Links ist das, mit Hilfe des CG-Verfahrens, rekonstruierte Bild
dargestellt. Viele Details konnen hier wieder erkannt werden. Im Gegensatz
dazu ist das rechte Bild, das mit HyBR erzeugt wurde, sehr viel schlechter.
Hier ist der Satellit immer noch sehr verschwommen zu sehen.

Kommen wir nun zum HyBR. Wir verwenden die Methode HyBR wie im
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vorherigen Abschnitt. Jedoch geben wir dieses Mal noch zusétzlich vor, dass
die Tikhonov Regularisierung und das GCV-Verfahren verwendet werden soll.
Tikhonov wird zwar als Standard schon verwendet, jedoch in Verbindung mit
dem Weighted GCV, wofiir wir spéter noch den Grund sehen werden. [11]
Nach Beriicksichtigung dieser Forderungen erhalten wir Abbildung 13 (rechte
Seite) nach circa 87 Minuten, aber nur 9 Iterationsschritten. HyBR braucht
nicht nur mehr Zeit fiir die Rekonstruktion, das rekonstruierte Bild ist auch
noch deutlich schlechter als das des CG-Verfahrens. Der Hintergrund ist zwar
komplett schwarz, also ist die Losung stabil, aber der Satellit ist verschwom-
men und keine Details sind erkennbar.

Fiir unser Problem unter Verwendung der Tikhonov Regularisierung und dem
GCV-Verfahren ist das CG-Verfahren deutlich besser als HyBR, sowohl in
der Qualitdt der Rekonstruktion, als auch in zeitlicher Hinsicht. Der Grund
dafiir, dass HyBR hier eine so schlechte Rekonstruktion liefert, ist die Be-
nutzung von GCV. Denn wie in [11] beschrieben, neigt das GCV-Verfahren
dazu, das Bild zu glatt zu machen, was man auch in Abbildung 13 deutlich
erkennen kann. Deswegen wird in Zusammenhang mit HyBR in der Regel
das Weighted GCV-Verfahren angewendet. Mehr zum Weighted GCV siehe
[5, 9, 11]. Dann ergibt sich eine Rekonstruktion wie in Abbildung 12, rechts
unten.

Abbildung 14: Links ist abermals das durch das CG-Verfahren rekonstruierte
Bild sehen. Rechts ist das mit HyBR rekonstruierte Bild dargestellt, welches
hier nicht wie zuvor mit GCV, sondern mit dem Weighted GCV hergestellt
wurde.

In Abbildung 14 sieht man jetzt den Vergleich der mit CG errechneten Re-
konstruktion wie zuvor und der Rekonstruktion mit HyBR in Verwendung
des Weighted GCV. Das rechte Bild, das mit HyBR erstellt wurde, ist deut-
lich besser als das aus Abbildung 13, aber dennoch immer noch nicht so gut
wie das linke Bild des CG-Verfahrens. Rechts sind deutlich weniger Details
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zu sehen als links, aber auch die Rekonstruktionszeit hat sich mit circa 34,5
Sekunden enorm verbessert.

Alles in allem konnen wir also mit Recht behaupten, dass fiir dieses Problem
und unter diesen Bedingungen das CG-Verfahren das bessere Iterationsver-
fahren ist.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Es wurde gezeigt, wie man an das Problem von geblurrten Bildern heran-
geht. Regularisierungsverfahren spielen hier eine ganz grofie Rolle. Ohne Re-
gularisierung konnte kein halbwegs gutes Ergebnis erzielt werden. Von den
vorgestellten Verfahren, die TSVD Regularisierung und die Tikhonov Re-
gularisierung, ist in der Praxis vor allem die Tikhonov Regularisierung sehr
beliebt und wird meistens verwendet. Jedoch ist kein Regularisierungsverfah-
ren effizient ohne einen geeigneten Regularisierungsparameter. Dieser kann
auch mit verschiedenen Verfahren berechnet werden. Vorgestellt wurden hier
insbesondere das GCV-Verfahren und die L-Kurven Methode, welche beide
ungefihr gleich gut sind. Desweiteren gibt es, wie erwéahnt, auch noch das
Weighted GCV, das den Nachteil des einfachen GCV-Verfahrens verbessern
soll, das dazu neigt die Bilder zu iiberglétten.

Die Regularisierungsverfahren werden innerhalb von Iterationsverfahren ver-
wendet, die das lineare Gleichungssystem Az (4 e) = b 16sen sollen. In der
Arbeit wurde das CG-Verfahren und HyBR vorgestellt. Beide Verfahren wur-
den hergeleitet und spéiter dann auch miteinander verglichen. Im Weiteren
kénnte man die Verfahren noch mit anderen Regularisierungsverfahren kom-
binieren und testen, ob dies geeignete Kombinationen fiir gute Ergebnisse
sind. Zum Beispiel kénnte man das CG-Verfahren zusammen mit dem Weigh-
ted GCV testen.

Natiirlich gibt es noch viele weitere Iterations- und Regularisierungsverfah-
ren. Man miisste schon alle moglichen Kombinationen aus beiden Arten te-
sten, um festzustellen was zur bestmoglichen Bildrekonstruktion beitragen
kann.

Auflerdem ist die Art des Problems sehr wichtig. Ein Iterationsverfahren
kann bei dem einen Problem ein sehr gutes Ergebnis erzielen, aber dafiir bei
einem anderen ein sehr schlechtes. Bei einer sehr groffen Matrix A beispiels-
weise ist es nicht mehr moglich eine Singuldrwertzerlegung durchzufiihren.
In diesem Fall kann man solche Verfahren nicht mehr anwenden, die auf der
Singuldrwertzerlegung beruhen. Die Tikhonov Regularisierung und TSVD
kénnte man also nicht mehr verwenden bei diesem Problem. Die Lanczos-
Hybrid-Methode jedoch ist speziell fiir solche Probleme geeignet. Das hat
zur Folge, dass hier dann auch HyBR ein grofien Vorteil gegeniiber dem CG-
Verfahren hétte.

Ein weiteres grofles Thema in Zusammenhang mit diesen Problemen ist die
Vorkonditionierung. Mit Hilfe einer Vorkonditionierung soll die Qualitéit der
Losung nochmals verbessert werden. Man kann jedes Iterationsverfahren
zusétzlich mit einer Vorkonditionierung verwenden. Hierbei muss im Vor-
feld ein guter Vorkonditionierer ermittelt werden, der die Inverse von A
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bestmoglich approximieren soll.
Man sieht also, dass in diesem Themenbereich noch sehr viel offen ist. Dies
war also nur ein sehr kleiner Einblick in diese Thematik.
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