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Kurzfassung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit einem Algorithmus der Bildregistrierung. Die Bild-
registrierung ist ein Aufgabengebiet der Bildverarbeitung, die beispielsweise in der
Medizin weitreichende Anwendung findet. Der Algorithmus, der hier vorgestellt wird,
ist der Morphon-Algorithmus, dessen Grundlage ein Quadraturfilter ist. Zum Ver-
stdndnis werden die benétigten mathematischen Grundlagen, wie auch die Grundla-
gen der Bildregistrierung geliefert und im Anschluss daran der Quadraturfilter und
der Morphon-Algorithmus genau beschrieben und erldutert. Auberdem werden die
aufgetretenen Schwierigkeiten in der Implementierung aufgezeigt. Aufgrund dieser
Schwierigkeiten besitzt der im Rahmen dieser Bachelorarbeit implementierte Qua-
draturfilter zwar die grundlegend richtigen Eigenschaften, ist allerdings durch die
Schwierigkeit der Parameterwahl nicht optimal. Dennoch soll ein abschlieffendes Bei-
spiel am Ende der Arbeit die Funktionsfihigkeit dieses Algorithmus und damit des
Quadraturfilters belegen.

Abstract

This bachelor thesis discusses an algorithm in image registration. Image registration
is a branch of image processing and plays an important role in medical imaging. The
algorithm presented here is called the Morphon algorithm. This algorithm is based
on a set of quadrature filters. The thesis begins with an overview of the required
mathematical background, provides the concepts of image registration and leads into
the presentation and explanation of the quadrature filter and the Morphon algorithm.
Furthermore, the difficulties of implementation is pointed out. This is the reason why
the quadrature filter implemented within this thesis has the right basic principles but
not the optimal properties. Nevertheless a final example will document the efficiency
of the Morphon algorithm and therefore the quadrature filter.
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1 Einleitung

Bilder — fiir die meisten Menschen sind Bilder der einflussreichste Zugang zur Welt.
Die Lichtstrahlen, die in unserer Umgebung reflektiert werden, fallen auf die Netz-
haut im Auge. Die Sehzellen in der Netzhaut wandeln das Licht in Nervenimpulse um,
die durch den Sehnerv an das Gehirn weitergeleitet werden. Dort entsteht schlieflich
das Bild der Umgebung [7]. Mit Hilfe dieser Bilder, die mehrmals pro Sekunde im
Gehirn neu berechnet werden, kann sich der Mensch in seiner Umgebung miihelos
orientieren. Der Mensch muss sich im Grunde genommen keine weiteren Gedanken
iiber diese Tatsache machen. Er sieht ’einfach’ Baume, Strafken, Berge, Meer etc. und
kann sich dementsprechend verhalten.

Schwieriger wird es, wenn man dies mit einem Computer bestimmen mdéchte. Denn
dabei stofit man direkt auf einige Fragen. Wie lasst sich ein Bild genau definieren?
Was macht ein Bild aus? Wie lassen sich aus Bildern Informationen entnehmen und
wie konnen diese weiterverarbeitet werden?

Diese Arbeit beschiftigt sich Schritt fiir Schritt mit diesen Fragen und daran an-
kniipfend mit einem Algorithmus, dem Morphon-Algorithmus, der erstmals in [I3]
und [23] vorgestellt wurde. Der Schliissel dieses Algorithmus ist ein Quadraturfilter,
der hier besonders untersucht werden soll.

Dieser Algorithmus beschéftigt sich mit einem allgemeinen Problem in der Bildre-
gistrierung. Zwei Bilder der gleichen Szene sind gegeben, ein Ausgangsbild und ein
Zielbild. Diese beiden Bilder unterscheiden sich voneinander, weil sie beispielsweise
zu verschiedenen Zeitpunkten oder auf unterschiedliche Weise aufgenommen wurden.
Ziel ist es nun, das Ausgangsbild durch eine Transformation so zu verdndern, dass
der Unterschied zwischen dem verdnderten Ausgangsbild und dem Zielbild mdoglichst
klein wird [16]. Damit lassen sich Aussagen dariiber treffen, wie das eine Bild sich
vom anderen genau unterscheidet. Diese Informationen werden z. B. in der Medizin
bendtigt. Es konnen zwei Bilder eines Tumors vorliegen, zwischen denen eine gewisse
Zeitspanne liegt und man mochte nun wissen wie genau sich der Tumor verdndert
hat, um eine bestmdogliche Therapie anwenden zu kénnen [3]. Es kann sich auch um
Bilder handeln, die mit unterschiedlichen Geréten aufgenommen wurden und deren
verschiedene Bildinformationen kombiniert werden sollen [3].

Die Besonderheit des hier vorgestellten Algorithmus ist, dass dieser phasenbasiert ist.
Die Phasenunterschiede zwischen dem Ausgangsbild und dem Zielbild werden mit
einem Quadraturfilter bestimmt. Die Aufarbeitung und Erklirung des Quadratur-
filters und dessen Verwendung in dem Morphon-Algorithmus soll Gegenstand dieser
Arbeit sein. Zudem soll dessen Funktionalitit an einem Beispiel gezeigt werden. Bei
der Implementierung traten einige Schwierigkeiten auf, auf die in dieser Arbeit noch
genau eingegangen wird. Aus diesem Grund basieren die generierten Beispiele auf
der Implementierung von Daniel Forsberg, die in [4] gefunden werden kann.



1 Einleitung

Im nachfolgenden Kapitel 2| werden grundlegende Begriffe der Bildverarbeitung ein-
gefiihrt, die fiir das allgemeine Verstdndnis wichtig sind. Auf die ersten der oben
genannten Fragen werden Antworten gegeben, beispielsweise findet man dort eine
Definition eines Bildes.

In Kapitel [3| gehen wir ndher an ein Bild heran und schauen uns Operationen an,
die direkt auf ein Bild angewandt werden kénnen. Es beginnt mit Punktoperationen,
gefolgt von Nachbarschaftsoperationen und an diese anschliefend folgt die Faltung,
eine sehr wichtige und viel genutzte Operation in der Bildverarbeitung [6]. Am Ende
dieses Kapitels beschiftigen wir uns mit Operationen, die aus einem Bild Strukturen
herausfiltern kdnnen.

In Kapitel [4] wird der Frequenzraum eingefiihrt und damit zusammenhingend die
Fourierreihe und die Fouriertransformation. Wir schauen uns kurz unterschiedliche
Arten von Filtern im Frequenzraum an, bevor wir auf Wavelets zu sprechen kommen,
die im Zusammenhang mit dem Quadraturfilter stehen. Den Quadraturfilter méchten
wir im Anschluss iiber die Hilberttransformation und das analytische Signal einfiih-
ren. Am Ende dieses Kapitels steht ein Anwendungsbeispiel des Quadraturfilters, das
diesen als Kantenfilter zu erkennen gibt.

Der Quadraturfilter wird in Kapitel 5| bendtigt, da dieser nun in den Morphon-
Algorithmus eingefiigt wird. So kdnnen die verschiedenen Schritte des Algorithmus
beschrieben und erlautert werden.

Im Anschluss daran wird in Kapitel [6] ein Beispiel des Morphon-Algorithmus gege-
ben, wodurch dessen Funktionanlitit und die des Quadraturfilters belegt wird.
Zum Abschluss dieser Bachelorarbeit folgt ein Fazit in Kapitel



2 Grundlegende Begriffe der Bildverarbeitung

2.1 Definition eines Bildes

Ein Bild stellt eine flachenhafte Verteilung der Bestrahlungsstirke in einer Ebene
dar [I0]. Um dem Computer ein Bild ’versténdlich’ zu machen, muss dieses digi-
talisiert werden. Wie auch in [I8] nachzulesen ist, ist dazu zuerst eine Rasterung
und im Anschluss daran eine Quantisierung notwendig. Dazu wird ein Bild durch
eine Uberlagerung eines rechteckigen oder quadratischen Gitters in einzelne Raster-
flachenstiicke unterteilt. Dieses Raster wird als Bildmatrix bezeichnet. Ein Element
der Bildmatrix heiftt Bildpunkt bzw. Pixel (engl.: picture element). Damit lasst sich
nun jeder Punkt des Bildes als Matrixeintrag der Bildmatrix ansprechen. Bei der
anschliefenden Quantisierung wird jedem Pixel ein Wert zugeordnet.

Ein Bild I ist eine Abbildung, die jedem Punkt z, der zu einem bestimmten Gebiet
Q C R? gehort, einen Grauwert I(z) zuordnet. Dabei bezeichnet d € N die Dimension
des Gebietes. Da in dieser Arbeit 2D-Grauwertbilder verwendet werden, beschranken
wir uns auf d = 2. Grauwertbilder kénnen beschrieben werden als

1:Q—-G,

wobei G die Grauwertmenge bezeichnet (vgl. [I7]). Bei einem Schwarz/Weif-Bild be-
steht die Grauwertmenge nur aus den zwei Werten, 0 fiir schwarz und 1 fiir weifs. Bei
Grauwertbildern wird die Menge G = {0, 1,2, ..., 255} verwendet, wobei 0 als schwarz
und 255 als weifs interpretiert wird. Der Grauwert stellt den Helligkeits- bzw. Inten-
sitdtswert eines einzelnen Bildpunktes dar [6]. Die Unterteilung in 256 Grauwerte ist
sinnvoll, da diese mit einem Byte (1 Byte = 8 Bit und 2% = 256) dargestellt werden
kénnen und somit der Speicherplatzbedarf optimal ausgenutzt ist.

In einem Bildraster hat jedes Pixel zwei Arten von Nachbarschaften [I8]. Eine Nach-
barschaft ist eine kleine Bildregion um ein Pixel. Zum einen gibt es die Vierer-
Nachbarschaft. Zu dieser gehdren die Pixel um ein Pixel P, die jeweils eine gemeinsa-
me Kante mit Pixel P haben. Angenommen das Pixel P hat die Koordinaten (z,y),
so sind die Koordinaten der vier Nachbarn gegeben durch (z,y — 1), (z,y + 1), (z —
1,y), (x+1,y). Zum anderen gibt es die Achter-Nachbarschaft. Hier kommen zu den
vier Nachbarn noch die vier diagonalen Nachbarn hinzu, diese haben mit P nur eine
Ecke gemeinsam. Die vier diagonalen Nachbarn sind gegeben durch die Koordinaten
(x—Ly—1),(z—1Ly+1),(z+1,y—1),(x+1,y+1).

2.2 Kanten und Linien

Linien und Kanten definieren Strukturen in einem Bild. Diese geben meist mehr In-
formationen als beispielsweise homogen graue oder einfarbige Bereiche. Linien und
Kanten sind daher sehr charakteristisch fiir ein Bild. Das wird besonders klar, wenn
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man sich vor Augen fiithrt, dass dem menschlichen Auge selbst Strichzeichnungen
geniigen, um Personen oder Objekte zu erkennen. In der Bildverarbeitung mé&chte
man diese Strukturen extrahieren. Damit lagsen sich Aussagen iiber ein Bild machen.
Es kénnen Informationen iiber ein Bild gewonnen werden und das Bild kann weiter-
verarbeitet werden.

Doch was genau versteht man unter einer Kante bzw. einer Linie?

Wie in [18] beschrieben ist, sind Kanten und Linien Stellen im Bild mit abrupter Hel-
ligkeitsdnderung. Betrachten wir ein Grauwertbild I = (i(z,y)) mit i(x,y) € G [1§],
das beispielsweise ein Bildausschnitt einer vergréferten Grauwertkante sein konnte
und den Ubergang zwischen einem hellen und einem dunklen Bildbereich darstellt

(s. Abbildung :

Abbildung 2.1: Bildausschnitt einer vergrofierten Grauwertkante [18]

Von diesem Grauwertbild kann ein Grauwertprofil bestimmt werden. Ein Grauwert-
profil ist eine grafische Darstellung der Grauwerte entlang einer beliebig im Bild
verlaufenden Linie. Das Grauwertprofil des Grauwertbildes aus Abbildung ent-
lang der eingezeichneten Linie von links nach rechts, ist in Abbildung dargestellt.

Grauwert G

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Pixel entlang eingezeichneter Linie

Abbildung 2.2: Grauwertprofil des Grauwertbildes aus Abbildung entlang der einge-
zeichneten Linie von links nach rechts [18].

Es lasst sich eine starke Intensitdtsénderung feststellen. In dem Grauwertprofil er-
kennt man einen starken lokalen Anstieg. Demnach liegt nahe, eine Kante iiber die
Steigung des Grauwertprofils, somit iiber dessen Gradienten, auf den ich spéter noch
zu sprechen kommen mochte, zu charakterisieren. Aus Abbildung ist ersichtlich,
dass in einem homogenen oder nahezu homogenen Bildbereich der Betrag des Gra-
dienten des Grauwertprofils gleich null oder sehr klein ist, wohingegen der Gradient
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des Grauwertprofils im Bereich einer Kante einen grofien Betrag aufweist. Diese Cha-
rakterisierung einer Kante ist nicht vollkommen ausreichend, da hierunter auch z. B.
Strukturen mit vielen Punkten fallen wiirden. Das wiirde bedeuten, dass die Rich-
tungen mehr oder weniger zufillig verteilt wiren. Aus diesem Grund verlangt man
von einer Kante zusédtzlich, dass sie sich durch eine Vorzugsrichtung des Gradienten
auszeichnet und damit kontinuierlich verlauft. Ab welcher Ausdehnung man von ei-
ner Kante spricht, muss im jeweiligen Anwendungsfall festgelegt werden [I§].

Im Vergleich zu einer Kante ist eine Linie eine sehr dhnliche Struktur. Eine Linie kann
nach [18] definiert werden als ein Objekt, das von beiden Seiten durch eine Kante be-
grenzt ist. Diese beiden Kanten diirfen zum einen nicht zu weit voneinander entfernt
sein und miissen zum anderen weitgehend parallel verlaufen. Bei welchem Abstand
und welcher Ausdehnung der begrenzenden Kanten eine Struktur als Linie angesehen
wird oder nicht, ist wiederum vom jeweiligen Anwendungsfall abhingig.

Nach [7] kann die Unterscheidung zwischen einer Kante und einer Linie auch iiber
die Form des Grauwertprofils erfolgen. In Abbildung ist das Grauwertprofil ei-
ner Kante und einer Linie nebeneinander dargestellt. Vergleicht man diese beiden
Grauwertprofile, kann in dem der Kante die Form einer ungeraden Funktion und in
dem der Linie die Form einer geraden Funktion wiedererkannt werden. Eine Funktion
f:D — R mit D CR wird als gerade Funktion bezeichnet, falls fiir alle x € D gilt:
f(—=x) = f(z). Eine Funktion wird als ungerade bezeichnet, falls f(z) = — f(—=z) fiir
alle z € D gilt [2]. Die Eigenschaft, dass sich Kanten demnach als ungerade Funk-
tionen und Linien als gerade Funktionen auffassen lassen, wird beim Quadraturfilter
noch eine wichtige Rolle spielen.

2.3 Definition eines Signals

Signale sind Triger von Informationen und spielen im Alltag eine wichtige Rolle. Bei-
spiele sind Sprache, Musik, biomedizinische Messdaten aber auch Bildsignale [22]. Ein
Signal im physikalischen Sinn, in welchem der Begriff ’Signal’ hier auch verwendet
werden soll, ldsst sich im Allgemeinen mathematisch als eine Funktion beschreiben.
Es kann zwischen kontinuierlichen und diskreten Signalen unterschieden werden.
Kontinuierliche Signale sind Signale, die zu jedem Zeitpunkt definiert sind und jede
Stelle auf der Wertachse annehmen konnen. Ein solches Signal kénnte man mathe-
matisch wie folgt als Funktion beschreiben: f: R — R .

Ein diskretes Signal, ist ein Signal, das nur an bestimmten Stellen definiert ist. Meis-
tens sind die Abstinde dieser Stellen dquidistant gewéhlt, d. h. sie haben zueinander
den gleichen Abstand. (Vgl. [15])

2.4 Transformationsmodelle

Transformationsmodelle legen fest, wie ein registriertes Bild verindert werden darf.
Es werden lokale und globale Modelle unterschieden. Bei einem globalen Modell wird
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(a) Grauwertkante (b) Grauwertlinie

Grauwert G

0 50 100 150 200 250 300 350 400 0 50 100 150 200 250 300 350 400
Pixel entlang eingezeichneter Linie Pixel entlang eingezeichneter Linie

(¢) Grauwertprofil der Kante (d) Grauwertprofil der Linie

Abbildung 2.3: Darstellung einer Grauwertkante und einer Grauwertlinie und deren je-
weiliges Grauwertprofil (vgl. [18]).

die gleiche Transformation auf das gesamte Bild angewandt, wiahrend bei einem lo-
kalen Modell auf verschiedene Teile des Bildes unterschiedliche Transformationen
angewendet werden konnen [23]. Auferdem lassen sich Transformationen mit ver-
schiedener Freiheitsgradanzahl unterscheiden [23]. Nach [17] ist die einfachste Trans-
formation die Translation. Durch diese erfolgt eine Verschiebung des Bildes. Die affin
lineare Transformation erlaubt zusétzlich noch Rotation, Scherung und Skalierung.
Eine spezielle affin lineare Transformation ist die rigide oder starre Transformati-
on, die ausschlieklich Translation und Rotation erlaubt. Transformationen, die noch
mehr Freiheitsgrade erlauben, werden als elastische Transformationen bezeichnet.

2.5 Bildregistrierung und deren Anwendung in der Medizin

Wie in [3] nachzulesen ist, ist die Bildregistrierung eine wichtige Anwendung in der
digitalen Bildverarbeitung, um zwei oder mehr Bilder dergleichen Szene bestmog-
lich in Ubereinstimmung zu bringen. Ein Bild wird als Zielbild ('reference image’)
R festgesetzt. Das andere wird Ausgangsbild (’template image’) T genannt, welches
optimal an das Referenzbild angepasst werden soll. Ziel ist es, hierfiir eine Transfor-
mation ¢ zu finden, sodass der Unterschied zwischen dem veréinderten Ausgangsbild
T(p(x)) und R moglichst klein ist. ¢ : R™ — R™ wird hierbei als Deformation be-
zeichnet (vgl. [16]).

Fiir dieses Problem gibt es verschiedene Losungsansitze. Im Allgemeinen lassen sich
zwei Arten der Bildregistrierung unterscheiden, die parametrische und die nicht-
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parametrische Bildregistrierung [16]. Bei der parametrischen Registrierung werden
nur affin lineare Transformationen zugelassen. In einigen Féllen ist die parametri-
sche Registrierung allerdings nicht mehr ausreichend, um eine geeignete Deforma-
tion zu finden. Dafiir verwendet man die nicht-parametrische Registrierung, die je-
des Pixel einzeln betrachtet. Da der Morphon-Algorithmus nach [3] zu der nicht-
parametrischen Registrierung gezdhlt werden kann, mochte ich kurz auf das Grund-
geriist einer nicht-parametrischen Registrierung zu sprechen kommen. Die nicht-
parametrischen Registrierung ist aufgeteilt in die Berechnung eines Deformationsfel-
des, einer Ansammlung der Deformationen in einem Feld und einer Regularisierung
des Deformationsfeldes. Im ersten Schritt wird zwischen dem Ausgangsbild und dem
Zielbild eine erste Deformation bestimmt, die in einem Deformationsfeld gespeichert
wird. Der Morphon-Algorithmus ist ein iterativer Algorithmus, der nun erneut ei-
ne Deformation berechnet und diese zu dem schon vorhandenen Deformationsfeld
hinzufiigt. Dieser Vorgang wird als Ansammlung der Deformationen in einem Feld
bezeichnet. Wichtig ist, dass in jedem Schritt das Deformationsfeld regularisiert wird,
um sicherzustellen, dass die Transformation bzw. Deformation das gewiinschte Er-
gebnis liefert [3].

Zunéchst mochte ich die Bildregistrierung anhand einer kleinen Auswahl von Anwen-
dungsbeispielen in der Medizin motivieren. Diese konnen in [3] nachgelesen werden.
In der Medizin spielt die Bildregistrierung in vielen verschiedenen Situationen eine
grofte Rolle.

Eine der h&ufigsten Anwendungen ist die Angleichung von Bildern desselben Pa-
tienten, die jedoch zu verschiedenen Zeitpunkten und/oder mit unterschiedlichen
Gerdten aufgenommen wurden, um die verschiedenen Bildinformationen zu kombi-
nieren. Des weiteren konnen diese Informationen genutzt werden, um die Bewegung
zwischen den Bildern zu quantifizieren.

Eine andere Anwendung ist der Ausgleich von Artefakten im Bild, die durch Be-
wegung wihrend der Aufnahme des Bildes oder zwischen Bildsequenzen entstehen
konnen, z. B. bei der Magnetresonanztomographie (MRT).

Aufberdem kann durch die Registrierung der Bilder einer bestimmten Patientengrup-
pe eine Reprisentation dieser erstellt werden. Diese kann dann z. B. zur atlasbasierten
Segmentierung verwendet werden.

Um die Besonderheit des Quadraturfilters hervorzuheben, méchte ich im néichsten
Kapitel die einfachsten Filter der Bildregistrierung zur Kantenerkennung darstellen,
mit denen ich auch zum Schluss den Quadraturfilter vergleichen méchte.






3 Filter im Ortsraum

Nach [10] sind Filter Operationen, die auf ein Bild angewandt werden, um dieses zu
verdndern. Dadurch lasst sich beispielsweise Rauschen unterdriicken oder es lassen
sich lokale Strukturen wie Kanten, Linien, Oberflichen etc. feststellen und unter-
scheiden. Damit wird auch der Begriff 'Filter’ klar. Ein Filter extrahiert, je nach
verwendetem Filter, bestimmte interessierende Eigenschaften aus einem Bild.
Werden Operationen auf einzelne Pixel eines Bildes angewandt, so spricht man von
Punktoperationen. Diese werden vor allem im ersten Schritt der Bildverarbeitung
verwendet, um z. B. den Bildkontrast zu verstéirken.

Daneben gibt es Nachbarschaftsoperationen, die auf Pixel in einer kleinen Umgebung
operieren, diese kombinieren und ein neues Bild mit neu gewonnenen Informationen

erzeugen.

3.1 Lineare und verschiebungsinvariante Operatoren

In diesem Unterkapitel soll nach [2I] auf lineare und verschiebungsinvariante Ope-
ratoren eingegangen werden, deren Definition im Weiteren direkt auf die Faltung
fiihrt.

Definition 3.1 (Linearer Operator [21])
Es seien F' und G Vektorrdume in R oder C. Eine Abbildung O : F — G heifst
linearer Operator, wenn fiir alle f1, fo € F und aj,a2 € R (bzw. € C) gilt:

O(a1 f1 + azf2) = a1 - O(f1) + a2 - O(f2).

Das bedeutet, dass ein Signal durch einen linearen Filter nicht verzerrt, die Form des
Signals also nicht grundlegend verdndert wird. Wenn das Eingangssignal um einen
bestimmten Faktor vergrofert wird, so wird auch das Ausgangssignal entsprechend
dieses Faktors vergrofiert.

Definition 3.2 (Verschiebungsinvarianz [21])
Es seien F' und G Vektorrdume in R bzw. C. Eine Abbildung O : F — G heifst
verschiebungsinvarianter Operator, wenn gilt:

Of (e +2)|(x) = O[f|(x + 2) Va,z € R,

wobei e ein Platzhalter fiir den Definitionsbereich ist.

Mit dieser Definition stellt man fest, dass das Operatorergebnis eines verschiebungs-
invarianten Operators nicht vom Ort der Operation abhingig ist. Anwendungen die-
ses Operators liegen z.B. bei der Beschreibung einer gleichmibigen Unschirfe in
einem Bild.
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3.2 Faltung

Ein h&ufig benutzter linearer und verschiebungsinvarianter Operator ist die Faltung.
Die Faltung ist ein Operator, der zwei Funktionen benétigt. Die eine Funktion ist bei-
spielsweise ein Signal f, die andere Funktion wird als Faltungsmaske bezeichnet. Wie
in [6] beschrieben, geschieht bei der Faltung der zwei Funktionen folgendes: Zuerst
wird das Signal gespiegelt, im Anschluss wird punktweise jedes Element der Faltungs-
maske mit jedem Element des Signals multipliziert. Somit 14sst sich die Funktion, die
dabei entsteht, als gewichteten Mittelwert von f mit der Gewichtung g verstehen. In
der Bildverarbeitung sind es meistens diskrete Funktionen, die miteinander gefaltet
werden sollen.

Definition 3.3 (diskrete Faltung)
Gegeben sei eine Bildmatrix f(x,y) der Dimension M x N mit M, N € R und eine
Faltungsmaske g(x,y). Die diskrete Faltung ist gegeben durch (vgl.[10]):

M—-1N-1

(g N,y =D > gls.t)f(x—s,y—t).

Im Laufe der Arbeit werden einige Berechnungen durchgefiihrt, in denen unter ande-
rem folgender Satz verwendet wird. Diese Eigenschaften lassen sich in [10] nachlesen.

Satz 3.1 (Eigenschaften der Faltung)
Fir die Funktionen f,¢g und h mit f,g,h : R — R besitzt die Faltung folgende
Eigenschaften [10]:

(i) Kommutativitat: f*g=gx* f
(ii) Assoziativitét: (fxg)xh= fx*(g=h)
(iii) Distributivitét: f* (g+h) = (f*g) + (f *x h)

(iv) Multiplikation mit einem Skalar (a € R oder C): a(f *g) = (af) xg = f * (ag)

3.3 Filter zum Extrahieren von Kanten

Wie in Kapitel erwahnt, ist eine Kante eine Struktur in einem Bild, die zwei
Objekte voneinander trennt. Um den Ort und die Richtung einer Kante zu lokali-
sieren ist es sinnvoll, die Stérke einer Kante iiber den Betrag des Gradienten, also
iiber die Steilheit der Grauwertfuntktion, zu bestimmen. Der Gradient ist ein Vek-
tor, dessen Lange die Kantenstarke darstellt und dessen Richtung orthogonal zur
Kantenrichtung verlduft [21I]. Gehen wir zunichst davon aus, dass das betrachtete
Signal stetig und differenzierbar ist und die Form f : R?> — R besitzt. Von dieser

kann der Gradient bestimmt werden: Vf = (%, %Z’y)). Da Bilder nicht stetig
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3.3 Filter zum Extrahieren von Kanten

sind, kann dies nicht direkt auf Bildsignale iibertragen werden. Dennoch kann nach
[10] eine Anndherung des Gradienten iiber diskrete Differenzen erfolgen:

Of(wy) _ . fla+Day) ~ fla— Aay)

dr  Az-0 2Ax ’
83/ Ay—0 2Ay .

Fir Az = 1 bzw. Ay = 1 kann diese Operation durch die Faltung mit folgenden
zwei verschiedenen Faltungsmasken durchgefiihrt werden [21]:

0 0 O
W&hz*f(m,y) mit hx:% 10 -1},
0 0 O
0 -1 0
of(x, . 1
Mzhy*f(x,y) mit hy=-10 0 0
% Vo 1 o

Die Abschétzung des Gradienten kann nun verbessert werden, indem die Faltungs-
masken ein wenig modifiziert werden.

3.3.1 Sobel-Operator

Ein Operator, der auf diesen Faltungsmasken basiert, ist der Sobel-Operator, dessen
Filtermasken wie folgt aussehen [21]:

1 1 0 -1 1 -1 -2 -1
1 0 -1 1 2 1

Operatoren mit derartigen Filtermasken sprechen am stérksten auf horizontal oder
vertikal verlaufende Grauwertkanten an.

Weiterhin lassen sich auch Kompassfilter bilden, die aus acht Filtermasken fiir acht
unterschiedliche Richtungen bestehen.
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3.3.2 Prewitt-Operator

Die Filtermasken des Prewitt-Operators erhélt man durch inkrementelle Rotation
um 45° [21]:

1 1 1 0 1 1
m=o0o o o], ho=|-1 0 1],
1 -1 -1 ~1 -1 0
-1 0 1 —1 -1 0
hs=|-1 0 1], hi=|-1 0 1],
-1 0 1 0 1 1
1 -1 -1 0 -1 -1
=0 0 o[, he=|1 0 —1],
1 1 1 1 1 0
—1 1 1 0
hr=|[10 —1], hs=[1 0 -1
1 0 -1 -1

Die hier vorgestellten Operatoren basierten bis jetzt alle auf der ersten Ableitung.
Nach [2I] lassen sich auch iiber die zweite Ableitung der Bildfunktion wichtige In-
formationen iiber Kanten entnehmen. Ebenso wie die erste Ableitung besteht die
zweite Ableitung einer mehrdimensionalen Funktion aus einer Menge von partiellen
Ableitungen. Fiir die Ableitung einer zweidimensionalen Funktion f(z,y) gibt es vier
partielle zweite Ableitungen:
2 2 2 2
gé(w,y)v gyﬁ(w,y), ;ng(x,y), ;ygm(x?y)

%(x, y) bedeutet, dass die Funktion f zweimal partiell nach z abgeleitet wird und
92f
ozxdy
Die zweiten partiellen Ableitungen kénnen in der Hesse-Matrix notiert werden:

o2f 0°f

(z,y) bedeutet, dass die Funktion erst nach z und dann nach y abgeleitet wird.

3.3.3 Laplace-Operator

Nach [21] ist beispielsweise der Laplace-Operator ein Operator, der iiber die zweite
Ableitung in einem Bild Kanten erkennt. Man sollte sich hier nochmal vor Augen
fiithren, dass an der Stelle, an der die zweite Ableitung ein Vorzeichenwechsel, auch
Nulldurchgang genannt, hat, bei der ersten Ableitung ein Extremum vorliegt. Eine
Kante verlduft entlang diesem Vorzeichenwechsel in der zweiten Ableitung. Diese
Eigenschaft macht man sich bei der Kantendetektion mit dem Laplace-Operator zu-
nutze. Gehen wir zunéchst davon aus, dass ein stetiges und zweimal differenzierbares
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3.3 Filter zum Extrahieren von Kanten

Signal vorliegt, f : R?> — R. Dessen partielle Ableitungen werden durch diskrete
Differenzen approximiert, um auf diskrete Bildsignale angewandt werden zu kénnen.
Der Laplace-Operator kann auch als Spur der Hesse-Matrix betrachtet werden und
ist somit die Summe der Hauptdiagonalen der Hesse-Matrix:

0’ f 0% f

Die partiellen Ableitungen werden durch folgende Differenzen approximiert:

o f _ flz+ Az, y) = 2f(x,y) + f(z — Az, y)
Ox2 (@) = Almrgo Ax? ’
a2 DY) = dimy Ay? '

Fir Ax = 1 bzw. Ay = 1 wird auf ein diskretes Signal der Laplace-Operator iiber
eine Faltung (vergleichbar mit der des Sobel-Operators) mit folgenden Filtermasken
angewandt:

0 -1 0 -1 -1 -1
Ii=]1-1 4 —-1| oder Ly=]-1 8 -1
0 -1 0 -1 -1 -1
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4 Filter im Frequenzraum

4.1 Ortsraum versus Frequenzraum

Die Originalreprésentation einer Funktion ist die Représentation im Ortsraum [21].
Um zu verstehen was der Frequenzraum ist, kann man sich folgendes, aus [2I] ent-
nommenes, Szenario vorstellen: Man erhélt ein Bild, das jedoch wihrend einer Ana-
logiibertragung iiber ein Kabel wegen eines benachbarten, schlecht abgeschirmten
Stromkabels mit der sinusférmigen Schwingung des Wechselstroms iiberlagert wird.
Nun méchte man natiirlich diese Stérung beheben und miisste dafiir die Offset (die
Phase), die Hohe (die Amplitude), und die Haufigkeit (Frequenz) der Schwingung
berechnen, und im Anschluss diese Schwingung entfernen. Einfacher wire es, wenn
man das Bild in all seine Schwingungen zerlegen kénnte, um die stérende Schwingung
zu ermitteln und daraufthin zu entfernen. Genau dies ist im Frequenzraum gegeben.
Denn hier wird das Signal als Zusammensetzung aus einzelnen Grundfrequenzen be-
schrieben.

Wie auch in [6] nachzulesen ist, war der Franzose Jean Baptiste Joseph Fourier ein
bedeutender Mathematiker des 19. Jahrhunderts. Im Jahre 1822 publizierte er das
Buch 'La Théorie Analytique de la Chaleur’, das die Grundlagen der Fourier-Analyse
beinhaltet. Eine der Hauptaussagen dieses Buches ist das Konzept der Fourierreihe.
Dies besagt, dass jede periodische Funktion als Summe von Sinus- und/oder Kosinus-
funktionen unterschiedlicher Frequenz, multipliziert mit verschiedenen Koeffizienten,
ausgedriickt werden kann.

Sogar nicht periodische Funktionen, deren Fléche unter der Kurve jedoch endlich ist,
kénnen mithilfe eines Integrals {iber Sinus- und Kosinusfunktionen, multipliziert mit
einer Gewichtungsfunktion, ausgedriickt werden. In diesem Fall spricht man von der
Fouriertransformation, dessen Nutzen und Anwendungsbereich noch weitreichender
als die der Fourierreihe ist. Eine schéne Eigenschaft, die der Fourierreihe und der
Fouriertransformation zu eigen ist, ist deren Invertierbarkeit ohne Informationsver-
lust.

4.1.1 Einschub zu komplexen Zahlen

Hier sollen lediglich die im Folgenden genutzten Notationen dargestellt werden. Eine
komplexe Zahl C ist definiert als:

C = Re+ilm,

wobei Re und Im reelle Zahlen sind und i die imaginére Einheit ist. Damit sind reelle
Zahlen eine Untergruppe der komplexen Zahlen, bei denen I'm = 0 ist.
Die komplexe Zahl i hat folgende Eigenschaften:

i2=—-1 undsomit i=+—1
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4 Filter im Frequenzraum

Die komplexe Konjugation, dessen Zeichen ein hochgestelltes * ist, ist definiert als:
C* = Re—1ilIm.

Komplexe Zahlen werden geometrisch in einer Ebene als Vektoren dargestellt, dessen
Abszisse die reelle Achse und dessen Ordinate die komplexe Achse ist. Somit stellt die
komplexe Zahl Re +1iIm den Punkt (Re, Im) im rechtwinkligen Koordinatensystem
dar.

Niitzlich sind folgende Darstellungen

C =|C|(cosf +isin0),
C =|Cle.
|C| = vV Re? + Im? ist dabei die Liange des Vektors vom Koordinatenursprung zum

Punkt (Re, Im). Den Winkel zwischen dem Vektor und der reellen Achse bezeichnet
man als 6.

4.1.2 Einschub Impulsfunktionen

Die folgende Einfithrung in die Impulsfunktionen beruht auf [9]. Diese werden im
weiteren Verlauf dieser Arbeit noch eine wichtige Rolle spielen.

Definition 4.1 (Heaviside-Funktion (Einheitssprungfunktion))
Fir z € R ist die Heaviside-Funktion © : R — R definiert als:

fiirx >0
O(z) =

firx=0 .

S = =

firx <0

Nun kénnen, durch die Uberlagerung von geeignet verschobener Sprungfunktionen,
verschiedene Treppenfunktionen zusammengestellt werden.

Beispiel 4.1 (Signumfunktion (Vorzeichenfunktion))
Mit z € R kann die Signumfunktion sgn : R — R gebildet werden:

+1 firxz >0

sgn(z) =< 0 firxz=0

-1 firz<0
=20(z)—1.

Beispiel 4.2 (Rechteckimpuls)
Mit x € R und T" € R beliebig aber fest, gilt fiir den Rechteckimpuls r : R — R:

1 fi <T
r(z) = { ir |x|

0 sonst

=0 +T)-0O(z—T).
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4.2 Fouriertransformation

Die diskrete Impulsfunktion ist wie folgt definiert:

Definition 4.2 (Diskreter Einheitsimpuls (Dirac-Impuls))
Mit z als eine diskrete Variable gilt fiir den diskreten Einheitsimpuls 4 : R — R:

§(z) = T mit Y S(a) =1,
0 fiirx#0

T=—00

4.2 Fouriertransformation

Ein Analogon zu den Fourierreihen ist fiir aperiodische Funktionen die Fourier-
transformation. Hierbei wird die Funktion wiederum in ihre Frequenzanteile zerlegt.
Dieses Frequenzspektrum bezeichnet man als die zu der Funktion gehdrige Fourier-
Transformierte.

Definition 4.3 (Eindimensionale kontinuierliche Fouriertransformation [6])
Sei f eine integrierbare kontinuierliche Funktion und x eine kontinuierliche Variable.
Die Fouriertransformation ist mit F : £(R) — £}(R) definiert durch:

F(f)(@) = Fu) = / ” Flw)ei2 gy

Die inverse Fouriertransformation transformiert die Funktion vom Frequenzraum
wieder in den Ortstraum zuriick und wird folgendermafen gebildet:

FAE0 = 1) = [ Fe = au.

Die diskrete Fouriertransformation bildet eine diskrete endliche Funktion, die peri-
odisch fortgesetzt wird, auf ein diskretes periodisches Frequenzspektrum ab.

Definition 4.4 (Eindimensionale diskrete Fouriertransformation [6])

Sei f eine diskrete Funktion auf dem Definitionsbereich ¢ = [0,1,..., N — 1] und
N € N die Anzahl der Abtastungen, dann ist die Fouriertransformierte definiert
durch:

Den Raum, in dem sich die Fouriertransformierte befindet, wird Frequenzraum ge-
nannt. Die inverse Fouriertransformation transformiert die Funktion vom Frequenz-

raum wieder in den Ortsraum zuriick und wird folgendermafsen gebildet:

1 M-1 e
FUR) @) = 57 3 Fa)e5
=0

Die beiden Funktionen F(f)(z) und F~1(F)(u), die das Signal vom Ortsraum in
den Frequenzraum transformiert bzw. vom Frequenzraum in den Ortsraum zuriick
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4 Filter im Frequenzraum

transformiert, werden als Foueriertransformationspaar bezeichnet.

Nach [21] und [10] besitzt die Fouriertransformation verschieden Eigenschaften, von
denen im Folgenden die wichtigsten in einem Satz aufgezeigt werden sollen.

Satz 4.1 (Eigenschaften der Fouriertransformation [21], [10])

Seien f,g diskrete Funktionen auf dem Definitionsbereich t = [0,1,..., N — 1] und
N € N die Anzahl der Abtastungen. Die Fouriertransformation besitzt folgende
Eigenschaften:

(i) Phase und Amplitude:
Die Fouriertransformation zerlegt eine Funktion in Wellen unterschiedlicher
Frequenzen. Jede dieser Wellen ist charakterisiert durch ihre Amplitude und
ihre Phase. Die Amplitude gibt beispielsweise bei einem Grauwertbild an, wie
hoch der Grauwert des durch diese Welle représentierten Anteils im Bild ist.
D.h. wenn man z.B. vor der Riicktransformation die Betrige der Funktions-
werte halbieren wiirde, wire das resultierende Bild auch nur halb so hell. Die
Amplitude A an der Position (u, ) ist der Betrag des Funktionswertes. Da die
Fouriertransformierte im Allgemeinen komplex ist, wird die Amplitude folgen-
dermaken berechnet:

A= |F(p,v)| = VR (p, v) + Im?(p, v) .

Die Phasenverschiebung jeder Welle ist durch den Winkel 6 in der komplexen
Ebene gegeben:

0 = tan™! (W) :

(ii) Linearitét:
Seien f und g zwei eindimensionale Funktionen und a,b € R oder C. Dann gilt
die Linearitdt F(af(z) +bg(z)) =aF(u) +bG(u).

(iii) Shift-Theorem-Verschiebungseigenschaft:
Wird ein Signal, auf das die Fouriertransformation angewandt werden soll,
um eine bestimmte Einheit 7 verzogert, so kann die Fouriertransformation be-

2wt

stimmt werden als Multiplikation von e mit der Fouriertransformierten

von f: F(f)(x —7) =e 2T F(u).

(iv) Faltungstheorem:
Eine Operation, die sich im Frequenzraum stark vereinfacht, ist die Faltung.

F(f*g)(x)=F(u)G(u).

(v) Hermitesche Symmetrie:
Im Frequenzraum gilt fiir eine Funktion F’ und deren komplex Konjugierte F™* :

F*(—p) = F(u) .
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(vi) Differentiationstheorem:

Sei f eine fiir alle € R differenzierbare Funktion mit lim f(z) =0, % sei
x—>do00 z

die erste Ableitung von f und die Fouriertransformierte F' und ?Tl: existieren

L . of :
mit ugrfoo F(p) = 0. Dann gilt: F <8x) (x) =12mpF (W) .
Beweis. Der Beweis zu (iv) kann in [6], die restlichen kénnen in [II] nachgelesen
werden. ]

Mit der Einfiithrung der Fouriertransformation und somit des Frequenzbereichs, in
den ein Signal transformiert werden kann, ergeben sich neue Mdglichkeiten zur Fil-
terung eines Signals. Denn jetzt lassen sich bestimmte Frequenzginge unterdriicken,
wohingegen andere ungeschwicht hindurchgelassen werden kénnen. Die drei grundle-
genden Filtertypen sind der Tiefpassfilter, der Hochpassfilter und der Bandpassfilter.
Hier soll nur auf den Bandpassfilter eingegangen werden, da der Quadraturfilter als
ein solcher bezeichnet werden kann. Weiteres ldsst sich beispielsweise in [I5] oder [21]
nachlesen.

Bandpassfilter sind Filter, die Frequenzen innerhalb eines bestimmten Bereiches pas-
sieren lassen und alle anderen Frequenzen abschwichen. Es werden die sehr hohen
und die sehr tiefen Frequenzen abgeschwicht und die mittleren Frequenzen durchge-

lassen.

4.3 Wavelet

In [21] wird beschrieben, dass unter anderem bei der Fouriertransformation angenom-
men wird, dass die Wellen unterschiedlicher Frequenz, in die ein Bild zerlegt wird,
im gesamten Bild vorkommen. Dies ist in der Realitdt meistens jedoch nicht der Fall
[21]. In vielen Bildern gibt es Bereiche, in denen niedrige Frequenzen vorherrschend
sind und andere Bereiche, in denen kleine, detailreiche Strukturen durch hohe Fre-
quenzen reprisentiert werden. Ein Extremfall ist beispielsweise ein weifles Quadrat
auf schwarzem Hintergrund. Es werden nur an den Kanten des Quadrates Wellen mit
hoher Frequenz bendétigt, um den Wechsel von schwarz zu weils darzustellen. In allen
anderen Bereichen ist der Grauwert konstant. Da aber bei der Fouriertransformation
die Wellen, die die Kanten modellieren, im ganzen Bild vorhanden sind, miissen diese
an allen anderen Stellen des Bildes durch andere Wellen ausgeglichen werden.

Eine bessere Reprisentation erhélt man durch Wavelets als Basisfunktionen. Das
Wort 'Wavelete’” kommt urspriinglich aus den franzosischen Wort ’ondelette’, was
kleine Welle’ bedeutet. Dieses Wort wurde teils wortlich, teils phonetisch ins Eng-
lische iibertragen und so wurde aus ’onde’ 'wave’ und aus ’lette’ ’let’. Die Wavelet
Funktionen sind zwar Wellen mit unterschiedlicher Frequenz, ihre Amplitude hinge-
gen ist nur in einem kleinen Bereich von Null verschieden. Auf diese Eigenschaft ist
auch der Name "Wavelet’ zuriickzufithren. Wie in [7] nachzulesen ist, kennzeichnet
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4 Filter im Frequenzraum

sich das Konzept der Wavelets dadurch aus, dass durch Verschiebung und Skalierung
eines 'Mother-Wavelets’, Waveletbasen gebildet werden kénnen. Folglich unterschei-
den sich zwei Wavelets von ihrer Mother-Wavelet durch zwei Parameter, einem Ska-
lierungsparameter und einem Verschiebungsparameter. Dabei legt der Skalierungs-
parameter die Frequenz des Wavelets fest, wodurch die relative Bandbreite bestimmt
ist. Die Transformation, die die Wavelets als Basisfunktion verwenden, wird Wavelet-
Transformation genannt. Im Gegensatz zu den Basen einer Fouriertransformation
haben die Basisfunktionen einer Wavelet-Transformation zwei Parameter, den Skalie-
rungsparameter und den Verschiebeparameter, wobei diese beiden Parameter jeweils
ganze Zahlen sind.

4.4 Fensterfunktion

Bis jetzt hat das Bild bzw. die Funktion oder das Signal, das betrachtet wird noch
eine unendliche Gréfe. In der Praxis kann mit so einer Menge von Information natiir-
lich nicht umgegangen werden und es ist meistens auch nicht nétig. Auferdem wird
bei der Fouriertransformation angenommen, dass die Linge des betrachteten Signals
ein ganzzahliges Vielfaches der Periode des Signals ist und somit ohne Unstetigkeiten
aneinandergereiht werden konnte. Dies ist allerdings nicht immer der Fall. Das hat
zur Folge, dass es zu Stérungen im Frequenzraum kommt, welche sich durch ein "ver-
schmiertes’ Frequenzspektrum darstellen. Diese Eigenschaft ist in Abbildung[d.Tjund
Abbildung dargestellt. In Abbildung (a) ist eine Sinusschwingung mit genau
neun Perioden dargestellt und in (b) dessen Amplitudenspektrum. In Abbildung
(a) ist eine Sinusschwingung dargestellt, die nicht aus exakt neun Perioden besteht.
Das bedeutet, dass eine Aneinanderreihung dieses Signals zu Unstetigkeiten fithren
wiirde. Dies zeigt sich in (b), wo das Amplitudenspektrum dargestellt ist. Vergleicht
man die beiden Amplitudenspektren sieht man, dass das Amplitudenspektrum in
Abbildung genau bei der Frequenz neun einen Peak aufweist, wohingegen das
Amplitudenspektrum in Abbildung 'verschmiert’ ist (vgl. [14]).
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(a) Sinusfunktion (b) Amplitudenspektrum der Si-

nusfunktion

Abbildung 4.1: Sinusfunktion und dessen Amplitudenspektrum, wobei die Sinusfunktion
aus einer ganzen Anzahl von Perioden besteht (vgl. [15]).

50
o 50

(a) Sinusfunktion (b) Amplitudenspektrum der Si-

o 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Zeitt Frequenz my

nusfunktion

Abbildung 4.2: Sinusfunktion und dessen Amplitudenspektrum, wobei die Sinusfunktion
nicht aus einer ganzen Anzahl von Perioden besteht(vgl. [15]).

Eine Moglichkeit mit diesem Problem umzugehen ist, eine Fensterfunktion auf das
Signal anzuwenden [I0]. Eine Fensterfunktion ist eine Funktion, die zu den Rén-
dern hin auf null abfillt. Eine ideale Fensterfunktion sollte die Eigenschaft haben,
dass ihre Fouriertransformierte so steil wie moglich zu den Réndern hin abnimmt
und gleichzeitig eine hohe spektrale Auflosung besitzt. Damit wiirden sich zwei Si-
gnale, die dhnliche Frequenz und Amplitude besitzen, erkennen lassen. [22]. Da es
nicht méglich ist diesen beiden Forderungen gleichzeitig gerecht zu werden, muss im-
mer ein Kompromiss eingegangen werden. Eine Moglichkeit ist das Hann-Fenster als
Fensterfunktion zu verwenden. Dieses ist definiert als w(n) = 0.5 [1 — cos(%2% )] mit
n=0,1,...,N —1und N die Lange der Fensterfunktion [15]. Eine Fensterfunktion
wird im Ortsbereich mit dem zu fensternden Signal multipliziert. In Abbildung
ist in (a) ein nicht stetig fortsetzbares Signal, in (b) das Hann-Fenster und in (c) das
gefensterte Signal abgebildet. In (d) und (e) sind die jeweiligen Amplitudenspektren
von (a) und (c) dargestellt, wobei auffillt, dass in (e) die "Verschmierung’ um einiges
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geringer geworden ist.
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(a) Sinusfunktion (b) Hann-Fensterfunktion (c) gefensterte Sinusfunktion
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(d) Amplitudenspektrum der Sinusfunktion (e) Amplitudenspektrum der gefensterten Si-
nusfunktion

Abbildung 4.3: (a) Darstellung der Sinusfunktion, die aus einer ganzen Anzahl von Pe-
rioden besteht, (b) der Hannfensterfunktion und (c) der mit der Hann-
Fensterfunktion gefensterten Sinusfunktion. (d) und (e) die Amplituden-
spektren der Sinusfunktion und der gefensterten Sinusfunktion (vgl. [15]).

4.5 Gaborfilter

Unter Beachtung des Kapitels der Fouriertransformation und des Kapitels der
Waveletfunktionen lasst sich wie in [19] ein weiteres Wavelet bilden. Ein solcher
Filter ist der Gaborfilter oder das Gabor-Wavelet auch Kurzzeit-Fouriertransformation,
gefensterte Fouriertransformation oder Gabortransformation genannt.

Definition 4.5 (Gabor-Wavelet [19])
Mit x € R als freie Variable, xg eine bestimmte Position und a € R ist das Gabor-
Wavelet gegeben durch:

Ir—Zo )2

guw(x, p, o, a) = e 2T (S (4.1)

Lisst man den rechten Faktor in der Definition weg, erkennt man die Basisfunktion
der Fouriertransformation wieder. Dieser rechte Faktor, der zu der Basisfunktion
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4.6 Quadraturfilter

multipliziert wird, ist eine Gaufsche Glockenkurve. Der Parameter a bestimmt dessen
Breite.

Das Gabor-Wavelet kann in Real- und Imaginirteil aufgesplittet werden. Ein Beispiel
eines Gabor-Wavelets ist in Abbildung [.4] zu sehen. Daran erkennt man auch, dass
der Realteil des Gabor-Wavelets eine gerade Funktion und der Imaginérteil eine

ungerade Funktion ist.

Re(gw)
Im(gw)
.
-
/-
t

(a) Realteil des Gaborwavelets (b) Imaginéirteil des Gaborwavelets

Abbildung 4.4: Beispiel eines Gabor-Wavelet-Paars nach Gleichung (4.1) mit a = 0.5,
xzo = 0 und g = 0.5. In (a) ist in blau der Realteil des Gabor-Waveletes
dargestellt und in (b) in rot der Imaginérteil des Gabor-Waveletes (vgl.

[19])-

4.6 Quadraturfilter

Wie in dem Kapitel schon erwihnt, besitzt die Fouriertransformation die Ei-
genschaft der hermiteschen Symmetrie. Das bedeutet, dass fiir ein reellwertiges Bild
i(x,y) im Frequenzraum mit p = (s, pty) folgendes gilt:

I(p) =I"(—p) .

Das wiederum heifst, dass die quadrierte Amplitude folgendermafen geschrieben wer-

den kann:

()| = 11" (—p)* = V/(Re[I(w)])? + (Im[I (n)])?
2

= (RelI(w)))* + (Im[I(w)))?. (4.2)

Diese Symmetrie wird nun im Folgenden ausgenutzt. Es geniigt demnach ein Filter
im Frequenzraum zu konstruieren, der das Signal im Frequenzbereich nur auf einer
Seite filtert bzw. auf einer Seite unterdriickt.

Es soll nun ein Filter, der Quadraturfilter, vorgestellt werden, mit Hilfe dessen iiber
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4 Filter im Frequenzraum

lokale Phasenunterschiede die Verschiebung zwischen zwei Bildern geschitzt werden
kann. Dazu werden zunichst weitere Begrifflichkeiten bendtigt.

Die Filter, die in den letzten Kapiteln vorgestellt wurden, sind groftenteils fiir die
Kantenbestimmung geeignet. Das sind die einfachsten Strukturen in einer lokalen
Umgebung, und zwar konstante Flichen bzw. Kanten. Es konnen sich allerdings
auch Strukturen nur durch die Orientierung eines Musters vom Hintergrund unter-
scheiden. Eine lokale Umgebung mit lokaler Orientierung kennzeichnet sich dadurch
aus, dass der Grauwert sich nur in einer Richtung &ndert. Granulund und Knuts-
son haben in [7] den Begriff ’einfache Nachbarschaft’ eingefiihrt, da die Grauwerte
entlang von Linien konstant sind. Nun soll nach [10] eine Unterscheidung zwischen
den Begriffen Orientierung und Richtung gemacht werden. Die Richtung ist definiert
iiber den gesamten Winkelbereich des Intervalls [0, 27]. Beispielsweise unterscheidet
sich die Richtung zwischen zwei Vektoren, die in entgegengesetzte Richtungen zei-
gen. Anders ist das bei der Beschreibung einer lokalen Umgebung. Da ein um 180°
gedrehtes Muster sich nicht vom nicht gedrehten unterscheidet, ist hier nur ein Win-
kelbereich von 180° nétig. In diesen Fallen spricht man von Orientierung. Eine andere
Eigenschaft einfacher Nachbarschaften ist die Phase. Das Konzept der lokalen Phase
im Eindimensionalen stammt von der Idee des analytischen Signals [7], welche durch
die eindimensionale Hilberttransformation definiert ist.

4.6.1 Die Hilberttransformation

Die Hilberttransformation ist eine Abbildung, die eine Funktion des Ortsbereichs in
eine andere Funktion ebenfalls im Ortsbereich tiberfiihrt [7].

Definition 4.6 (Hilberttransformation)
Sei f € R und x eine freie Variable. Die Hilbertransformation ist mit H: : R — R
definiert durch:
: 1 [ f(r
Hi(f) = fui(z) = - 1) gy (4.3)

T ) T — X

Anmerkung 4.1
Wie man an der Gleichung erkennen kann und in [7] auch erwahnt ist, ist die
Hilbertransformation nicht fiir alle Funktionen im Ortsbereich wohldefiniert. Grund
dafiir ist, dass der Hilbertfilter unendlich ausgedehnt ist und es damit unmdéglich ist,
einen exakten Hilbertfilter fiir beliebige Signale mit einer kleinen Faltungsmaske zu
konstruieren [10].

Betrachten wir die Definition der Hilbertransformation genauer, so erkennt man, dass
die Hilberttransformation nichts anderes ist als die Faltung zwischen einem Signal f
mit der Funktion ;—;, mit e als Platzhalter fiir den Definitionshereich:

Jui = f* % (4.4)
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4.6 Quadraturfilter

Erwdhnenswert an dieser Stelle ist, dass das Signal und das analytische Signal eine

Phasendifferenz von g aufweist.

4.6.2 Das analytische Signal

Mit diesem Wissen kann nun das analytische Signal eingefiihrt werden. Dieses ist
komplexwertig und wird durch den Zusammenschluss eines reellwertigen Signals und
der dazugehorigen Hilberttransformierten gebildet [7].

Definition 4.7
Das analytische Signal f4 : R — C, das zu dem reellen Signal f gehort, ist definiert
als:

fa=1F—1fu. (4.5)

Eine Eigenschaft des analytischen Signals ist die, dass es im Frequenzbereich aus rein
positiven Frequenzen besteht. Dies wird im Weiteren auch fiir den Quadraturfilter
wichtig sein und soll im Folgenden genauer dargestellt werden.

Das analytische Signal ldsst sich folgendermafen schreiben:

i
fa=[fx <5 + ) :
e
Dies erhélt man aus (4.5) durch folgende Umformungsschritte:

fam g OEED gy () s BI p(, 1ED)

e e

_(fxd)— <f*l(_.1>> nachSat:ziii)f*<5_i(—1)>

s e

:f*<5+7:.>.

Mit Hilfe des Faltungstheorems und der Linearitdt der Fouriertransformation l&sst
sich nun aus dieser Form relativ einfach die Fouriertransformierte bilden.

Die Fouriertransformierte des Signals f sei F' und die des Dirac-Signals ist 1 [14]. Die
inverse Fouriertransformierte des Dirac-Signals ist ebenfalls 1 [14]. Die Funktion i
hat als Fouirertransformierte die Signumfunktion sgn. Dies lisst sich am einfachsten
nachweisen, indem man die inverse Fouriertransfomrierte der Signumfunktion bildet.
Dies soll im Folgenden auf dhnlichem Weg geschehen wie in [I] die Fouriertransfor-

mierte der Heaviside-Funktion hergeleitet wird. Nach Kapitel gilt:

sgn(p) =20(u) — 1.

Bilden der Ableitung auf beiden Seiten (die Ableitung der Signumfunktion sgn sei
hier ohne Beweis gegeben durch den Dirac-Impuls 6):

e () = 2000,
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4 Filter im Frequenzraum

Bilden der inversen Fouriertransformation auf beiden Seiten:

£ @L(sgn)) (1) = 2F(6) ()
F (i(sgn)> (n)=2-1

Durch Anwendung des Differentiationstheorems der Fouriertransformation (vgl. Satz
[M.1] (vi)) erhélt man:

—i2m o F 1 (sgn) (u) =2

F ! (sgn) (1) =

0 flir p < 0
=49 F(p) firp=0
2F(p) furp>0

Daran sieht man, dass die Fouriertransformierte des analytischen Signals im negati-
ven Bereich Null ist. An dieser Stelle mochte ich noch einmal auf die lokale Phase
zu sprechen kommen, die {iber das analytische Signal definiert ist. Wie auch in [3]
beschrieben, ist die lokale Phase von der Fourierphase zu unterscheiden. Die Fou-
rierphase wird wie in Kapitel dargestellt berechnet. Die lokale Phase bezieht sich
auf die Nachbarschaft eines Signals fiir eine gegebene Position und liefert Informa-
tionen iiber die lokale Struktur des Signals. Berechnet wird die lokale Phase iiber das
Argument des analytischen Signals. Die lokale Phase werden wir auch im Morphon-
Algorithmus zur Bestimmung der Verschiebungsschéitzung verwenden. Ausgehend
vom analytischen Signal kann der Quadraturfilter nun eingefithrt werden. Nach [5]
stehen zwei Signale in Quadratur, wenn das eine Signal die Hilberttransformierte des
anderen Signals ist. Das heifst, ein analytisches Signal besteht aus zwei zueinander
in Quadratur stehenden Signalen.
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4.6 Quadraturfilter

Nun méchte ich den Quadraturfilter einfithren und danach auf diese Eigenschaft zu-
riick kommen.

Mit dem Quadraturfilter erhilt man, genau wie mit der Hilberttransformation, ein
Signalpaar, das sich nur durch eine Phasenverschiebung von 90° unterscheidet [I0].
Wie in [10] beschrieben, ist der Quadraturfilter eine andere Moglichkeit, wie man aus
der Betrachtung von einfachen Nachbarschaften die lokale Orientierung und die loka-
le Wellenzahl bestimmen kann. Die Idee ist, Strukturen in einem bestimmten Bereich
von Wellenzahlen und Richtungen zu extrahieren. Zur Bestimmung der lokalen Ori-
entierung miissen mehrere gerichtete Filter angewendet werden. Dabei besitzt jeder
Filter eine andere Orientierung, sodass jeder Filter fiir Strukturen unterschiedlicher
Orientierung empfindlich ist. Die Filterantworten werden verglichen und man erhilt
eine maximale Filterantwort von dem Richtungsfilter, dessen Richtung am besten
mit der lokalen Orientierung {ibereinstimmt. Erhilt man von einem Filter eine star-
ke Antwort im Vergleich zu den iibrigen Filtern, dann enthélt die Nachbarschaft
ein lokal orientiertes Muster. Sind die Filterantworten alle dhnlich stark ausgeprigt,
dann besteht die Nachbarschaft aus einer Verteilung unterschiedlich gerichteter Mus-
ter.

Diese Idee scheint im ersten Moment einfach und einleuchtend zu sein, es kommen
jedoch im néachsten Moment einige Fragen auf. Wie sollte so ein Richtungsfilter ausse-
hen und was fiir Eigenschaften sollte er fiir eine Bestimmung der lokalen Orientierung
haben? Wie viele Filter sind notwendig, um ein moglichst genaues, aber dennoch zeit-
lich effizientes Ergebnis zu erhalten? Mit diesen Fragen beschiftigten sich Granlund
und Knutsson in [7]. Sie stellten, wie in [8] bezeichnet, einen polar separierten Filter
auf. Das ist ein Filter, der aus zwei verschiedenen Komponenten besteht, einer Win-
kelfunktion D und einer radialen Funktion R. Die Winkelfunktion bezieht sich auf
die Orientierung des Filters und somit auf die lokale Orientierung der Nachbarschaft.
Die radiale Funktion ist fiir die Bestimmung der Wellenzahl zustdndig. Die polare
Separierbarkeit des Filters vereinfacht die Verdnderung von voneinander unabhangi-
gen Aspekten.

Im Frequenzbereich sieht der Quadraturfilter folgendermafien aus:

Definition 4.8 (Quadraturfilter [7])

Der Quadraturfilter F' im Frequenzbereich mit der Richtungsfunktion (Winkelfunk-
tion) D, der radialen Funktion R und p als freie Variable im Frequenzbereich, ist
gegeben durch Qy : R? — R? mit d als die Gréfe der Filtermaske und

Qk = R(||el)) Di(p), (4.6)
mit

_ —Cph2(lel) __ 4
R(||p|]) = e »’ und Cp = BZn(2) (4.7)
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4 Filter im Frequenzraum

Dabei bezeichnet ||p|| die Norm des Vektors p, B die relative Bandbreite der Wel-
lenzahl in Oktaven und p die Mittenfrequenz.
Auferdem ist die Richtungsfunktion durch

(uTny)?  fiir plig >0

(4.8)
0 sonst

Dy(p) = {

mit ny als Richtungsvektor des Filters F}, gegeben. Dabei gibt der Index k£ =
[1,2,3,..., K] die jeweilige Filterrichtung an, wobei mit K € N die Anzahl der
Filterrichtungen beschrieben wird.

An dieser Stelle mochte ich genauer auf die Filterrichtungen eingehen. In [12] steht
folgende Formel fiir die Anzahl der Richtungen, die benétigt werden:

1
K > Sd(d+1),

dabei bezeichnet d die Dimension des eingehenden Signals. Diese Formel stimmt mit
den Uberlegungen in [7] fiir die Wahl der Richtungen iiberein und hat sich auch in
der Implementierung von Daniel Forsberg als sinnvoll erwiesen. Knutsson nennt in
[7] die Richtungen 22.5°,67.7°,112.5° und 157.5° eine gute Wahl. Diese Richtungen
werden wir spéter in einem Anwendungsbeispiel des Quadraturfilters wiederfinden.

Der Quadraturfilter wird als logarithmisch normalverteilt bezeichnet, da die radiale
Funktion eine logarithmisch normalverteilte Form hat. D.h. auf einer logarithmi-
schen Wellenzahlskala hat der Filter die Form einer Gauffunktion. Mit folgenden
genaueren Angaben zu der relativen Bandbreite B kann die radiale Funktion darge-

stellt werden: B = ﬁ In <@), wobei mit p; und p, die Werte von p festgelegt sind,

PL
fiir die R(p) = 0.5 ist (siehe Abbildung [4.5[a)). Was mit unterschiedlichen Werten

von p mit der radialen Funktion geschieht, kann man in Abbildung [£.5(b) schen.

(a) (b)

Abbildung 4.5: Darstellung der radialen Funktion des Quadraturfilters nach (4.7)). In (a)
mit p = 5. In (b) drei weitere unterschiedliche radiale Funktionen mit

™

p= (=, rot), p=F(’—’, blau) und p = Z(*~, magenta) (vgl. [7]).
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4.6 Quadraturfilter

Betrachten wir nun noch einmal Gleichung . In dieser Gleichung sieht man, dass
sich die Fouriertransformierte in Real- und Imaginérteil aufspalten lisst. Da der Qua-
draturfilter im Frequenzbereich definiert ist, ist diese Aufspaltung auch mit diesem
moglich. Der Realteil entspricht einer geraden Funktion, der Imaginérteil einer unge-
raden Funktion. Es ldsst sich hier ein Vergleich zu dem Gabor-Wavelet ziehen (siehe
Kapitel , welches als eine spezielle Art eines Quadraturfilters angesehen werden
kann. Bezogen auf eine Struktur in einem Bild, entspricht eine gerade Funktion einer
Linie und eine ungerade Funktion einer Kante (s. Kapitel 2.2). Nach [§] kann der
Quadraturfilter folgendermafen in geraden und ungeraden Anteil aufgeteilt werden.
Der Index e bezeichnet den geraden Teil (engl.: even), der Index o den ungeraden
Teil (engl.: odd):

Qr(p) = Qre(p) + Qro(p)
Queli) = Quel—1) = S R{p ) (" 20)?

Qol) = ~Quo(—10) = 5 Rl (" 242 s (" )

An dieser Stelle soll nun der Zusammenhang zwischen dem Quadraturfilter und dem
analytischen Signal hergestellt werden. Wenn nun der Quadraturfilter bzw. dessen
beide Komponenten Qe () und Qxo(p) mit Hilfe der inversen Fouriertransformation
in den Ortsbereich transformiert werden, erhilt man gg.(x) und g, (x). Diese beiden
kénnen auf folgende Weise zusammengefiigt werden

@ (2) = qre() — 1qro(T) - (4.9)

Dabei erkennt man sofort die Beziehung zum analytischen Signal. Vergleicht man
die Gleichung mit Gleichung (£.5), kann gi.(z) als die Ausgangsfunktion und
qko(x) als dessen Hilberttransformierte angesehen werden.

Die Filterantworten gge(z) und gio(z) lassen sich nun auf ein Bild b(x,y) im Orts-

bereich anwenden:

QWke(T,Y) = qre(x,y) * b(x,y) ,
Woko(T,Y) = —1qro(z,y) * b(z,y) .

An dieser Stelle wird die Besonderheit des Quadraturfilters klar. Wir haben ihn zu
Beginn im Frequenzraum definiert und ihm dort bestimmte Eigenschaften Gber die
radiale Funktion R und die Richtungsfunktion D zugeschrieben. Fiir die Anwendung
des Quadraturfilters auf ein Signal, beispielsweise ein Bild, wird der Quadraturfilter
zuerst {iber die inverse Fouriertransformation in den Ortsraum transformiert, um
ihn anschlieffend einfach iiber eine Faltung auf das gewiinschte Signal anwenden zu
konnen.
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4 Filter im Frequenzraum

4.6.3 Beispiel: Der Quadraturfilter zur Kantenerkennung

In diesem Abschnitt méchte ich anhand eines einfachen Beispiels die Kantenerken-
nung des Quadraturfilters aufzeigen. Das Bild, in dem die Kanten erkannt werden
sollen, ist in Abbildung [.6] dargestellt und ist von mir in GIMP erstellt worden. Man
sieht auf einem weiken Hintergrund zwei um 90° gedrehte schwarze Pfeile innerhalb
eines kreisférmigen schwarzen Rahmens.

Abbildung 4.6: Beispielbild zur Kantenerkennung

Auf dieses Bild kann nun der von Daniel Forsberg implementierte Quadraturfilter an-
gewandt werden. Wihlt man die Filtermaske relativ grof, so lassen sich sehr schén
die vier Filterrichtungen, die im vorherigen Abschnitt angesprochen wurden, erken-
nen. Dies ist in Abbildung dargestellt. Es ist eine Filtermaske der Groke 11 x 11
verwendet worden.
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4.6 Quadraturfilter

"g

N

(a) mit Filter in Rich- mit Filter in Rich-
tung 157.5° gefiltertes tung 112.5° gefiltertes
Ausgangsbild Ausgangsbild

4

(c) mit Filter in Rich- (d) mit Filter in Rich-
tung 67.7° gefiltertes tung 22.5° gefiltertes
Ausgangsbild Ausgangsbild

Abbildung 4.7: Darstellung der vier Richtungen des Quadraturfilters mit grofer Filter-
maske

Verkleinert man die Filtermaske des Quadraturfilters, so ldsst sich dieser mit an-
deren Filtern zur Kantenerkennung vergleichen. Dies mochte ich im Folgenden mit
denen in Kapitel beschriebenen einfachen Kantenfiltern im Ortsraum tun. Der
Vergleich soll sich hier auf eine optische Gegeniiberstellung beschrinken. Diese ist in
Abbildung zu finden. In den Bildern (a) bis (d) sieht man jeweils eine Richtung
des Quadraturfilters. Hier nun mit einer kleineren Filtermaske, und zwar der Grofe
3 x 3. Schaut man sich diese im Gesamten an, sieht man, dass der Quatraturfilter
sehr gute Ergebnisse als Kantenfilter liefert. In den Bildern (e) bis (g) ist der Sobel-,
Prewitt- und Laplacefilter auf das Ausgangsbild (Abbildung angewandt wor-
den. Fiir die Filterung mit dem Sobeloperator wurde eine horizontale Filtermaske
verwendet. Die Filterung mit dem Prewittoperator wurde mit einer vertikalen Fil-
termaske durchgefiihrt. Fiir den Laplaceoperator wurde die in Kapitel mit Ly
bezeichnete Filtermakse angewandt. Vergleicht man nun die mit dem Quadraturfil-
ter gefilterten Bilder mit den Bildern, die mit Standardfiltern gefiltert wurden, sieht
man, dass der Quadraturfilter sogar bessere Ergebnisse liefert. In denen mit Stan-
dardmasken gefilterten Bildern ist um die eigentlichen Kanten Rauschen zu sehen,
was beim Quadraturfilter nicht der Fall ist.
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(a) mit Filter in Rich- (b) mit Filter in Rich-
tung 157.5° gefiltertes tung 112.5° gefiltertes
Ausgangsbild Ausgangsbild

(c) mit Filter in Rich- (d) mit Filter in Rich-
tung 67.7° gefiltertes tung 22.5° gefiltertes
Ausgangsbild Ausgangsbild

(e) mit Sobelfilter gefil-
tertes Ausgangsbild

Abbildung 4.8:
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filtertes Ausgangsbild filtertes Ausgangsbild

Direkter Vergleich verschiedener Kantenfiltern



5 Der Morphon-Algorithmus

In diesem Kapitel soll nun der Morphon-Algorithmus vorgestellt werden, in dem der
Quadraturfilter verwendet wird.

Der Morphon-Algorithmus wurde erstmals von Knutsson und Andersson in [23] und
[L3] als Registrierungsalgorithmus vorgestellt. Die grundlegende Idee dieses Algo-
rithmus steckt direkt in dem Titel des zweitgenannten Papers: 'Paint on Priors’. Das
bedeutet, dass die Vorgénger (engl.: 'priors’) den weiteren Verlauf des Algorithmus
bestimmen, was damit genau gemeint ist, wird im Folgenden noch klarer werden. Der
Morphon-Algorithmus kann zur nicht-parametrischen Registrierung gezahlt werden
[3]. Es wird versucht, iterativ ein Ausgangsbild in ein Zielbild umzuwandeln, indem
das Ausgangsbild verdndert wird. Dabei ist jeder Schritt mafgeblich an der Berech-
nung im zweiten Schritt beteiligt. Dieser Prozess kann, angelehnt an das Grundgeriist
einer nicht-parametrischen Registrierung, folgendermafsen unterteilt werden:

1. Verschiebungsschitzung
Ziel dieses Schrittes ist es, Anzeichen zu finden, wie das Ausgangsbild verdndert
werden muss, damit es dem Zielbild dhnlicher wird.

2. Bestimmung des Deformationsfeldes
Das Deformationsfeld ist ein Feld, in dem die Verformungen der vorherigen
Iterationen akkumuliert werden. Zum einen wird hier das Deformationsfeld ak-
tualisiert, zum anderen findet hier die Regularisierung des Deformationsfeldes
statt.

3. Deformation
In diesem Schritt wird das urspriingliche Ausgangsbild entsprechend des De-

formationsfeldes transformiert.

Diese drei Schritte sollen nach [23] so lange wiederholt werden, bis im ersten Schritt
angezeigt wird, dass weitere Umformungen keine Verbesserungen mehr bringen wiir-
den. Nach Gespréichen mit Lennart Tautz und der Implementierung von Daniel Fors-
berg wird ersichtlich, dass in der Praxis zwischen 3 und 5 Iterationen durchgefiihrt
werden. Dieser Algorithmus beruht demnach darauf, dass immer die Vorgidnger das
Verhalten des néchsten Umformungsschrittes bestimmen.

5.1 Verschiebungsschitzung

Die Bestimmung der Ausrichtung oder der Verschiebung zweier Bilder bendtigt im
Grunde genommen den gleichen Lésungsansatz. Hier werden die Quadraturphasen-
unterschiede benutzt, um die Verschiebung zwischen zwei Bildern zu bestimmen.
Quadraturphasen kénnen als ein Maf von lokalen Strukturen beschrieben werden, wie
z. B. Kanten zwischen dunklen und hellen Bereichen oder helle Linien auf dunklem
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Hintergrund [23]. Somit ist der Unterschied zwischen einer lokalen Phase des Aus-
gangsbildes und der des Zielbildes ein gutes Maf dafiir, wie stark das Ausgangsbild
noch bewegt werden muss.

Zur Berechnung des Verschiebungsschétzers wird ein Quadraturfilter verwendet. Mit
Hilfe der Filterantwort lasst sich der Verschiebungsschitzer dj einer bestimmten
Richtung bestimmen, dariiber hinaus gibt er eine Amplitude zuriick, mit der das
Sicherheitsmafs bestimmt werden kann. Ist die Amplitude grof, so ist eine héhere
Sicherheit gewihrleistet, dass eine lokale Struktur (und nicht nur Rauschen etc.) im
Bild gefunden wurde und diese nun bewegt werden soll (siehe auch Kapitel .
Im Folgenden mochte ich den Morphon-Algorithmus, wie er auch in [20] oder [3]
beschrieben ist, darstellen.

Das Ausgangsbild soll hier als Ir(x) bezeichnet werden. Das Zielbild unterscheidet
sich vom Ausgangsbild durch ein unbekanntes Deformationsfeld d(x), das im Folgen-
den geschitzt werden soll. Demnach ldsst sich das Zielbild als I7(x) = Ir(x + d(x))
beschreiben. Zuallererst wird der Quadraturfilter in jede Richtung jeweils auf das
Referenzbild und das Zielbild angewandt. Der Index k gibt dabei die jeweilige Fil-
terrichtung an:

ar.k(x) = (Ir * q)(x),

ark(x) = (It * qi) (x).
Um die lokale Phasendifferenz zwischen den Bildern berechnen zu konnen, wird zuerst
das komplex konjugierte Produkt der Quadraturfilterantworten bestimmt:

Qr(x) = QR,k(X) : q;,k(x) .

Die Verschiebung di(x) entlang der Orientierung ny und damit die lokale Phasen-
differenz kann iiber das Argument des eben berechneten Produkts bestimmt werden:

dy,(x) = arg(Qr(x)) -

Die lokale Phase, die die Struktur in einem Bild beschreibt, ist ziemlich anfillig
gegeniiber Rauschen. Deswegen erfolgt eine Verkniipfung mit einem Sicherheitsmafs
ck(x), das in jede Richtung bestimmt wird. Dieses wird mit der Magnitude des kom-
plex konjugierten Produkts Qp(x) berechnet. Dies kann um einen weiteren Faktor
ergidnzt werden, um sicherzugehen, dass die geschitzte Phasendifferenz nur in den
relevanten Regionen mit einer kleinen Phasendifferenz beriicksichtigt wird:

() = V@GR cos? ().

Ein gesamtes Sicherheitsmafl iiber alle Richtungen lédsst sich iiber die Summe der
einzelnen Sicherheitsmafie bestimmen:

4
(%) =) ck(x). (5.1)
k=1
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5.2 Bestimmung des Deformationsfeldes

Die Uberlegung, die hinter dieser Berechnung des Sicherheitsmafes steht, ist die, dass
die Quadraturfilterantwort bei Kanten und Linien grof ist [23]. Werden demnach im
Ausgangs- und Zielbild dhnliche Strukturen erkannt, so ist die jeweilige Filterantwort
groft und dementsprechend auch das Produkt aus den beiden. Wenn ein Filter eine
andere Struktur sieht, wird das Produkt folglich kleiner und somit ist die Schitzung
weniger sicher. Damit kann davon ausgegangen werden, dass, je grofler die Magnitude
ist, desto hoher ist die Sicherheit, dass in den Bildern Strukturen gefunden wurden
[20].

Die einfachste Moglichkeit das gesamte Deformationsfeld zu bestimmen, ist die Be-
rechnung iiber den gewichteten Mittelwert. Dabel werden die Verschiebungsschiatzer
mit ihren zugehdrigen Sicherheitsmafen gewichtet. Der Parameter ny, bezeichnet hier
wiederum die Filterrichtung:

> ck(x)di(x)

d(x) = = - (5.2)
> ck(x)

k=1

Da der Morphon-Algorithmus ein iterativer Algorithmus ist, wird in jedem Schritt
das Deformationsfeld neu berechnet. Aus diesem Grund soll das Deformationsfeld im
Folgenden mit d;(x) bezeichnet werden, wobei ¢ fiir 'incremental’ also ’schrittweise
verdandernd’ steht.

5.2 Bestimmung des Deformationsfeldes

In jedem Schritt des Morphon-Algorithmus wird ein Deformationsfeld d;(x) be-
stimmt, welches mit dem Deformationsfeld der vorherigen Iteration zusammengefiigt
wird. Das daraus resultierende Deformationsfeld wird als d,(x) bezeichnet, wobei a
fiir "accumulated’ also ’angesammelt’ bzw.’angehiuft’ steht. Das Deformationsfeld
d,(x) wird mit Hilfe des in der vorherigen Iteration berechneten Deformationsfeldes
d,(x), des Deformationsfeldes der derzeitgen Iteration d;(x) (siehe Gleichung (5.2))
und des Sicherheitsmafses berechnet:
Ca(¥)da (%) + ci(x)[da (%) + di(x)]
ca(x) + ci(x) '

da(X) = (53)

In jeder Iteration wird dem Deformationsfeld durch das Sicherheitsmaf c¢;(x) eine
entsprechende Gewichtung zugeteilt. Dieses Sicherheitsmaff wird, dhnlich wie das
Deformationsfeld, mit dem Sicherheitsmafs der vorherigen Iteration akkumuliert. Dies
erfolgt in [3] und [20] auf folgende Weise:

ca(x)? + ci(x)?

ca(x) = ) ) (5.4)

Um Fehler gering zu halten, erfolgt in jeder Iteration eine Regularisierung des De-
formationsfeldes. Dies geschieht, indem dieses z. B. mit der Gaufkfunktion g gegléttet

35



5 Der Morphon-Algorithmus

wird:

ci(x)d;(x) * Q(X).

4 = = = o)

5.3 Deformation

Mit Hilfe des Deformationsfeldes wird eine verdnderte Version des Ausgangsbildes
erzeugt. Um Fehler zu vermeiden, die entstehen, wenn das Ausgangsbild in jeder
Iteration veriindert wird, wird jeweils das originale Ausgangsbild entsprechend des
akkumulierten Deformationsfeldes verdndert und mit dem Zielbild verglichen.
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6 Beispiel: Anwendung des Morphon-Algorithmus

In diesem Kapitel mochte ich, unter Zuhilfenahme der Implementierung von Daniel
Forsberg [4], ein Beispiel zeigen, in dem der Morphon-Algorithmus erfolgreich ange-
wandt wurde. Die Bilder, an denen der Algorithmus getestet worden ist, stammen
aus dem in MATLAB befindlichen MRI-Datensatz. Aus diesem Datensatz wurde nun
ein Bild geladen, das als Ausgangsbild fungieren soll (siche Abbildung [6.1(a)). Auf
dieses Bild wurde eine Transformation angewandt, um ein Zielbild zu erhalten, das
dennoch mit dem Ausgangsbild vergleichbar ist (siche Abbildung [6.1]c)). Nun soll
auf diese beiden Bilder der Morphon-Algorithmus angewandt werden. Ziel ist es, das
Ausgangsbild so zu veréindern, dass es dem Zielbild dhnlich wird. In Abbildung[6.1}(d)
sieht man durch Ubereinanderlegung den Unterschied zwischen dem Ausgangsbild
und dem Zielbild, der berechnet werden soll. Wie in Kapitel 5] dargestellt, werden die
Schritte Verschiebungsschitzung, Bestimmung eines Deformationsfeldes und Defor-
mation durchgefiihrt. Es wurden hier drei Iterationen des Algorithmus vorgenommen.
Nach diesen erhilt man das in Abbildung [6.1)(b) dargestellte Bild. Man sieht, dass
der Algorithmus sogar fiir elastische Verformungen des Zielbildes ein sehr gutes Er-
gebnis liefert, da das deformierte Ausgangsbild ziemlich genau dem Zielbild dhnelt.
Des Weiteren ist in Abbildung [6.1](e) das akkumulierte Deformationsfeld zu sehen.
Die Pfeile geben hierbei die Richtung und Stirke der Verschiebung in den jeweiligen
Bereichen an. In Abbildung[6.1[f) ist das Gitter zu sehen, nachdem die Deformatio-
nen durchgefithrt wurden. Hier sieht man sehr gut, wie die Gitterpunkte verschoben
wurden, um aus dem Ausgangsbild das Zielbild zu erhalten.

Wie bereits angesprochen, ist die Implementierung des Morphon-Algorithmus von
Daniel Forsberg [4] entnommen und ich habe das eben beschriebene Beispiel gene-
riert. Zudem habe ich einen eigenen Quadraturfilter implementiert, der stark auf
dem in Kapitel beschriebenen Quadraturfilter basiert. Dieser besitzt jedoch al-
lem Anschein nach nicht die optimale Parameterwahl, weswegen dieser in Kapitel
zur Kantenerkennung nicht in Frage kam. Allerdings verfiigt dieser iiber die
grundlegenden richtigen Eigenschaften, da definitiv Tendenzen zur Erkennung der
Kanten im Bild vorhanden waren. Aus diesem Grund habe ich meinen Quadratur-
filter in den von Daniel Forsberg implementierten Morphon-Algorithmus eingefiigt
und anschliefsend auf diesen verschiedene Ausgangs- und Zielbilder angewandt. Dabei
ist mir aufgefallen, dass sich gute Ergebnisse ergeben, wenn das Ausgangs- und das
Zielbild sich nur durch eine Translation oder affin lineare Transformation unterschei-
den. Unterscheiden sich Ausgangs- und Zielbild um eine Transformation mit mehr
Freiheitsgraden, lisst sich der Morphon-Algorithmus jedoch nicht mehr durchfiihren.
Dies liegt womdoglich an der Wahl des Parameters g, den ich fir meinen Quadraturfil-
ter dquidistant gewdhlt habe. In der Implementierung von Daniel Forsberg hingegen
wurden einige weitere Berechnungen durchgefiihrt, um das Gitter fiir o optimal zu

wahlen.

37



6 Beispiel: Anwendung des Morphon-Algorithmus

(a) Ausgangsbild (b) deformiertes Ausgangs- (c) Zielbild
bild

(d) Unterschied zwischen
Ausgangsbild und Zielbild

/////

NN
o -
-~ 7Y
.V N NN

SN

(e) akkumuliertes Deformati- (f) Gitter nach Deformation
onsfeld

Abbildung 6.1: Ergebnis nach Anwendung des Morphon-Algorithmus
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7 Fazit

In dieser Arbeit wurde ein spezieller Registrierungsalgorithmus, der Morphon-Algo-
rithmus, vorgestellt, dessen Besonderheit in dem von ihm verwendeten Filter, dem
Quadraturfilter, liegt. Dafiir wurden Schritt fiir Schritt die Grundlagen eingefiihrt,
um Zugang zu dem Quadraturfilter zu erhalten. Dieser wurde als Kantenerkennungs-
filter dargestellt und in den Morphon-Algorithmus eingefiigt.

Durch die Implementierung des Quadraturfilters ist mir aufgefallen, dass der, im ers-
ten Moment relativ einfach aussehende Filter, doch einige Tiicken aufweist, wie zum
Beispiel bei der Wahl des Parameters p. Dabei ist im Morphon-Algorithmus aufge-
fallen, dass dieser Parameter eine grofse Rolle spielt. Denn erst durch dessen richtige
Wabhl sind dort elastische Transformationen moglich geworden. Leider ist es mir nicht
moglich gewesen, den Quadraturfilter optimal und den Morphon-Algorithmus kom-
plett selbst zu implementieren. Dennoch halte ich es fiir eine gute Entscheidung die
Implementierung von Daniel Forsberg zur Hand genommen zu haben. Denn erst da-
durch konnte ich die Erfolge meines eigenen Quadraturfilters sehen und aufzeigen
und habe noch weitere Schwierigkeiten der Implementierung erkannt. So bleibt ne-
ben der Wahl des Parameters p noch offen, wie eine optimale radiale Funktion des
Quadraturfilters aussieht, denn wie wir in Kapitel gesehen haben, kann dieser
durch unterschiedliche Parameterwahl verschieden gewihlt werden.
Zusammengefasst ldsst sich zum Quadraturfilter sagen, dass es schwierig war, Zu-
gang zu ihm zu finden und zu verstehen, was sich genau hinter diesem Filter ver-
birgt. Zudem gab es keine Anhaltspunkte, wie bestimmte Parameter am besten ge-
wahlt werden sollten und somit mein selbst implementierter Quadraturfilter zwar
die gewiinschten Tendenzen aufzeigt, jedoch nicht optimal ist. Dennoch ergeben sich
fiir diesen Filter viele Anwendungsmoglichkeiten. Gerade aufgrund seiner speziellen
Eigenschaft der polaren Separierbarkeit ist dieser auf verschiedene Aufgaben indivi-
duell anpassbar. Der Morphon-Algorithmus ist ein sehr zugénglicher Algorithnmus.
Die iterative Bestimmung eines Deformationsfeldes und eines Sicherheitsmafsfeldes,
wobei in jedem Schritt eine weitere Verbesserung gesucht wird, macht diesen zu
einem relativ anschaulichen Algorithmus. Das Anwendungsbeispiel des Morphon-
Algorithmus zeigt, dass dieser nicht nur auf selbst erzeugte Beispiele, sondern auch
auf medizinische Bilder angewandt werden kann.
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