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Zusammenfassung

Ein klassisches Problem der diskretenOptimierung ist das Ising-Problem. Die-
ses beschreibt vieleNP-vollständige Probleme und findet vielseitige praktische
Anwendungen, zum Beispiel im Bereich der Bildverarbeitung und des Daten-
clusterings. Das Lösen des Ising-Problems ist also praxisrelevant und theore-
tisch höchst interessant, jedoch aufgrund des exponentiellen Wachstums des
Suchraums mit der Problemgröße auch für klassische Rechner sehr herausfor-
dernd.

Im Rahmen dieser Bachelorarbeit wird ein schaltkreis-basiertes
Quantencomputing-Verfahren zum Lösen des Ising-Problems vorgestellt.
Dieses basiert auf der sogenannten nicht-binären Amplitudenverstärkung,
die wiederum eine Erweiterung des verallgemeinerten Grover-Algorithmus
ist. Außerdem wird die nicht-binäre Amplitudenverstärkung angepasst, so
dass die Grover-Phase-Matching-Bedingung näherungsweise erfüllt ist, um
das Suchproblem mit einer höheren Wahrscheinlichkeit lösen zu können.
Die beiden Verfahren werden miteinander und mit der bereits bestehenden
Methode UQIsing verglichen.

Eine Durchführung der nicht-binären Amplitudenverstärkung liegt in
𝒪(log(𝑁)2) bezüglich der Gatteranzahl. Durch das Erfüllen der Grover-Phase-
Matching-Bedingung wird die Wahrscheinlichkeit, die Lösung zu messen,
erhöht. Die Komplexität bezüglich der Gatteranzahl ändert sich aber zu
𝒪(

√
𝑁 log(𝑁)2). Das neu entwickelte Verfahren kann noch nicht ganz mit dem

approximation ratio existierender Verfahren, wie zum Beispiel UQIsing, mit-
halten. Es ist jedoch gewährleistet, dass die Basiszustände der Lösungen im
Vergleich zu anderen Basiszuständen mit der höchstenWahrscheinlichkeit ge-
messen werden.
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Abstract

A classical problem of discrete optimisation is the Ising problem. This prob-
lem describes NP-complete problems and has many practical applications, for
example in the field of image processing and data clustering. Solving the Ising
problem is therefore practically relevant and theoretically highly interesting,
but due to the exponential growth of the search space with the problem size,
it is also very challenging for classical computers.

In this bachelor thesis, we present an circuit-based quantum computing
method for solving the Ising problem. The method is based on the so-called
non-binary amplitude amplification, which is an extension of the generalised
Grover algorithm. In addition, the non-binary amplitude amplification is ad-
justed so that theGrover phasematching condition is approximately fulfilled in
order to solve the search problem with a higher probability. The two methods
are compared with each other and with the already existing method UQIsing.

One performance of the non-binary amplitude amplification is in
𝒪(log(𝑁)2) with respect to the number of gates. Satisfying the Grover
phase matching condition increases the probability of measuring the solu-
tion. However, the complexity with respect to the number of gates changes
to 𝒪(

√
𝑁 log(𝑁)2). The newly developed method cannot quite keep up with

the approximation ratio of existing methods, such as UQIsing. However, it is
guaranteed that the basis states of the solutions are measured with the highest
probability compared to other basis states.
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Liste benutzter Symbole

𝐺 Grover-Operator, Verkettung der Operatoren 𝑆Ψ0
und 𝑈𝜑.

𝐾 Anzahl der Iterationen eines Verfahrens.
𝑀 Anzahl der Lösungen eines Suchproblems.
𝑁 Anzahl der möglichen Eingaben eines Suchproblems.
𝑆Ψ0

Diffusionsoperator, spiegelt entlang des Zustands |Ψ0⟩.
𝑈𝜑 Quantenorakel auch 1-Register-Orakel, markiert jeden Basiszustand

|𝑥⟩ des Qubitsystems mit einer Phase 𝜑(𝑥).
⟨𝑣| Zustandsvekor in ℂ1×𝑛, genannt Bra.
𝜖𝑥 Energiezustand im Ising-Modell, abhängig vom Zustand 𝑥 = (𝑥𝑖)𝑛𝑖=1,

auch 𝜖(𝑥).
|Ψ0⟩ Startzustand, Zustand in dem ein Algorithmus startet.
|Ψ𝑘⟩ Zustand des Systems nach 𝑘 Iterationen innerhalb eines Algorithmus.
|Ψ̃⟩ Perfekt überlagerter Zustand, hat die Eigenschaft, dass jeder Basiszu-

stand 𝑥 in |Ψ̃⟩ die gleiche Amplitude hat.
|𝑣⟩ Zustandsvekor in ℂ𝑛, genannt Ket.
𝑣𝑖 Die komplex konjugierte Zahl von 𝑣𝑖.
U𝜑 2-Register-Orakel, ein bedingter Orakelaufruf des Orakels 𝑈𝜑.
𝑣𝐻 Die Adjungierte des Vektors 𝑣, auch bei Matrizen verwendet.
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1
Einleitung

Das Quantencomputing ist eine neue Rechenmethode, die Prinzipien der Quantenmecha-
nik nutzt, um leistungsfähig Rechnungen durchzuführen. In den letzten Jahren hat sich
der Quantencomputer als eine vielversprechende Alternative zum klassischen Computer
herausgestellt. Der Vorteil des Quantencomputings gegenüber des klassischen ist, dass
beim Quantencomputing Qubits statt Bits verwendet werden. Ein Qubit kann mehr Zu-
stände annehmen als ein klassisches Bit, das nur die möglichen Zustände „0” und „1”
hat, und kann somit mehr Informationen speichern. Dadurch werden für viele Prozesse
weniger Qubits benötigt als Bits beim klassischen Computing.

Das Quantencomputing lässt sich in zwei Kategorien unterteilen: das adiabatische
Quantencomputing und das schaltkreis-basierte Quantencomputing. Das adiabatische Quan-
tencomputing eignet sich zum Lösen von Optimierungsproblemen. Geräte wie D-Wave
Advantage [11] können beispielsweise kombinatorische Probleme im Bereich der Compu-
ter Vision [29] und Datenbankensuche [34] effizient lösen. Schaltkreis-basiertes Quan-
tencomputing ist flexibler einsetzbar, und es kann theoretisch jede klassische Operation
implementiert werden [4].

1.1 Das Ising-Problem

Ein klassisches Problem der diskreten Optimierung ist das Ising-Problem, welches durch
das Ising-Modell beschrieben wird [33]. Das Ising-Modell betrachtet ein quantenmecha-
nisches System, das aus 𝑛 ∈ ℕ Teilchen besteht. DasmagnetischeMoment dieser Teilchen
heißt Spin, und es wird angenommen, dass der Spin 𝑠𝑖 jedes Teilchens 𝑖mit 𝑖 = 1, .., 𝑛 nur
die diskreten Zustände 1 und -1 annehmen kann. Die Teilchen interagieren mit einem ex-
ternen Feld mit einer externen Energie der Stärke 𝐶𝑖𝑖 und untereinander. Die Stärke und
Richtung der Interaktionen wird mit𝐶𝑖𝑖 und𝐶𝑖𝑗 beschrieben. Alle𝐶𝑖𝑖 und𝐶𝑖𝑗 sind reelle
Zahlen und können sowohl positiv als auch negativ sein. Die Gesamtenergie ergibt sich
als

𝑛
∑
𝑖=1

𝐶𝑖𝑖𝑠𝑖 + ∑
1≤𝑖<𝑗≤𝑛

𝐶𝑖𝑗𝑠𝑖𝑠𝑗. (1.1)
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1 Einleitung

(a) Vor der Amplitudenverstärkung (b) Nach der Amplitudenverstärkung

Abbildung 1.1: Veranschaulichung der Amplitudenverstärkung. Ziel der Amplitudenverstärkung ist es, die Wahr-
scheinlichkeit, die Lösung(en) zumessen, zu vergrößern und andererseits dieWahrscheinlichkeit, Nicht-Lösungen
zu messen, zu verkleinern. Die Histogramme zeigen an, wie oft die Basiszustände gemessen wurden, die in diesem
Beispiel denmöglichen Zuständen eines Ising-Systems entsprechen. Bei (a) wurde vor der Amplitudenverstärkung
gemessen. Alle Basiszustände sind etwa gleich häufig. In (b) sieht man die Ergebnisse der Messung nach der Am-
plitudenverstärkung. Hier wurden die Zustände „0101” und „1010” deutlich häufiger gemessen. Diese entsprechen
genau den beiden Lösungen des betrachteten Ising-Problems.

Mit 𝑠𝑖 = (−1)𝑥1 und 𝑥𝑖 ∈ {0, 1} lässt sich (1.1) zu

𝜖(𝑥) ∶=
𝑛
∑
𝑖=1

𝐶𝑖𝑖(−1)𝑥𝑖 + ∑
1≤𝑖<𝑗≤𝑛

𝐶𝑖𝑗(−1)𝑥𝑖+𝑥𝑗 (1.2)

umformen. Beim Ising-Problem wird der Zustand 𝑥 = (𝑥𝑖)𝑛𝑖=1 gesucht, bei dem der En-
ergiezustand im Ising-Modell minimal ist:

argmin
𝑥∈{0,1}𝑛

𝜖(𝑥). (1.3)

Die 𝐶𝑖𝑖 und 𝐶𝑖𝑗 beschreiben zusammen vollständig das Problem und werden zur Kosten-
matrix 𝐶 ∈ ℝ𝑛×𝑛 zusammengefasst. Das Ising-Problem beschreibt viele NP-vollständige
Probleme und findet vielseitige praktische Anwendungen. So wird es zum Beispiel im
Bereich der Bildverarbeitung [36] und des Datenclusterings [3] verwendet. Das Lösen
des Ising-Problems ist also praxisrelevant und theoretisch höchst interessant. Wenn das
Ising-Problem auf Quantencomputern in polynomieller Zeit lösbar ist, wäre Quanten-
computing klassischem Computing weit überlegen.

In dieser Arbeit nutzen wir ein schaltkreis-basiertes Quantencomputing-Verfahren,
die nicht-binäre (Quanten-)Amplitudenverstärkung (NBAA) [37], um das Ising-Problem zu
lösen. Das Verfahren wurde 2021 von Shyamsundar vorgestellt und wurde nach unse-
rem Kenntnisstand noch nicht auf das Ising-Problem angewendet. Bei NBAA wird jeder
Eingabe eines nicht-binären Optimierungsproblems ein Basiszustand eines Quantensy-
stems zugewiesen. Jeder Basiszustand hat eineAmplitude, die beschreibt, zuwelchemAn-
teil sich das System in diesem Basiszustand befindet und dafür ausschlaggebend ist, wie
wahrscheinlich der Basiszustand gemessen wird. Bei der nicht-binären Amplitudenver-
stärkung wird das Quantensystem Schritt für Schritt so modifiziert, dass sich einerseits
die Amplituden der Basiszustände umso stärker vergrößern, je besser die dazugehörigen
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1 Einleitung

Eingaben das Problem lösen. Auf der anderen Seite werden die Amplituden der zur Ein-
gabe gehörenden Basiszustände umso stärker verkleinert, je schlechter die Eingabe das
Optimierungsproblem löst. Am Ende wird der zur Lösung gehörende Basiszustand am
häufigsten gemessen. Veranschaulicht ist dies in Abbildung 1.1.

In dieser Arbeit vorgestellte Neuerungen umfassen insbesondere:

– Das Verfahren NBAA wird angepasst, so dass dieses zum Lösen des Ising-Problems
benutzt werden kann. Anschließend wurde experimentell ermittelt, welche Normie-
rungsparameter die besten Ergebnisse liefern.

– Weiterführend wurde NBAA erweitert, damit in diesem die Grover-Phase-Matching-
Bedingung erfüllt ist. Die Grover-Phase-Matching-Bedingung fordert, dass Phasen in
bestimmten Operatoren einer Amplitudenverstärkung gleich sind. Das angepasste
Verfahren nennen wir PM-NBAA. In diesem Rahmen wurde gezeigt, dass das erwei-
terte Verfahren gegen die Lösung des Suchproblems konvergiert. DasOptimieren der
Anzahl der Iterationen von PM-NBAA steht noch aus.

– AußerdemwurdenNBAAund PM-NBAAmiteinander undmit der bereits bestehen-
den Methode UQIsing[28] experimentell verglichen.

1.2 Verwandte Arbeiten

Es gibt bereits einige Verfahren im Bereich des klassischen und des Quantencomputings,
um das Ising-Problem zu lösen. Hierbei wird zwischen exakten und approximativen Ver-
fahren unterschieden beziehungsweise zwischen Verfahren, die globale oder lokale Mi-
nimierer finden. Insbesondere im Bereich der kombinatorischen Optimierung wurden
viele klassische Algorithmen entwickelt. Eine Übersicht dieser ist in [5, 24] zu finden. Im
Folgenden betrachten wir kurz einige Verfahren aus verschiedenen Bereichen zum Lösen
des Ising-Problems.

Klassisches Computing

Brute Force. Sucht man die Lösung des Ising-Problems nach dem Brute Force Prinzip,
wird jede der 2𝑛 Eingaben betrachtet und der Energiezustand berechnet. Anschließend
werden die Energiezustände verglichen und der niedrigste Wert ermittelt und daraus
dann der Minimierer. Da alle möglichen Eingaben angeschaut werden müssen, liegt die
Anzahl der benötigten Funktionsauswertungen in𝒪(2𝑛)und ist somit bereits fürmoderat
große 𝑛 nicht effizient umsetzbar.

Goemans and Williamson. Im Bereich des klassischen Computings stellten beispiels-
weise Goemans undWilliamson [14] oder auch Jerrum und Sinclair [23] ein approxima-
tives Verfahren mit besserer Laufzeit vor. Goemans undWilliamsons Verfahren erweitert
den Suchraum des Ising-Problems {0, 1}𝑛 auf den 𝑛-Simplex, sucht im neuen Raum nach
der Lösung und transformiert dann die gefundene Lösung in den ursprünglichen Such-
raum zurück. Bei dem Prozess der Rücktransformation vom 𝑛-Simplex in {0, 1}𝑛 gehen
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1 Einleitung

Informationen verloren, wodurch die Lösung des Ising-Problems nicht immer gefunden
wird.

Quantencomputing

Variationelle Schaltkreise. Approximative Verfahren im Umfeld des Quantencompu-
tings lieferten zum Beispiel Fahri et al. [12] und Kuete Meli et al. [28]. Hierbei wird mit-
hilfe variationeller Quantenschaltkreise der Minimierer gesucht. Die Winkel von Rota-
tionen werden bei Kuete Meli et al. [28] mit dem Gradientenabstiegsverfahren optimiert.
Da das Problem mittels einer nicht konvexen Funktion modelliert wird, kann nicht ga-
rantiert werden, dass das Gradientenabstiegsverfahren den globalen Minimierer findet.
Daher wird die Lösung des Ising-Problems nicht immer gefunden.

Adiabatisches Quantencomputing (AQC). Im Bereich des adiabatischen Quanten-
computings löst D-Wave [11, 13] das Ising-Problem. AQC beruht auf dem Adiabatensatz
derQuantenmechanik [2]. Dieser besagt, dass – unter derAnnahme einer hinreichend lang-
samen Evolutionsgeschwindigkeit – Quantensysteme mit hoher Wahrscheinlichkeit im
Zustand des Energieniveaus bleiben, in dem sie gestartet sind [6]: Starten wir im Grund-
zustand, dem Zustand mit dem niedrigsten Energieniveau, bleiben das System auch im
Grundzustand. Die Evolution eines aus 𝑛 Quanten bestehenden Systems zu einem Zeit-
punkt 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] kann durch einen Hamiltonoperator 𝐻(𝑡) ∈ ℂ2𝑛×2𝑛 beschrieben werden.

Die Idee des AQCs ist nun, den Hamiltonoperator und die Evolution so wählen, dass
der Grundzustand des Systems zum Zeitpunkt 𝑇 die Lösung des Ising-Problems ist. Das
System wird nun in einen einfachen Grundzustand initialisiert und so langsam verän-
dert, dass es mit hoher Wahrscheinlichkeit im Grundzustand bleibt. Am Ende wird der
Zustand des Systems gemessen, der idealerweise der Minimierer des Ising-Problems ist.
Je geringer der Unterschied zwischen den niedrigen Energieniveaus im Ising-Modell ist,
desto wahrscheinlicher ist es, dass das System in einem höheren Energiezustand landet
und denGrundzustand verlässt. Liegen die niedrigen Energieniveaus im Ising-Modell zu
nahe beieinander, kann die Lösung demnach nicht mehr sicher gefunden werden. Dieses
Problem wird als Gap Problem bezeichnet.

1.3 Aufbau der Arbeit

Die in dieserArbeit vorgestelltenVerfahrenNBAAundPM-NBAAsind schaltkreis-basierte
Quantencomputing-Verfahren zumLösendes Ising-Problems.Umdiese vorzustellen und
zu untersuchen, ist diese Arbeit folgendermaßen aufgebaut:

In Kapitel 2 werden die vier Postulate des Quantencomputings und das schaltkreis-
basierte Quantencomputing eingeführt. Diese bilden die Grundlage für die darauffol-
genden Verfahren. Anschließend wird in Kapitel 3 die binäre Amplitudenverstärkung be-
trachtet, um das Prinzip der Amplitudenverstärkung vereinfacht anhand des verallgemeiner-
ten Grover-Algorithmus [8] zu erklären. Hierbei wird auch die Grover-Phase-Matching-
Bedingung eingeführt. Die danach inKapitel 4 vorgestellte nicht-binäre Amplitudenver-
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1 Einleitung

stärkung ist eine Erweiterung der binären Amplitudenverstärkung. Hier wirdNBAA von
Shyamsundar et al. [37] näher betrachtet. Nachdem NBAA vorgestellt wurde, wird der
Algorithmus in Kapitel 5 angepasst, so dass dieser zum Lösen des Ising-Problems be-
nutzt werden kann. Dazu wird insbesondere eine effiziente Implementierung desOrakels
präsentiert. Anschließend wird NBAA in Kapitel 6 angepasst, so dass die Grover-Phase-
Matching-Bedingung erfüllt ist. Der angepasste Algorithmus PM-NBAA wird dann mit
NBAAundUQIsing [28] verglichen. Zum Schluss wird die Arbeit zusammengefasst und
ein Ausblick gegeben.
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2
Grundlagen und Notation

Um die Algorithmen dieser Arbeit besser verstehen zu können, werden in diesem Ab-
schnitt die Grundlagen des Quantencomputings eingeführt. Anders als im Fall klassi-
scher Rechner, die mit Bits arbeiten, ist die grundlegende Informationseinheit des Quan-
tencomputings das sogenannte Quantenbit. Ein Quantenbit hat mehr Freiheitsgrade als
ein Bit und kann so mehr Informationen speichern. Eine genaue Definition eines Quan-
tenbits sowie weitere mathematische Grundlagen des Quantencomputings werden in
diesemKapitel inAbschnitt 2.1 behandelt. Anschließendwird schaltkreis-basiertesQuan-
tencomputing in Abschnitt 2.2 eingeführt. Die folgenden Grundlagen basieren auf [21],
[32] und [35].

2.1 Die vier Postulate der Quantenmechanik

Die vier Postulate der Quantenmechanik bilden diemathematischeGrundlage desQuan-
tencomputings und verbinden die Quantenphysik mit der Mathematik.

Postulat 2.1 (Zustandsraum). Der Zustand eines physikalischen Systems wird vollstän-
dig durch einen Einheitsvektor – den Zustandsvektor – in einem komplexen Hilbertraum –
dem Zustandsraum – beschrieben.

Definition 2.2 (Hilbertraum). EinHilbertraumℋ ist ein (endlich-dimensionaler)𝕂-Vektor-
raum mit einem Skalarprodukt ⟨⋅, ⋅⟩, der im Hinblick auf die vom Skalarprodukt induzierte
Norm ‖ ⋅ ‖ vollständig ist (siehe auch [19, 26]).

Definition 2.3 (vollständig). Sei (𝑉 , ‖ ⋅ ‖) ein normierter 𝕂-Vektorraum. (𝑉 , ‖ ⋅ ‖) heißt
vollständig, wenn für jede Cauchy-Folge (𝑣𝑛)𝑛 in 𝑉 ein 𝑣 ∈ 𝑉 existiert, so dass 𝑣𝑛 gegen 𝑣
konvergiert für 𝑛 → ∞.

Im Quantencomputing wird als Zustandsraum ℂ𝑛 (mit 𝑛 ∈ ℕ) mit dem Skalarpro-
dukt ⟨⋅, ⋅⟩ ∶ ℂ𝑛 × ℂ𝑛 → ℂ gewählt, das für 𝑣 = (𝑣1, ..., 𝑣𝑛)⊤, 𝑤 = (𝑤1, ..., 𝑤𝑛)⊤ ∈ ℂ𝑛

definiert ist als

⟨𝑣, 𝑤⟩ ∶= 𝑣𝐻𝑤 =
𝑛
∑
𝑖=1

𝑣𝑖𝑤𝑖. (2.1)
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2 Grundlagen und Notation

Hierbei ist 𝑣𝐻 die Adjungierte des Vektors 𝑣 und 𝑣𝑖 die komplex konjugierte Zahl von 𝑣𝑖. Die
vom Skalarprodukt induzierte Norm ‖ ⋅ ‖ ∶ ℂ𝑛 → ℂ ist für 𝑣 ∈ ℂ𝑛

‖𝑣‖ ∶= √⟨𝑣, 𝑣⟩. (2.2)

DieDirac-Notation (beziehungsweise Bra-Ket-Notaion) wird verwendet, um die Zustands-
vektoren darzustellen. Bei dieser ist der Vektor |𝑣⟩ ∈ ℂ𝑛 (genannt Ket) ein Spaltenvektor
und ⟨𝑣| ∈ ℂ1×𝑛 (genannt Bra) ein Zeilenvektor beziehungsweise das lineare Funktional
auf ℋ, das durch 𝑤 ↦ ⟨𝑣,𝑤⟩ beschrieben ist.

ImVergleich zu klassischen Rechnern, diemit klassischen Bits rechen, rechnenQuan-
tenrechner mit Quantenbits, kurz Qubits. Klassische Bits können nur die Zustände „0”
und „1” annehmen. Quantenbits unterscheiden sich zu diesen dadurch, dass sie aus ei-
ner Überlagerung der beiden Zustände bestehen können. Ein Quantenbit ist der Zustand
eines Einzelpartikels eines physikalischen Quantensystems. Mathematisch ausgedrückt
wird ein Qubit wie folgt definiert:

Definition 2.4 (Quantenbit, Qubit). Ein Qubit ist eine Linearkombination

|𝜓⟩ = 𝛼 ⋅ |0⟩ + 𝛽 ⋅ |1⟩ (2.3)

von zwei Basiszuständen

|0⟩ ∶= (10) und |1⟩ ∶= (01) (2.4)

mit 𝛼, 𝛽 ∈ ℂ und |𝛼|2 + |𝛽|2 = 1.

Der Zustand eines Qubits kann durch einen Einheitsvektor im Zustandsraum ℂ2 be-
schrieben werden. Die Amplituden 𝛼 und 𝛽 beschrieben hierbei den Anteil des Qubits
in den jeweiligen Basiszuständen. Ist der Zustandsvektor nicht ein komplexes Vielfaches
einer der beiden Basiszustände, wird er als überlagert bezeichnet.

Definition 2.5 (Überlagerter Zustand, Superposition). Ein Qubit |𝜓⟩ = 𝛼 ⋅ |0⟩ + 𝛽 ⋅ |1⟩
mit 𝛼, 𝛽 ∈ ℂ befindet sich in einem überlagerten Zustand, wenn 𝛼 ≠ 0 und 𝛽 ≠ 0 gilt.

Während |𝜓⟩ ein Spaltenvektor ist, ist die Adjungierte von |𝜓⟩ ein Zeilenvektor. Das
adjungierte Qubit ⟨𝜓| ∈ ℂ1×2 des Qubits |𝜓⟩ = 𝛼 ⋅ |0⟩ + 𝛽 ⋅ |1⟩ mit 𝛼, 𝛽 ∈ ℂ ist:

⟨𝜓| ∶= 𝛼 ⋅ ⟨0| + 𝛽 ⋅ ⟨1| (2.5)

mit den Definitionen

⟨0| ∶= (1 0) sowie ⟨1| ∶= (0 1) . (2.6)

Kombinieren wir ein adjungiertes Qubit mit einem Qubit, erhalten wir das Skalarpro-
dukt. Wir nutzen die Dirac-Notation auch für das Skalarprodukt (2.1) von |𝑣⟩ , |𝑤⟩ ∈ ℂ𝑛

und schreiben

⟨|𝑣⟩ , |𝑤⟩⟩ = ⟨𝑣| |𝑤⟩ =∶ ⟨𝑣|𝑤⟩ . (2.7)
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2 Grundlagen und Notation

Das Skalarprodukt wird auch inneres Produkt genannt. Tauschen wir die Reihenfolge der
Vektoren, erhalten wir das äußere Produkt. Dieses ist für |𝑣⟩ = (𝑣1, ..., 𝑣𝑛)⊤ und
|𝑤⟩ = (𝑤1, ..., 𝑤𝑛)⊤ ∈ ℂ𝑛 folgendermaßen definiert:

|𝑣⟩ ⟨𝑤| ∶= ⎛⎜⎜
⎝

𝑣1
...
𝑣𝑛

⎞⎟⎟
⎠

(𝑤1 ... 𝑤𝑛) =
⎛⎜⎜
⎝

𝑣1𝑤1 ... 𝑣1𝑤𝑛
... ...

𝑣𝑛𝑤1 ... 𝑣𝑛𝑤𝑛

⎞⎟⎟
⎠

. (2.8)

Das innere Produkt ⟨𝑣|𝑤⟩ erzeugt demnach eine Zahl und das äußere |𝑣⟩ ⟨𝑤| eine Matrix.
Um ein System von einemZustand zu einem anderen zu überführen, wird eine unitä-

re Transformation benutzt.

Postulat 2.6 (Evolution). Die Evolution eines isolierten Systems wird durch eine unitäre
Transformation beschrieben:

|𝜓𝑡2⟩ = 𝑈 ⋅ |𝜓𝑡1⟩ , (2.9)

wobei |𝜓𝑡1⟩ ∈ ℂ𝑛 der Zustand des Systems zum Zeitpunkt 𝑡1, |𝜓𝑡2⟩ ∈ ℂ𝑛 der Zustand
des Systems zum Zeitpunkt 𝑡2 und 𝑈 ∈ ℂ𝑛×𝑛 eine unitäre Matrix ist. Die Matrix 𝑈 hängt
dabei nur von 𝑡1 und 𝑡2 ab und insbesondere nicht von den Zuständen |𝜓𝑡1⟩ und |𝜓𝑡2⟩.

Definition 2.7 (Unitäre Matrix). Sei 𝑛 ∈ ℕ, 𝑈 ∈ ℂ𝑛×𝑛 eine Matrix und 𝑈𝐻 die adjun-
gierte Matrix von 𝑈. Die Matrix 𝑈 ist unitär, wenn sie invertierbar ist und

𝑈−1 = 𝑈𝐻 (2.10)

gilt, das heißt

𝑈𝐻𝑈 = 𝑈𝑈𝐻 = 𝐼𝑛, (2.11)

wobei 𝐼𝑛 die 𝑛 × 𝑛-Einheitsmatrix ist.

Die Evolution eines isolierten Systems ist somit reversibel. Beginnend in einem Start-
zustand beschreibt die Evolution des Systems die Reihenfolge von Operationen im Sinne
einesAlgorithmus. UmdenEndzustand beziehungsweise das Ergebnis zu erhalten,muss
eine Messung vorgenommen werden. Messungen im Quantencomputing sind irreversi-
bel.

Postulat 2.8 (Messung). Sei 𝑛 ∈ ℕ. Messungen an einem System werden durch eine
Familie von Messoperatoren {𝑀𝑚 ∈ ℂ𝑛×𝑛|𝑚 ∈ ℳ} mit

∑
𝑚∈ℳ

𝑀𝐻
𝑚𝑀𝑚 = 𝐼𝑛 (2.12)

beschrieben. Dabei ist ℳ dieMenge der Messergebnisse.
Sei |𝜓⟩ der Zustand vor der Messung. Die Wahrscheinlichkeit, bei der Messung den

Ausgang 𝑚 zu beobachten, ist

𝑝(𝑚) ∶= ⟨𝜓|𝑀𝐻
𝑚𝑀𝑚 |𝜓⟩ . (2.13)

Der Zustand nach der Beobachtung von 𝑚wird zu

|𝜓⟩𝑀=𝑚 ∶= 1
√⟨𝜓|𝑀𝐻

𝑚𝑀𝑚 |𝜓⟩
𝑀𝑚 |𝜓⟩ . (2.14)
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2 Grundlagen und Notation

Qubits werden oft in der sogenannten Rechenbasis gemessen. Im Quantencomputing
gilt: Wenn ein Qubit in der Rechenbasis gemessen wird, kollabiert der Zustand entweder
in den Zustand 1 ⋅ |0⟩ oder 1 ⋅ |1⟩. Die Amplituden des Qubits können nicht gemessen
werden.

Beispiel 2.9 (Messung in der Rechenbasis). Die Messung eines Qubits in der Rechen-
basis wird durch die Messoperatoren 𝑀0 und 𝑀1 beschrieben, wobei

𝑀0 ∶= |0⟩ ⟨0| = (1 0
0 0) und 𝑀1 ∶= |1⟩ ⟨1| = (0 0

0 1) . (2.15)

Wird zum Beispiel |𝜓⟩ = 𝛼 ⋅ |0⟩ + 𝛽 ⋅ |1⟩ mit 𝛼, 𝛽 ∈ ℂ in der Rechenbasis gemessen, gilt

𝑝(0) = ⟨𝜓|𝑀𝐻
0 𝑀0 |𝜓⟩ = |𝛼|2 und (2.16)

𝑝(1) = ⟨𝜓|𝑀𝐻
1 𝑀1 |𝜓⟩ = |𝛽|2. (2.17)

Die Messung liefert „0” mit einer Wahrscheinlichkeit |𝛼|2 und „1” mit einer Wahrschein-
lichkeit von |𝛽|2. Je nachdem, ob „0” oder „1” gemessen wurde, befindet sich das System
danach im Zustand

|𝜓⟩𝑀=0 ∶= 1

√⟨𝜓|𝑀𝐻
0 𝑀0 |𝜓⟩

𝑀0 |𝜓⟩ = |0⟩ beziehungsweise (2.18)

|𝜓⟩𝑀=1 ∶= 1

√⟨𝜓|𝑀𝐻
1 𝑀1 |𝜓⟩

𝑀1 |𝜓⟩ = |1⟩ . (2.19)

Diese Eigenschaften machen wir uns zunutze, um die Amplituden eines Qubits zu
schätzen. Die Amplituden 𝛼 und 𝛽 können nur durch mehrfaches Erzeugen des gleichen
Qubits und Messen dieses Qubits geschätzt werden. Das genaue Vorgehen wird anhand
eines Beispiels erläutert.

Beispiel 2.10 (Schätzung der Amplituden von𝐻|0⟩). Es sollen die Amplituden des Qu-
bits |𝑞⟩ = 𝐻 |0⟩ geschätzt werden, wobei

𝐻 ∶= 1√
2
(1 1
1 −1) (2.20)

die sogenannte Hadamard-Transformation ist.
In der Theorie lässt sich

|𝑞⟩ = 𝐻 |0⟩ = 1√
2
(|0⟩ + |1⟩) (2.21)

einfach berechnen und die Amplituden

𝛼 = 1√
2
und 𝛽 = 1√

2
. (2.22)

können direkt abgelesen werden. In der Praxis ist oft nicht bekannt, wie genau ein Qubit
erzeugt und welche Transformationen auf das Qubit angewendet wurden. Um trotzdem
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2 Grundlagen und Notation

Messung Messwert
1. „0”
2. „1”
3. „1”
4. „0”

...

99. „1”
100. „1”
(a) Messwerte als Tabelle (b) Histogramm der Messwerte

Abbildung 2.1: Die Amplituden 𝛼 und 𝛽 von |𝑞⟩ = 𝐻 |0⟩ sollen geschätzt werden. Dazu wird das Qubit mehrmals
erzeugt und gemessen, in diesem Beispiel 100-mal. Die Messwerte sind in (a) aufgelistet. Es wird nun gezählt, wie
oft „0” undwie oft „1” gemessenwurde. DieseWerte wurden in (b) als Histogrammdarstellt. Auf der x-Achse sind
diemöglichenMessergebnisse aufgeführt. Counts auf der y-Achse zeigt an, wie oft das jeweilige Ergebnis gemessen
wurde. Es wurde also 47-mal die „0” und 53-mal die „1” gemessen. Das heißt, für die Amplituden 𝛼 und 𝛽 gilt:
|𝛼|2 ≈ |𝛽|2 ≈ 0, 5.

𝛼 und 𝛽 zu schätzen, wird das Qubit mehrmals erzeugt und gemessen. In unserem Bei-
spiel wird das Erzeugen und Messen 100-mal wiederholt. Es wird nun gezählt, wie oft
„0” und wie oft „1” gemessen wurde. Diese Werte lassen sich in einem Histogramm dar-
stellen (siehe Abbildung 2.1). Hier wurde 47-mal „0” und 53-mal „1” gemessen. Aus den
Messwerten kann jetzt

|𝛼|2 ≈ Anzahl der Messungen von „0”
Anzahl aller Messungen = 47

100
(2.23)

und

|𝛽|2 ≈ Anzahl der Messungen von „1”
Anzahl aller Messungen = 53

100
(2.24)

geschätzt werden. Die Werte in (2.23) und (2.24) stimmen ungefähr mit |𝛼|2 und |𝛽|2 der
errechnetenWerte aus (2.22) überein. Da dieMesswahrscheinlichkeiten nur von |𝛼|2 und
|𝛽|2 abhängen, können grundsätzlich nur die Beträge (Magnituden) von 𝛼 und 𝛽, nicht
aber deren Phasen geschätzt werden.

Postulat 2.11 (Zusammengesetztes System). Der Zustandsraum eines zusammengesetz-
ten Systems ist das Tensorprodukt der einzelnen Zustandsräume. Ein zusammengesetzter
Zustand ist das Tensorprodukt der einzelnen Zustände.

Definition 2.12 (Tensorprodukt,Kronecker-Produkt). Seien𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) 𝑖=1,..,𝑛;
𝑗=1,...,𝑚

∈ ℂ𝑛×𝑚,

𝐵 ∈ ℂ𝑙×𝑘 mit 𝑛,𝑚, 𝑙, 𝑘 ∈ ℕ Matrizen. Das Tensorprodukt von 𝐴 und 𝐵 ist

𝐴⊗𝐵 = ⎛⎜⎜
⎝

𝑎11𝐵 ... 𝑎1𝑚𝐵
... ...

𝑎𝑛1𝐵 ... 𝑎𝑛𝑚𝐵

⎞⎟⎟
⎠

. (2.25)

Es können demnachmehrere Qubits kombiniert werden. Betrachtet man ein 𝑛-Qubit-
system, ein System, das aus 𝑛 ∈ ℕ Qubits zusammengesetzt ist, ist der Zustandsraum
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2 Grundlagen und Notation

ℂ2𝑛 . Seien |𝑞1⟩ , ..., |𝑞𝑛⟩ ∈ ℂ2 Qubits. Der aus |𝑞1⟩ , ..., |𝑞𝑛⟩ zusammengesetzte Zustand ist
das Tensorprodukt (oder auch Kronecker-Produkt) der einzelnen Qubits:

|𝑞⟩ = |𝑞1...𝑞𝑛⟩ = |𝑞1⟩ ⊗ ... ⊗ |𝑞𝑛⟩ ∈ ℂ2𝑛 . (2.26)

Lässt sich ein Zustand nicht als Tensorprodukt von Zuständen der Einzelsysteme schrei-
ben, heißt dieser verschränkt.

Ein aus zwei Qubits (|𝑞1⟩ , |𝑞2⟩ ∈ ℂ2) zusammengesetzter Zustand ist zum Beispiel

|𝑞⟩ = |𝑞1𝑞2⟩ = |𝑞1⟩ ⊗ |𝑞2⟩ = 𝛼00 |00⟩ + 𝛼01 |01⟩ + 𝛼10 |10⟩ + 𝛼11 |11⟩ ∈ ℂ4. (2.27)

Wichtig ist auch hier, dass |𝛼00|2 + |𝛼01|2 + |𝛼10|2 + |𝛼11|2 = 1 und 𝛼00, 𝛼01, 𝛼10, 𝛼11 ∈ ℂ.
Eine übliche Notation ist, Basiszustände 𝑞 als Binärzahl aufzufassen und mit der zu-

gehörigen ganzen Zahl darzustellen, etwa

|0⟩ ⊗ |1⟩ ⊗ |0⟩ = |010⟩ = |2⟩ . (2.28)

Die kanonische orthogonale Basis des Gesamtsystemsmit 𝑛Qubits und𝑁 ∶= 2𝑛 ist damit
{|0⟩ , ..., |𝑁 − 1⟩}.

Werden mehrere Transformationen auf mehrere Qubits angewendet, werden diese
mit⊗ verknüpft. Die Hadamard-Transformation auf 𝑛Qubits angewendet wird mit𝐻⊗𝑛

bezeichnet. Wird diese auf |0⟩⊗𝑛 angewandt, ergibt sich der Zustand

|Ψ̃⟩ ∶= 𝐻⊗𝑛 |0⟩⊗𝑛 = (𝐻 |0⟩) ⊗ ... ⊗ (𝐻 |0⟩) = 1√
2𝑛

∑
𝑥∈{0,1}𝑛

|𝑥⟩ = 1√
𝑁

𝑁−1
∑
𝑥=0

|𝑥⟩ .

(2.29)

Dieser Zustand |Ψ̃⟩wird auch perfekt überlagerter Zustand genannt. Der perfekt überlagerte
Zustand hat die Eigenschaft, dass jeder Basiszustand |𝑥⟩ ∈ {|0⟩ , ..., |𝑁 − 1⟩} in |Ψ̃⟩ die
gleiche Amplitude hat. Das heißt, beim Messen von |Ψ̃⟩ erhält man 0, .., 𝑁 − 1mit genau
gleicher Wahrscheinlichkeit.

2.2 Schaltkreis-basiertes Quantencomputing

Beim schaltkreis-basiertenQuantencomputingwerden unitäre Transformationen der Zu-
standsvektorendurch sogenannteGatter (imEnglischen: gates) durchgeführt. Eine Schalt-
kreis-Grafikwird zurVisualisierungderQuanten-Operationen verwendet.Der sogenann-
te Quantenschaltkreis ist eine Kombination von Gattern und beschreibt eine Hintereinan-
derausführung von Operationen auf Qubits.

Ein beispielhafter Schaltkreis ist in Abbildung 2.2 dargestellt. Der Quantenschalt-
kreis ist von links nach rechts zu lesen. Einzelne Qubits werden durch Linien dargestellt.
Wenn keine Unterscheidung zwischen den einzelnen Qubits nötig ist, werden sie gegebe-
nenfalls in einem sogenannten Register zusammengefasst, symbolisiert durch drei dichte,
parallele Linien mit einer Zahl, die die Anzahl der Qubits im Register angibt. Gatter bzw.
Transformationen einzelner oder mehrerer Qubits werden durch Rechtecke symbolisiert,
Messungen mit .

– 12 –



2 Grundlagen und Notation

8

1. Qubit

𝐺

1. Messung

2. Qubit 𝑍

3. Qubit
𝑂

𝐻 𝑍 2. Messung

4. Qubit 𝑋 𝑆

8-Qubit-Register 𝑈

Abbildung 2.2: Quantenschaltkreismit 12Qubits. Die ersten vier Linien sind jeweils einQubit. Unten ist ein Register,
das aus acht Qubits besteht, dargestellt.𝑋 und 𝑆 sind Einzelgatter;𝑂,𝑈 und𝐺 sindMultiqubitgatter.𝑍 ist ein von
einem Qubit kontrolliertes Gatter und𝐻wird von zwei Qubits kontrolliert. Das erste und das dritte Qubit werden
am Ende gemessen.

Einzelgatter sind Transformationen, die nur auf einem Qubit wirken. Gatter, die auf
mehreren Qubits wirken, heißen Multiqubitgatter. Werden Transformationen auf Qubits
unabhängig von anderen Qubits ausgeführt, handelt es sich um nicht-kontrollierte Gatter.
Ist eine Transformation abhängig von anderen Qubits, auf die sie nicht wirken, wird die
Transformation ein Kontrollgatter genannt. Diese zwei Gattertypen werden im Folgenden
näher erläutert.

Einzelgatter

Einzelgatter wirken nur auf einem Qubit. Die zusammengesetzte Matrixdarstellung von
𝑛 Einzelgattern wird mathematisch, genauso wie der zusammengesetzte Zustandsraum,
als Tensorprodukt der 𝑛 Einzelgatter berechnet. Einzelgatter, die im weiteren Verlauf
wichtig sind, sind in Tabelle 2.3 zusammengefasst. Das „NOT”-Gatter hat zwei Darstel-
lungen und kann sowohl als „X” als auch als durchkreuzter Kreis dargestellt werden. Es
vertauscht die Basiszustände |0⟩ und |1⟩. Phasengatter verändern die Phase des Qubits.
Das Hadamard-Gatter wurde bereits in (2.20) eingeführt. Auf |0⟩ angewendet, erzeugt
es den perfekt überlagerten Zustand. Das 𝑅𝑦-Gatter ist eine Rotation.

Ein Beispiel für die zusammengesetzte Darstellung von mehreren Einzelgattern ist
𝐻 ⊗ 𝐻 ⊗ 𝐻, das zu 𝐻⊗3 zusammengefasst wird. Der dazugehörige Schaltkreis ist in
Abbildung 2.4 zu finden.

Kontrollgatter

Eine spezielle Art derMultiqubitgatter sind Kontrollgatter. Bei diesenwird abhängig von
Kontrollqubits entschieden, ob eine Operation auf anderen Qubits – den Zielqubits – ange-
wendet werden soll.

Kontrollgatter können nicht als Kronecker-Produkt vonMatrizen der Form𝐴⊗𝐵dar-
gestelltwerden.Daherwerdendiese der einfachheitshalber in dieserArbeitmitKronecker-
Produkt undMatrixpotenzen ausgedrückt.
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2 Grundlagen und Notation

Name Matrix Gatter

„NOT”-Gatter 𝑋 ∶= (0 1
1 0)

𝑋

Phasengatter 𝑆 ∶= (1 0
0 𝑖) , 𝑍 ∶= (1 0

0 −1)
𝑆

𝑍

Hadamard-Gatter
(Hadamard-Transformation
als Gatter)

𝐻 = 1√
2 (

1 1
1 −1) 𝐻

𝑅𝑦-Gatter mit 𝜃 ∈ ℝ 𝑅𝑦(2𝜃) ∶= (cos(𝜃) − sin(𝜃)
sin(𝜃) cos(𝜃) ) 𝑅𝑦

Tabelle 2.3: Wichtige Einzelgatter

𝐻

𝐻

𝐻

≡ 3
𝐻⊗3

Abbildung 2.4: Das Hadamard-Gatter auf drei Qubits angewendet. Beide Schaltkreise stellen die gleiche Transfor-
mation dar. Rechts werden die drei Qubits zu einem Register zusammengefasst.

Definition 2.13 (Matrixpotenz). Für𝐴 ∈ ℂ𝑛×𝑛 mit 𝑛 ∈ ℕwird die 𝑘-te Matrixpotenz𝐴𝑘

als

𝐴0 ∶= 𝐼𝑛 und 𝐴𝑘 ∶= 𝐴𝐴𝑘−1 für 𝑘 ∈ ℕ (2.30)

definiert.

Die formale Definition eines Kontrollgatters ist dann:

Definition 2.14 (Kontrollgatter). Bei einem Kontrollgatter kontrolliert eine Menge von
Qubits {|𝑞1⟩ , .., |𝑞𝑚1

⟩}mit𝑚1 ∈ ℕ, ob auf anderenQubits {|𝑝1⟩ , .., |𝑝𝑚2
⟩}mit𝑚2 ∈ ℕ ein

bestimmtesGatter𝑈 ∈ ℂ2𝑚2×2𝑚2 ausgeführtwird oder nicht. Seien alleQubits |𝑞1⟩ , .., |𝑞𝑚1
⟩

sowie |𝑝1⟩ , .., |𝑝𝑚2
⟩ Basiszustände. Die Matrixdarstellung des Gatters ist dann:

𝐼⊗𝑚1
2 ⊗ 𝑈𝑞1⋅...⋅𝑞𝑚1 ∈ ℂ2𝑚1+𝑚2×2𝑚1+𝑚2 . (2.31)

Beispiel 2.15. Ein viel benutztes Kontrollgatter ist das kontrollierte „NOT”-Gatter, ge-
nannt „CNOT”-Gatter. Bei diesem kontrolliert das erste Qubit |𝑥0⟩, ob auf dem zweiten
|𝑥1⟩ ein „NOT”-Gatter ausgeführt wird. Wenn 𝑥0 = 0 gilt, verändern sich die Zustände
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2 Grundlagen und Notation

|𝑥0⟩ |𝑥0⟩

|𝑥1⟩ |𝑥1⟩

|𝑥2⟩ 𝑅𝑦(2𝜃) 𝑅𝑦(2𝜃)𝑥0⋅𝑥1 |𝑥2⟩

Abbildung 2.5: Ein von 𝑥0 und 𝑥1 kontrolliertes𝑅𝑦-Gatter. Im Fall 𝑥0 = 1 und 𝑥1 = 1wird auf 𝑥2 das𝑅𝑦-Gatter
angewandt. Ist entweder 𝑥0 = 0 oder 𝑥1 = 0 oder sind beide 0, dann findet keine Rotation statt und 𝑥0, 𝑥1 und
𝑥2 bleiben unverändert.

nicht. Ist 𝑥0 = 1, wird 𝑥1 = 0 zu 𝑥1 = 1 und 𝑥1 = 1 zu 𝑥1 = 0. Sind |𝑥0⟩ und |𝑥1⟩
Basiszustände sieht Matrixschreibweise des „CNOT”-Gatters folgendermaßen aus:

𝐼2 ⊗𝑋𝑥0 = (1 0
0 1) ⊗ (0 1

1 0)
𝑥0

=
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

. (2.32)

Beispiel 2.16. Ein anderes Beispiel für ein Kontrollgatter ist ein von |𝑥0⟩ und |𝑥1⟩ kon-
trolliertes 𝑅𝑦-Gatter auf |𝑥2⟩:

𝐼2 ⊗ 𝐼2 ⊗𝑅𝑦(2𝜃)𝑥0⋅𝑥1 = 𝐼2 ⊗ 𝐼2 ⊗(cos(𝜃) − sin(𝜃)
sin(𝜃) cos(𝜃) )

𝑥0⋅𝑥1

, (2.33)

wobei |𝑥0⟩, |𝑥1⟩ und |𝑥2⟩ ∈ ℂ2 Basiszustände sind. Dieses Gatter ist als Schaltkreis in
Abbildung 2.5 dargestellt.

Zusammenfassung

Wir haben die grundlegenden Prinzipien des Quantencomputings und schaltkreis-ba-
sierten Quantencomputing eingeführt. Bei Letzterem wurde insbesondere auf Einzelgat-
ter undKontrollgatter eingegangen. Insgesamtwurden in diesemKapitel dieGrundlagen
geschaffen, so dass nunAlgorithmendesQuantencomputings betrachtetwerden können.
Für das Lösen des Ising-Problemswollenwir das Prinzip der Amplitudenverstärkung be-
nutzen. Dies wird im nächsten Kapitel vorgestellt.
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Binäre Amplitudenverstärkung

Die Amplitudenverstärkung ist ein iteratives Verfahren zum Lösen von Optimierungspro-
blemen. Die Idee der Amplitudenverstärkung ist es, ausgehend von einer Superposition
die Amplituden der gesuchten Zustände bei jeder Iteration zu vergrößern und die der
nicht gesuchten Zustände zu verkleinern.

Umdie Grundlagen der Amplitudenverstärkung besser zu verstehen, wird in diesem
Kapitel die Amplitudenverstärkung erst zum Lösen eines binären Suchproblems verwen-
det. Hierfür wird der verallgemeinerte Grover-Algorithmus vorgestellt. Außerdem wird
die Grover-Phase-Matching-Bedingung eingeführt. Im darauffolgenden Kapitel wird an-
schließend die nicht-binäre Amplitudenverstärkung betrachtet.

3.1 Binäres Suchproblem

Wir betrachten das folgende abstrakte binäre Suchproblem: Gegeben sei eine reellwertige
Funktion 𝑓 ∶ {0, ..., 2𝑛 − 1} → {0, 1} mit

𝑓(𝑥) ∶= {
1, 𝑥 ist Lösung,
0, sonst.

(3.1)

Gesucht ist eine Eingabe 𝑥 aus der Menge {0, ..., 2𝑛−1} = {0, ..., 𝑁−1}, so dass 𝑓(𝑥) = 1
gilt.

3.2 Verallgemeinerter Grover-Algorithmus

Bei der binären Amplitudenverstärkung wird der Ansatz der Amplitudenverstärkung
zum Lösen binärer Suchprobleme genutzt. Den Grundstein für die binäre Amplituden-
verstärkung im Quantencomputing legte Grover 1996 mit dem Grover-Algorithmus [15].
Dieser wurde vielseitig erweitert und verbessert [7, 17, 16, 8]. Die Anzahl der Iterationen
der binärenAmplitudenverstärkung liegt in𝒪(

√
𝑁) [8]. Einwichtiger Faktor in Bezug auf

die Effizienz des Algorithmus ist das Erfüllen der sogenannten Grover-Phase-Matching-
Bedingung, auf die wir am Ende dieses Kapitels weiter eingehen werden.
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3 Binäre Amplitudenverstärkung

Bei der Amplitudenverstärkung wird jede Eingabe als ein Zustand |𝑥⟩ in einem aus 𝑛
Qubits zusammengesetzten System betrachtet. Diese Zustände |0⟩ , |1⟩ , ..., |𝑁 − 1⟩ mit
𝑁 = 2𝑛 bilden eine Orthogonalbasis des 𝑛-Qubitsystems.

Der verallgemeinerte Grover-Algorithmus [8] zur Lösung des binären Suchproblems
besteht im Wesentlichen aus dem iterativen Anwenden zweier Operationen – ein so-
genannter Orakelaufruf und eine Diffusion. Diese verändern einen initialisierten Startzu-
stand, so dass am Ende die Basiszustände der Lösungseingaben mit einer höherenWahr-
scheinlichkeit als die anderen Basiszustände gemessen werden.

Startzustand. Das 𝑛-Qubitsystem wird in den perfekt überlagerten Zustand initiali-
siert. Hierfür wird in der Regel auf jedes Qubit ein Hadamard-Gatter angewendet. Der
Startzustand ist dann

|Ψ0⟩ = 𝐻⊗𝑛 |0⟩⊗𝑛 = 1√
𝑁

𝑁−1
∑
𝑥=0

|𝑥⟩ . (3.2)

Quantenorakel. Zusätzlich wird ein Quantenorakel definiert. Dies wird oft auch abge-
kürzt nur Orakel genannt.
Definition 3.1 (Quantenorakel). Sei𝑛 ∈ ℕund𝑁 ∶= 2𝑛 sowie𝜑 ∶ {|0⟩ , ..., |𝑁 − 1⟩} → ℝ
eine Funktion auf {|0⟩ , ..., |𝑁 − 1⟩}. DasQuantenorakel𝑈𝜑 auf dem 𝑛-Qubitsystem ist die
Transformation

𝑈𝜑 ∶=
𝑁−1
∑
𝑥=0

ei𝜑(𝑥) |𝑥⟩ ⟨𝑥| . (3.3)

Das Quantenorakel markiert jeden Basiszustand |𝑥⟩ des 𝑛-Qubitsystems mit einer
Phase abhängig von 𝜑(𝑥): Es gilt

𝑈𝜑 |𝑥⟩ = ei𝜑(𝑥) |𝑥⟩ = (cos(𝜑(𝑥)) + i sin(𝜑(𝑥))) |𝑥⟩ , (3.4)

und aus (3.3) folgt für 𝑈𝜑 die Matrixdarstellung

𝑈𝜑 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

ei𝜑(0) 0 ... ... 0
0 ei𝜑(1) 0 ... ...
... 0 ... 0 ...
... ... 0 ei𝜑(𝑁−2) 0
0 ... ... 0 ei𝜑(𝑁−1)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

. (3.5)

Das Orakel ist der Schlüsselbaustein des Algorithmus. Es wird problemspezifisch im-
plementiert; eine effiziente Implementierung ist ausschlaggebend für die Effizienz des
Gesamtverfahrens.

Für den verallgemeinerten Grover-Algorithmus [8] nimmt 𝜑 die Werte 0 oder 𝜋 an.
Damit markiert das Orakel die zu den Lösungen gehörenden Basiszustände mit einer
Phasenverschiebung von 180∘:

𝑈𝜑 |𝑥⟩ = {
ei𝜋 |𝑥⟩ , 𝑥 ist Lösung,
|𝑥⟩ , sonst,

(3.6)

= {
− |𝑥⟩ , 𝑥 ist Lösung,
+ |𝑥⟩ , sonst.
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3 Binäre Amplitudenverstärkung

Abbildung 3.1: Vereinfachte Darstellung der Amplituden der Basiszustände beim Grover-Algorithmus, übernom-
men aus [39] und angepasst. Die Grafik zeigt die Änderung der Amplituden bei der erstenAnwendung des Grover-
Operators. In diesem Beispiel hat das binäre Suchproblem die (einzige) Lösung 111. Oben: Das System ist im
perfekt überlagerten Zustand initialisiert.Mitte:Das Orakel wurde auf den Zustand angewandt, wodurch die Am-
plitude des zur Lösung gehörenden Basiszustands negiert wurde. Dies entspricht einer Phasenverschiebung von
180∘. Der Mittelwert hat sich durch die Anwendung des Orakels verringert. Unten: Im Diffusionsschritt werden
die Amplituden amMittelwert gespiegelt. Dadurch wird insgesamt die Amplitude der Lösung vergrößert und die
restlichen Amplituden werden verringert.

Daher ergibt sich dieWahl von𝜑 ∶= 𝜋𝑓(𝑥) direkt aus der Problembeschreibung (3.1).
Damit gilt:

𝑈𝜑 |𝑥⟩ = ei𝜑(𝑥) |𝑥⟩ = ei𝜋𝑓(𝑥) |𝑥⟩ = (−1)𝑓(𝑥) |𝑥⟩ = {
− |𝑥⟩ , 𝑥 ist Lösung,
+ |𝑥⟩ , sonst.

(3.7)

Diffusion. Der zweite zentrale Baustein des Grover-Algorithmus neben demQuanten-
orakel ist derDiffusionsoperator 𝑆Ψ0

, der die Amplituden der Basiszustände amMittelwert
der Amplituden spiegelt:

𝑆Ψ0
∶= 2 |Ψ0⟩ ⟨Ψ0| − 𝐼𝑁. (3.8)

Dabei ist |Ψ0⟩ der in (3.2) eingeführte Startzustand.

Definition 3.2 (Grover-Operator). Der Grover-Operator 𝐺 ist definiert als die Verkettung
der Operatoren 𝑆Ψ0

und 𝑈𝜑:

𝐺 ∶= 𝑆Ψ0
𝑈𝜑. (3.9)
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...𝑛|Ψ0⟩ 𝑈𝜑 𝑆Ψ0
𝑈𝜑 𝑆Ψ0

Grover-Operator Grover-Operator

Abbildung 3.2: Quantenschaltkreis des verallgemeinerten Grover-Algorithmus (Algorithmus 1).

Welchen Einfluss der Grover-Operator auf die Amplituden der Basiszustände hat,
ist in Abbildung 3.1 veranschaulicht. Der verallgemeinerte Grover-Algorithmus [8] ist
folgendermaßen definiert:

Algorithmus 1 Verallgemeinerter Grover-Algorithmus
Eingabe: Anzahl der Iterationen𝐾 ≥ 1
Initialisiere das 𝑛-Qubitsystem in den Startzustand |Ψ0⟩
for 𝑖 ∶= 1, ...𝐾 do

|Ψ𝑖⟩ ← 𝐺 |Ψ𝑖−1⟩
end for
Messe |Ψ𝐾⟩ in der Rechenbasis

Der Schaltkreis des verallgemeinerten Grover-Algorithmus ist in Abbildung 3.2 dar-
gestellt. Die abschließende Messung liefert einen Messwert 𝑥 ∈ {0, ..., 2𝑛 − 1}, der idea-
lerweise 𝑓(𝑥) = 1 erfüllt und somit das Problem löst. Ist 𝑓(𝑥) = 0, wird der Algorithmus
so oft erneut ausgeführt, bis eine Lösung des binären Suchproblems gefunden wurde.
Wie sicher der verallgemeinerte Grover-Algorithmus eine Lösung des Suchproblems fin-
det, ist abhängig von der Anzahl der Lösungen [39]. Die Anzahl der Iterationen𝐾 hängt
ebenfalls von der Anzahl der Lösungen ab. Dies wird in Abschnitt 3.4 betrachtet.

3.3 Darstellung des Grover-Operators als Rotation

DerGrover-Operator kann auch als Rotation imUnterraumder überlagertenNicht-Lösungen
und der überlagerten Lösungen interpretiert werden [1, 35]. Hierfür wird der Startzu-
stand |Ψ0⟩ umgeformt. Sei 𝑀 die Anzahl der Lösungen. Es gilt

|Ψ0⟩ =
1√
𝑁

𝑁−1
∑
𝑥=0

|𝑥⟩ (3.10)

= √𝑁 −𝑀
𝑁

( 1√
𝑁 −𝑀

∑
𝑥∶𝑓(𝑥)=0

|𝑥⟩) +√𝑀
𝑁
( 1√

𝑀
∑

𝑥∶𝑓(𝑥)=1
|𝑥⟩)

Seien nun |𝑚⟩ die Überlagerung aller Nicht-Lösungen und |𝑚⟩ die Überlagerung aller
Lösungen:

|𝑚⟩ ∶= 1√
𝑁 −𝑀

∑
𝑥∶𝑓(𝑥)=0

|𝑥⟩ , |𝑚⟩ ∶= 1√
𝑀

∑
𝑥∶𝑓(𝑥)=1

|𝑥⟩ . (3.11)

Da
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3 Binäre Amplitudenverstärkung

Abbildung 3.3: DerGrover-Operator kann als Rotation imUnterraumder überlagertenNicht-Lösungen |𝑚⟩undder
überlagerten Lösungen |𝑚⟩ interpretiert werden, übernommen aus [35]. Der Startzustand ist in dieser Abbildung
|𝜓⟩. Jede Anwendung des Grover-Operators rotiert den Zustand des Systems um einen denWinkel 𝜃 von |𝑚⟩ näher
zu |𝑚⟩.

(√𝑁 −𝑀
𝑁

)
2

+(√𝑀
𝑁
)

2

= 1 (3.12)

und die Ausdrücke in den Klammern beide nichtnegativ sind, existiert ein 𝜃 ∈ [0, 𝜋], so
dass

√𝑁 −𝑀
𝑁

= cos( 𝜃2) und √𝑀
𝑁

= sin( 𝜃2). (3.13)

Setzen wir dies mit (3.11) in (3.10) ein, folgt für den Startzustand

|Ψ0⟩ = cos( 𝜃2) |𝑚⟩ + sin( 𝜃2) |𝑚⟩ . (3.14)

Der Grover-Operator wirkt auf dem durch |𝑚⟩ und |𝑚⟩ aufgespannten Unterraum wie
eine Rotation und hat dort bezüglich der Basis {|𝑚⟩ , |𝑚⟩} die Darstellung

𝐺 = (cos(𝜃) − sin(𝜃)
sin(𝜃) cos(𝜃) ) . (3.15)

Veranschaulicht ist diese Rotation in Abbildung 3.3. Da wir mit |Ψ0⟩ im von |𝑚⟩ und
|𝑚⟩ aufgespannten Unterraum starten, rotieren die ersten Anwendungen des Grover-
Operators den Zustand des Systems um denWinkel 𝜃 von |𝑚⟩ näher zu |𝑚⟩. Der Grover-
Operator sollte daher genau so oft angewendet werden, bis der Zustand des Systems sich
nicht mehr |𝑚⟩ annähert.

3.4 Komplexität des Algorithmus

Bei der Untersuchung des Aufwands des verallgemeinerten Grover-Algorithmus inter-
essiert uns vor allem die Anzahl der Orakel-Aufrufe. Diese ist äquivalent zur Anzahl
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der Iterationen 𝐾. Seien 𝑀 und 𝑁 die Anzahl der Lösungen beziehungsweise die Ge-
samtanzahl der Eingaben des Suchproblems wie in Abschnitt 3.3. Betrachten wir den
Grover-Operator als Rotation im Unterraum der überlagerten Nicht-Lösungen und der
überlagerten Lösungen, folgt, dass

𝐾 ≤ ⌈
𝜋
2
𝜃
⌉ (3.16)

eine Bedingung für die Anzahl der Iterationen ist. Ansonsten würde der Zustand sich
nicht mehr |𝑚⟩ annähern. Ist 𝑀 ≤ 𝑁

2 , kann 𝜃 mit 𝜃
2 ≥ sin( 𝜃2) = √𝑀

𝑁 abgeschätzt werden
[39]. Damit ergibt sich

𝐾 ≤ ⌈𝜋
4
√𝑁

𝑀
⌉ ∈ 𝒪(√𝑁

𝑀
). (3.17)

Da 𝑀 oft nicht bekannt ist und es im schlimmsten Fall nur eine Lösung gibt, liegt die
Anzahl der Iterationen 𝐾 mindestens in 𝒪(

√
𝑁) [8]. Wenn 𝑀 > 𝑁

2 ist, folgt 𝐾 = 0. Das
heißt, der Grover-Operator wird nicht angewendet und 𝑥wird zufällig gewählt.

Für die Gesamtkomplexität in Bezug auf die Orakel-Aufrufe reicht es aber nicht, die
Komplexität von einem Algorithmusdurchlauf zu betrachten, weil der Algorithmus, nur
mit einer gewissenWahrscheinlichkeit die Lösung des Problems findet. Der Algorithmus
wird demnach so oft erneut ausgeführt, bis eine Lösung, das heißt ein 𝑥 mit 𝑓(𝑥) = 1,
gefunden wurde. Die Wahrscheinlichkeit, die Lösung des Suchproblems nach einmali-
gem Ausführen des verallgemeinerten Grover-Algorithmus zu messen, hat 1 − 𝑀

𝑁 als
untere Schranke [39]. Das heißt, je weniger Lösungen es gibt, desto höher ist die Wahr-
scheinlichkeit, nach einmaligem Ausführen des Algorithmus die Lösung zu messen. Mit
der unteren Schranke der Wahrscheinlichkeit lässt sich der Erwartungswert der Anzahl
der Algorithmusdurchläufe berechnen. Dieser ist 𝑁

𝑁−𝑀 . Das heißt, die Gesamtanzahl der
Orakel-Aufrufe liegt in 𝒪(

√
𝑁 𝑁

𝑁−𝑀).

3.5 Phase-Matching

Der verallgemeinerte Grover-Algorithmus lässt sich weiter verallgemeinern [16, 31, 18].
Zum einen kann die Phasenverschiebung beliebig gewählt werden. Für das Orakel 𝑈𝜑
gilt dann mit 𝜑 ∈ [0, 𝜋]:

𝑈𝜑 |𝑥⟩ = {
ei𝜑 |𝑥⟩ , 𝑥 ist Lösung,
|𝑥⟩ , sonst.

(3.18)

Außerdem kann die Diffusion 𝑆Ψ0
aus (3.8) zu

𝑆Ψ0
= (1 − ei𝛾) |Ψ0⟩ ⟨Ψ0| − 𝐼𝑁 (3.19)

mit 𝛾 ∈ [0, 𝜋] verallgemeinert werden. Damit ergeben sich zwei weitere Freiheitsgrade:
𝜑 ∈ [0, 𝜋] und 𝛾 ∈ [0, 𝜋]. Es wurde vielseitig untersucht, welcheWahl von𝜑 und 𝛾 sinnvoll
ist und sogenannte Phase-Matching-Bedingungen vorgestellt [31, 18, 22, 9].
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In dem in diesem Kapitel vorgestellten verallgemeinerten Grover-Algorithmus (Al-
gorithmus 1) gilt𝜑 = 𝛾 = 𝜋, zusammengefasst in der klassischenGrover-Phase-Matching-
Bedingung:

Definition 3.3 (Grover-Phase-Matching-Bedingung). Die Grover-Phase-Matching-Be-
dingung ist erfüllt, wenn für die Winkel 𝜑 und 𝛾 des Orakels 𝑈𝜑 aus (3.18) und der Dif-
fusion 𝑆Ψ0

aus (3.19)

𝜑 = 𝛾 = 𝜋 (3.20)

gilt.

Sind die Phasen ungleich, kann kein effizienter Quanten-Suchalgorithmus konstru-
iert werden, so Long et al. [31]. Ein Algorithmus wird als effizient angesehen, wenn
der Suchalgorithmus die Lösung mit einer hohen Wahrscheinlichkeit findet. Wenn die
Grover-Phase-Matching-Bedingung erfüllt ist, wächst dieWahrscheinlichkeit, die Lösung
des Suchproblems zumessen, pro Iteration am stärksten imVergleich zu Phasen ungleich
𝜋 [18, 38]. Sind die Phasen ungleich 𝜋, kann die Verkettung der Operatoren 𝑆Ψ0

und 𝑈𝜑
nicht mehr als eine Rotation in dem von |𝑚⟩ und |𝑚⟩ aufgespannten Unterraum (siehe
Abschnitt 3.3) interpretiert werden. Da ei𝜑 für 𝜑 ∈ (0, 𝜋) nicht reell ist, muss der Un-
terraum mit einer komplexen Dimension erweitert werden. Intuitiv gilt daher: Bei jeder
Iteration nähert sich der Zustand nicht auf direktemWegderÜberlagerung der Lösungen
an, sondern in Spiralen.

Wie nah der Zustand des Systems an die Überlagerung aller Lösungen durch den
Grover-Operator im Fall 𝜑 = 𝛾 = 𝜋 rotiert werden kann, ist abhängig von dem Verhältnis
der Anzahl der Lösungen zu der Gesamtanzahl der Eingaben 𝑀

𝑁 (mit 𝑀 und 𝑁 aus Ab-
schnitt 3.3). Existiert ein 𝑘 ∈ ℕ0, so dass (2𝑘 + 1) arcsin(√𝑀/𝑁) = 𝜋/2, kann direkt zur
Überlagerung aller Lösungen rotiert werden. Existiert kein solches 𝑘, gilt: Je kleiner 𝑀

𝑁 ist,
desto näher kann der Zustand des Systems an die Überlagerung aller Lösungen rotiert
werden. Ist 𝑀

𝑁 zu groß, kann mit Phasen ungleich 𝜋 der Zustand des Systems näher an
die Überlagerung aller Lösungen rotiert werden. Dann sind aber mehr Iterationen nötig.
Für diesen Fall wurden viele alternative Phase-Matching-Bedingungen vorgestellt [38,
30, 9, 22]. Eine höhere Wahrscheinlichkeit, die Lösung des Suchproblems zu messen, im
Vergleich zur klassischen Grover-Phase-Matching-Bedingung liefern diese ab 𝑀

𝑁 > 0.3.
Die klassische Grover-Phase-Matching-Bedingung ist also eine sinnvolle Bedingung

für Suchalgorithmen unter der Annahme, dass für das Suchproblem 𝑀
𝑁 ≤ 0.3 gilt.

Zusammenfassung

Der verallgemeinerte Grover-Algorithmus kann zum Lösen binärer Suchprobleme be-
nutzt werden. Die Anzahl der Orakel-Aufrufe pro Durchführung des Algorithmus liegt
in 𝒪(

√
𝑁). Die Effektivität des Algorithmus ist unter anderem gegeben, weil die Grover-

Phase-Matching-Bedingung erfüllt wurde. Da der Algorithmus ein binäres Suchproblem
löst, kann der Grover-Operator auch als Rotation im Unterraum der überlagerten Nicht-
Lösungen und der überlagerten Lösungen betrachtet werden. Das Ising-Problem ist aber
ein nicht-binäres Suchproblem. Im folgenden Kapitel wird daher die nicht-binäre Ampli-
tudenverstärkung betrachtet.
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Der Ansatz der Amplitudenverstärkung kann auch zum Lösen nicht-binärer Suchproble-
me benutzt werden. Hierbei wird der verallgemeinerte Grover-Algorithmus so erweitert,
dass anstelle des binären Orakels ein nicht-binäres Orakel verwendet werden kann. Die-
ses Verfahren wird nicht-binäre Amplitudenverstärkung genannt; in der Literatur wird auch
der Begriff nicht-boolesche Amplitudenverstärkung verwendet.

Koch et al. stellen in [27] eine Methode der nicht-binären Amplitudenverstärkung
vor, um kombinatorische Optimierungsprobleme zu lösen. Allerdings erfordert das Ver-
fahren eine Kombination aus Quantencomputing und klassischem Computing. Shyam-
sundar et al. stellen in [37] eine andere Methode der nicht-binären Amplitudenverstär-
kung vor, die allein auf Quantencomputing basiert.

Im folgenden Kapitel wird der Algorithmus von Shyamsundar et al. vorgestellt. Die-
ser wird im weiteren Verlauf als NBAA bezeichnet. Zuerst werden das Suchproblem so-
wie die benutzten Operatoren behandelt (Abschnitte 4.1 und 4.2). Anschließend wird
das Vorgehen des Algorithmus erklärt und die Dynamik des Algorithmus sowie die op-
timale Anzahl an Iterationen untersucht (Abschnitte 4.4 und 4.5). Schließlich wird der
Zusammenhang zwischen der binären und nicht-binären Amplitudenverstärkung her-
gestellt (Abschnitt 4.3). Das gesamte Kapitel orientiert sich an [37].

4.1 Nicht-binäres Suchproblem

Gegeben sei eine zu maximierende Funktion

𝜑 ∶ {0, ..., 𝑁 − 1} → [0, 𝜋], (4.1)

wobei 𝑁 als Zweierpotenz 𝑁 = 2𝑛 mit 𝑛 ∈ ℕ geschrieben werden kann, und die Mög-
lichkeit, ein Orakel 𝑈𝜑 mit

𝑈𝜑 ⋅ |𝑥⟩ = ei𝜑(𝑥) |𝑥⟩ (4.2)

als Quantenschaltkreis zu implementieren.
Das Ziel der nicht-binären Amplitudenverstärkung [37] ist es, ausgehend von einer

Überlagerung von Basiszuständen sukzessive die Amplituden des Basiszustands |𝑥⟩ um-
so stärker zu vergrößern, je besser 𝑥 das Problem löst, das heißt, je größer 𝜑(𝑥) ist.
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Die Funktion 𝜑(𝑥) und das Orakel 𝑈𝜑 werden problemspezifisch konstruiert. Sei bei-
spielsweise eine Funktion 𝑓 ∶ {0, ..., 𝑁 − 1} → ℝ gegeben, für die das 𝑥 ∈ {0, .., 𝑁 − 1}
gesucht ist, bei dem derWert 𝑓(𝑥) der 1 am nächsten kommt. Hier wäre eine Möglichkeit

𝜑(𝑥) ∶= 𝜋e−(1−𝑓(𝑥))2 . (4.3)

Bei 𝑓(𝑥) = 1 ist dann e−(1−𝑓(𝑥))2 = e0 = 1, also 𝜑(𝑥) = 𝜋. Je größer (1−𝑓(𝑥))2 wird, desto
kleiner werden e−(1−𝑓(𝑥))2 und folglich auch 𝜑(𝑥).

Anders als im binären Fall, wird hier nicht nur zwischen Lösung und Nicht-Lösung
unterschieden: Es kann graduell markiert werden, wie gut eine Lösung ist. In der Pra-
xis ist eine scharfe Lösung/Nicht-Lösung Entscheidung oft nicht möglich, weshalb ein
Verfahren, das Abstufungen machen kann, viele praxisrelevante Anwendungen hat [3,
36].

4.2 Aufbau des Algorithmus

Der Quantenschaltkreis des Algorithmus aus [37] besteht aus zwei Registern. Das erste
Register besteht lediglich auch einemHilfsqubit |ℎ⟩, das zweite Register umfasst 𝑛Qubits.

Die orthogonale Basis des zweiten Registers ist {|0⟩ , .., |𝑁 − 1⟩}mit𝑁 = 2𝑛. Die Basis
des Zwei-Registersystems wird mit {|0, 0⟩ , .., |0,𝑁 − 1⟩ , |1, 0⟩ , .., |1,𝑁 − 1⟩} bezeichnet.
Das Hinzufügen eines Hilfsqubits verdoppelt die Dimension des Zustandsraumes.

Startzustand. Der Startzustand des zweiten Registers wird wieder mit |Ψ0⟩ bezeichnet
und𝐴0 ist der unitäre Operator, der das System von |0⟩ in den Startzustand überführt. Es
gilt also

|Ψ0⟩ = 𝐴0 |0⟩ =
𝑁−1
∑
𝑥=0

𝑎0(𝑥) |𝑥⟩ mit
𝑁−1
∑
𝑥=0

|𝑎0(𝑥)|2 = 1. (4.4)

Dabei ist 𝑎0(𝑥) die Startamplitude des Basiszustands |𝑥⟩ . Dieser Startzustand kann be-
liebig gewählt werden. Gibt es kein Vorwissen zum Suchproblem, bietet sich der perfekt
überlagerte Zustand als Startzustand an. Das Hilfsqubit |ℎ⟩ (auch ancilla genannt) wird
mit 𝐻|0⟩ = 1√

2(|0⟩ + |1⟩) initialisiert. Insgesamt ist der Startzustand damit:

|Ψ0⟩ = [𝐻 ⊗ 𝐴0] |0, 0⟩ (4.5)

= |0,Ψ0⟩ + |1,Ψ0⟩√
2

= 1√
2

𝑁−1
∑
𝑥=0

𝑎0(𝑥) (|0, 𝑥⟩ + |1, 𝑥⟩).

Wiebei der binärenAmplitudenverstärkung (Kapitel 3)werden auch bei der nicht-binären
Amplitudenverstärkung eine Diffusion und ein Orakelaufruf verwendet, um die Ampli-
tuden der Basiszustände zu beeinflussen.
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𝑛

|⋅⟩ℎ 𝐻
2 |0, 0⟩ ⟨0, 0| − 𝐼2𝑛+1

𝐻

|⋅⟩𝑥 𝐴−1
0 𝐴0

Abbildung 4.1: Schaltkreis des Diffusionsoperators SΨ0
für die nicht-binäre Amplitudenverstärkung.

𝑛

|⋅⟩ℎ 𝑋 𝑋

|⋅⟩𝑥 𝑈𝜑 𝑈𝐻
𝜑

(a) Schaltkreis des 2-Register OrakelsU𝜑im nicht-binären Fall. Das
Hilfsqubit |ℎ⟩ fungiert als Kontrollqubit.

𝑛

|⋅⟩ℎ 𝑋 𝑋

|⋅⟩𝑥 𝑈𝜑 𝑈𝐻
𝜑

(b) Schaltkreis von U𝐻
𝜑 – dem Inversen von U𝜑. Im Vergleich zu

U𝜑 ändert sich nur die Reihenfolge der Gatter.

Abbildung 4.2: Schaltkreise von U𝜑 und U𝐻
𝜑 .

Diffusion. Die Diffusion wird wie folgt auf zwei Register erweitert:

SΨ0
= 2 |Ψ0⟩ ⟨Ψ0| − 𝐼2𝑛+1 (4.6)
= [𝐻 ⊗ 𝐴−1

0 ] (2 |0, 0⟩ ⟨0, 0| − 𝐼2𝑛+1) [𝐻 ⊗ 𝐴0].

Der zugehörige Schaltkreis ist in Abbildung 4.1 dargestellt.
2-Register-Orakel. Außerdem wird ein 2-Register-Orakel U𝜑 verwendet. Dies ist ein
bedingter Orakelaufruf des Orakels 𝑈𝜑 = ∑𝑁−1

𝑥=0 ei𝜑(𝑥) |𝑥⟩ ⟨𝑥| (siehe auch Definition 3.1)
und dem inversen Operator von 𝑈𝜑. Der adjungierte Operator von 𝑈𝜑 ist 𝑈𝐻

𝜑 . Es gilt
𝑈𝐻
𝜑 = ∑𝑁−1

𝑥=0 e−i𝜑(𝑥) |𝑥⟩ ⟨𝑥| und 𝑈𝜑𝑈𝐻
𝜑 = 𝑈𝐻

𝜑 𝑈𝜑 = 𝐼𝑁. Damit ist 𝑈𝜑 unitär und der inverse
Operator von 𝑈𝜑 ist 𝑈𝐻

𝜑 . Das Hilfsqubit |ℎ⟩ fungiert als Kontrollqubit:

U𝜑 ∶= |0⟩ ⟨0| ⊗ 𝑈𝜑 + |1⟩ ⟨1| ⊗ 𝑈𝐻
𝜑 (4.7)

= (𝑈𝜑 0
0 𝑈𝐻

𝜑
) .

Es gilt also für alle 𝑥 ∈ {0, ..., 𝑁 − 1}:

U𝜑 |0, 𝑥⟩ = ei𝜑(𝑥) |0, 𝑥⟩ und (4.8)
U𝜑 |1, 𝑥⟩ = e−i𝜑(𝑥) |1, 𝑥⟩ . (4.9)

Der zugehörige inverse Operator ist

U𝐻
𝜑 = |0⟩ ⟨0| ⊗ 𝑈𝐻

𝜑 + |1⟩ ⟨1| ⊗ 𝑈𝜑 (4.10)

= (𝑈
𝐻
𝜑 0
0 𝑈𝜑

) ,
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ungerade Iterationen gerade Iterationen

𝑛

|⋅⟩ℎ 𝐻
U𝜑 SΨ0 U𝐻

𝜑 SΨ0

|⋅⟩𝑥 𝐴0

Abbildung 4.3: Quantenschaltkreis der nicht-binären Amplitudenverstärkung (Algorithmus 2), angelehnt an die
Abbildung 4 aus [37]. Nach der Initialisierung werden alternierend SΨ0

U𝜑 und SΨ0
U𝐻

𝜑 auf das System angewen-
det. Am Ende wird das Hilfsqubit gemessen.

und für alle 𝑥 ∈ {0, ..., 𝑁 − 1} gelten

U𝐻
𝜑 |0, 𝑥⟩ = e−i𝜑(𝑥) |0, 𝑥⟩ sowie (4.11)

U𝐻
𝜑 |1, 𝑥⟩ = ei𝜑(𝑥) |1, 𝑥⟩ . (4.12)

Die Schaltkreise von U𝜑 und U𝐻
𝜑 sind in Abbildung 4.2 dargestellt.

Mit diesen Definitionen ist der Gesamtalgorithmus folgendermaßen definiert [37]:

Algorithmus 2 Nicht-binäre Amplitudenverstärkung (NBAA)
Eingabe: Anzahl der Iterationen𝐾 ≥ 1
Initialisiere das Zwei-Register-Qubitsystem in den Startzustand |Ψ0⟩
for 𝑖 ∶= 1, ...𝐾 do

if 𝑖 ungerade then
|Ψ𝑖⟩ ← SΨ0

U𝜑 |Ψ𝑖−1⟩
else

|Ψ𝑖⟩ ← SΨ0
U𝐻

𝜑 |Ψ𝑖−1⟩
end if

end for
Messe |ℎ⟩und |𝑥⟩

Abbildung 4.3 zeigt den Schaltkreis von NBAA. In Abschnitt 4.4 werden wir sehen,
dass die Iterationen die Amplituden der Basiszustände |0, 𝑥⟩ und |1, 𝑥⟩ umso stärker ver-
stärken, je besser 𝑥 das Problem löst; also umso stärker, je kleiner cos(𝜑(𝑥)) ist. Die opti-
male Anzahl an Iterationen wird in Abschnitt 4.5 näher betrachtet. DasMessen des Hilfs-
qubits stellt sicher, dass die beiden Register nicht mehr verschränkt sind.Wie beim verall-
gemeinerten Grover-Algorithmus aus Kapitel 3 wird am Ende auch das zweite Register
gemessen. Der Messwert 𝑥 steht für die Eingabe 𝑥.

4.3 Zusammenhang mit binärer Amplitudenverstärkung

Wie schon in der Einleitung des Kapitels angekündigt, ist NBAA eine Erweiterung des
verallgemeinerten Grover-Algorithmus und sollte daher auch zum Lösen binärer Proble-
me genutzt werden können. In diesem Abschnitt werden die beiden Algorithmen kurz
miteinander verglichen.
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Um mit NBAA [37] binäre Probleme (siehe Kapitel 3) zu lösen, kann 𝜑(𝑥) = 𝜋𝑓(𝑥)
gewählt werden. Da für alle 𝑓(𝑥) ∈ {0, 1}

ei𝜑(𝑥) = ei𝜋𝑓(𝑥) = e−i𝜋𝑓(𝑥) = e−i𝜑(𝑥) (4.13)

gilt, folgt 𝑈𝜑 = 𝑈𝐻
𝜑 und somit auch U𝜑 = U𝐻

𝜑 . Daher muss nicht mehr zwischen geraden
und ungeraden Iterationen unterschieden werden. In Algorithmus 2 wird dies natürlich
immer noch gemacht. DieHauptunterschiede derNBAAmit einembinären Problemzum
verallgemeinerte Grover-Algorithmus aus Kapitel 3 sind somit:

1. Es wird ein nicht-binäres Orakel im Gegensatz zu einem binären Orakel verwendet.
2. Es wird ein extra Hilfsqubit |ℎ⟩ verwendet.
3. Es wird theoretisch zwischen geraden und ungeraden Iterationen unterschieden, im

binären Fall fallen diese aber zusammen.

4.4 Analyse des Algorithmus

Wir untersuchen nun das Iterationsverhalten des Algorithmus. Hierfür bezeichne |Ψ𝑘⟩
den Zustand des 2-Registersystems nach 𝑘 Iterationen. Für alle 𝑘 ∈ {1, ..,𝐾} gilt:

|Ψ𝑘⟩ = {
SΨ0

U𝜑 |Ψ𝑘−1⟩ , 𝑘 gerade,
SΨ0

U𝐻
𝜑 |Ψ𝑘−1⟩ , 𝑘 ungerade.

(4.14)

Seien ̃𝑎𝑘(0, 𝑥) und ̃𝑎𝑘(1, 𝑥) die Amplituden von |0, 𝑥⟩ beziehungsweise |1, 𝑥⟩ im überla-
gerten Zustand |Ψ𝑘⟩ . Auch bei diesen Amplituden gilt: ∑𝑥 | ̃𝑎𝑘(0, 𝑥)|2 + | ̃𝑎𝑘(1, 𝑥)|2 = 1.
Dann ist

|Ψ𝑘⟩ =
𝑁−1
∑
𝑥=0

̃𝑎𝑘(0, 𝑥) |0, 𝑥⟩ + ̃𝑎𝑘(1, 𝑥) |1, 𝑥⟩ . (4.15)

Für |Ψ0⟩ gilt:

̃𝑎0(0, 𝑥) = ̃𝑎0(1, 𝑥) =
𝑎0(𝑥)√

2
. (4.16)

Sei 𝜃 ∈ [0, 𝜋] der Winkel, so dass

cos(𝜃) ∶=
𝑁−1
∑
𝑥=0

|𝑎0(𝑥)|2 cos(𝜑(𝑥)). (4.17)

Die cos(𝜑(𝑥)) liegen im Intervall [−1, 1] und cos(𝜃) ist eine Konvexkombination dieser.
Somit liegt auch cos(𝜃) in [−1, 1]. Der Winkel 𝜃 ∈ [0, 𝜋] ist wohldefiniert, existiert und ist
eindeutig, da die Kosinusfunktion cos ∶ [0, 𝜋] → [−1, 1] bijektiv ist. Der Erwartungswert
des Ausdrucks 𝜑(𝑥), wenn 𝑥 im Startzustand |Ψ0⟩ gemessen würde, ist genau cos(𝜃).
Zusätzlich werden

|𝛼⟩ ∶= U𝜑 |Ψ0⟩ = 1√
2

𝑁−1
∑
𝑥=0

𝑎0(𝑥) [ei𝜑(𝑥) |0, 𝑥⟩ + e−i𝜑(𝑥) |1, 𝑥⟩ ] und (4.18)

|𝛽⟩ ∶= U𝐻
𝜑 |Ψ0⟩ = 1√

2

𝑁−1
∑
𝑥=0

𝑎0(𝑥) [e−i𝜑(𝑥) |0, 𝑥⟩ + ei𝜑(𝑥) |1, 𝑥⟩ ] (4.19)
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definiert. Sowohl 𝜃 als auch |𝛼⟩ und |𝛽⟩ hängen von der Funktion 𝜑 und dem Startzustand
|Ψ0⟩ ab.

Erste Iteration. Nach der ersten Iteration gilt:

|Ψ1⟩ = SΨ0
U𝜑 |Ψ0⟩ (4.20)

= SΨ0
|𝛼⟩

= (2 |Ψ0⟩ ⟨Ψ0| − 𝐼2𝑛+1) |𝛼⟩
= 2 |Ψ0⟩ ⟨Ψ0|𝛼⟩ − |𝛼⟩
= 2 ⟨Ψ0|𝛼⟩ |Ψ0⟩ − |𝛼⟩ .

Das innere Produkt ⟨Ψ0|𝛼⟩ ist reell, da

⟨Ψ0|𝛼⟩ = ( 1√
2

𝑁−1
∑
𝑥=0

𝑎0(𝑥) (⟨0, 𝑥| + ⟨1, 𝑥|)) (4.21)

⋅ ( 1√
2

𝑁−1
∑
𝑥=0

𝑎0(𝑥) [ei𝜑(𝑥) |0, 𝑥⟩ + e−i𝜑(𝑥) |1, 𝑥⟩ ])

(∗)
= 1

2

𝑁−1
∑
𝑥=0

|𝑎0(𝑥)|2[ei𝜑(𝑥)( ⟨0, 𝑥|0, 𝑥⟩⏟⏟⏟⏟⏟
=1

+ ⟨1, 𝑥|0, 𝑥⟩⏟⏟⏟⏟⏟
=0

)

+ e−i𝜑(𝑥)( ⟨0, 𝑥|1, 𝑥⟩⏟⏟⏟⏟⏟
=0

+ ⟨1, 𝑥|1, 𝑥⟩⏟⏟⏟⏟⏟
=1

)]

= 1
2

𝑁−1
∑
𝑥=0

|𝑎0(𝑥)|2[ei𝜑(𝑥) + e−i𝜑(𝑥)]

= 1
2

𝑁−1
∑
𝑥=0

|𝑎0(𝑥)|2 2 cos(𝜑(𝑥))

= cos(𝜃)

gilt und cos(𝜃) nach Voraussetzung reell ist. Die Orthogonalität der Basiszustände dazu,
dass die Summen zu einer zusammengefasst werden können. Diese Eigenschaft wird bei
(*) verwendet. Die Tatsache, dass ⟨Ψ0|𝛼⟩ reell ist, ermöglicht es, geschlossene mathema-
tische Aussagen über die Konvergenz des Algorithmus zu treffen. Das Hilfsqubit sorgt
dafür, dass ⟨Ψ0|𝛼⟩ = cos(𝜃) ∈ ℝ gilt.

Wäre ⟨Ψ0|𝛼⟩ beziehungsweise cos(𝜃) komplex und nicht reell, wäre es auch möglich,
das Suchproblem zu lösen [37, Abschnitt 6]. Dafür wäre kein Hilfsqubit mehr nötig, es
würden aber andere zusätzliche Kosten anfallen. In diesem Fall ergäbe sich ⟨Ψ0|𝛼⟩ =
cos(𝜃)ei𝛿 mit der zusätzlichen Phase 𝛿 ∈ [0, 2𝜋). Das Iterationsverhalten hinge dann zu-
sätzlich von 𝛿 ab und nicht nur von 𝜑(𝑥). Der Winkel 𝛿 müsste zusätzlich zu cos(𝜃) er-
mittelt werden und 𝜑(𝑥) müsste abhängig von 𝛿 gewählt werden. Die mathematischen
Ausdrücke wären demnach etwas komplizierter.

Wir betrachten daher nur NBAA mit einem Hilfsqubit und reellem ⟨Ψ0|𝛼⟩. Für |Ψ1⟩
ergibt sich nun:

|Ψ1⟩ = 2 cos(𝜃) |Ψ0⟩ − |𝛼⟩ . (4.22)
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Die Amplituden von |0, 𝑥⟩ beziehungsweise |1, 𝑥⟩ in der Superposition |Ψ1⟩ können wie
folgt geschrieben werden:

̃𝑎1(0, 𝑥) = ⟨0, 𝑥|Ψ1⟩ =
𝑎0(𝑥)√

2
[2 cos(𝜃) − ei𝜑(𝑥)] = ̃𝑎0(0, 𝑥)[2 cos(𝜃) − ei𝜑(𝑥)] (4.23)

̃𝑎1(1, 𝑥) = ⟨1, 𝑥|Ψ1⟩ =
𝑎0(𝑥)√

2
[2 cos(𝜃) − e−i𝜑(𝑥)] (4.24)

= ̃𝑎0(1, 𝑥)[2 cos(𝜃) − e−i𝜑(𝑥)].

Aus (4.23) und (4.24) kann die Änderungsrate der Amplituden ermittelt werden:

| ̃𝑎1(0, 𝑥)|2

| ̃𝑎0(0, 𝑥)|2
= | ̃𝑎1(1, 𝑥)|2

| ̃𝑎0(1, 𝑥)|2
= 4 cos2(𝜃) + 1 − 4 cos(𝜃) cos(𝜑(𝑥)). (4.25)

Da cos(𝜃) konstant ist, folgt somit, dass die Höhe der Änderungsrate abhängig von 𝜑(𝑥)
beziehungsweise cos(𝜑(𝑥)) ist. Das heißt, wenn cos(𝜃) positiv ist, verstärkt der Algorith-
mus genau die Amplituden der Basiszustände, für die cos(𝜑(𝑥)) < cos(𝜃) gilt. Je klei-
ner cos(𝜑(𝑥)) ist, desto stärker werden die zu 𝑥 gehörenden Amplituden verstärkt. Da
cos(𝜑(𝑥)) strengmonoton fallend auf [0, 𝜋] ist – also bei𝜑(𝑥) = 𝜋 dasMinimum annimmt,
werden die Amplituden je stärker verstärkt, desto besser die zugehörige Eingabe 𝑥 das
nicht-binäre Suchproblem (Abschnitt 4.1) löst. Im weiteren Verlauf wird vorausgesetzt,
dass cos(𝜃) positiv ist.

𝐾-te Iteration. Führenwir denAlgorithmusweiter aus, erhaltenwir nach𝐾 Iterationen
den Zustand

|Ψ𝐾⟩ =
⎧{
⎨{⎩

1√
2 sin(𝜃) [sin((𝐾 + 1)𝜃) |Ψ0⟩ − sin(𝐾𝜃)e−i𝜑(𝑥) |𝛼⟩ ], 𝐾 ungerade,
1√

2 sin(𝜃) [sin((𝐾 + 1)𝜃) |Ψ0⟩ − sin(𝐾𝜃)e−i𝜑(𝑥) |𝛽⟩ ], 𝐾 gerade.

(4.26)

und es ergibt sich für die Amplituden |0, 𝑥⟩ beziehungsweise |1, 𝑥⟩ mit 𝑏 ∈ {0, 1}:

̃𝑎𝐾(𝑏, 𝑥) =
⎧{
⎨{⎩

𝑎0(𝑥)√
2 sin(𝜃) [sin((𝐾 + 1)𝜃) − sin(𝐾𝜃)e−i𝜑(𝑥)], 𝐾 + 𝑏 gerade,
𝑎0(𝑥)√
2 sin(𝜃) [sin((𝐾 + 1)𝜃) − sin(𝐾𝜃)ei𝜑(𝑥)], 𝐾 + 𝑏 ungerade.

(4.27)

Das Alternieren des 2-Register-Orakels mit dem Inversen des 2-Register-Orakels sorgt
genaudafür, dass der Zustanddes Systems immer imvon |Ψ0⟩, |𝛼⟩und |𝛽⟩ aufgespannten
Unterraum bleibt. Eine detaillierte Herleitung des Zustands |Ψ𝐾⟩ und der dazugehörigen
Amplituden ist in [37] zu finden.

Nachdem𝐾-mal iteriertwurde, ist der nächste Schritt imAlgorithmus, dasHilfsqubit
zumessen. Dieswird gemacht, um sicherzustellen, dass die zwei Register |ℎ⟩und |𝑥⟩ nicht
verschränkt sind. Für alle 𝑥 ∈ {0, ..., 𝑁 − 1} gilt:

| ̃𝑎𝐾(0, 𝑥)| = | ̃𝑎𝐾(1, 𝑥)|. (4.28)
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Abbildung 4.4: Der Verstärkungsfaktor 𝜆𝐾 aus (4.31) in Abhängigkeit von 𝐾, übernommen aus [37]. Der Ver-
stärkungsfaktor 𝜆𝐾 ist eine oszillierende Funktion, die um cos(𝜃)/ sin2(𝜃) zentriert ist. Außerdem ist 𝜆𝐾 𝜋/𝜃-
periodisch und hat eine Amplitude von 1/ sin2(𝜃).

Folglich werden beim Hilfsqubit „0” und „1” mit gleicher Wahrscheinlichkeit gemessen.
Da die Basiszustände des zweiten Registers die Eingaben des Optimierungsproblems be-
schreiben, sind die Messwerte des Hilfsqubits nicht interessant für das Lösen des Pro-
blems, zumal diese die Amplituden der Basiszustände des zweiten Registers nicht beein-
flussen.

Betrachten wir nun den Zustand nach der Messung. Sei |Ψ𝐾,𝑏⟩ der normalisierte Zu-
stand des zweiten Registers nach der Messung des Hilfsqubits |ℎ⟩, bei der 𝑏 ∈ {0, 1}
erhalten wurde. Es gilt

|Ψ𝐾,𝑏⟩ =
𝑁−1
∑
𝑥=0

𝑎𝐾,𝑏(𝑥) |𝑥⟩ , (4.29)

wobei 𝑎𝐾,𝑏(𝑥) =
√
2 ̃𝑎𝐾(𝑏, 𝑥) die normalisierte Amplitude des Basiszustands |𝑥⟩ des zwei-

ten Registers nach𝐾 Iterationen und Messen des Hilfsqubits ist.
Sei 𝑝𝐾(𝑥) die Wahrscheinlichkeit, nach 𝐾 Iterationen bei einer Messung auf dem

zweiten Register den Wert 𝑥 zu erhalten. Für diese folgt dann aus (4.28):

𝑝𝐾(𝑥) = [| ̃𝑎𝐾(0, 𝑥)|2 + | ̃𝑎𝐾(1, 𝑥)|2] = |𝑎𝐾,0(𝑥)|2 = |𝑎𝐾,1(𝑥)|2. (4.30)

Es macht für den Ausgang der Messung des zweiten Registers folglich keinen Unter-
schied, ob das Hilfsqubit gemessen wurde und was das Ergebnis der Messung war. Mit
(4.27) gilt für 𝑝𝐾(𝑥):

𝑝𝐾(𝑥) = 𝑝0(𝑥)(1 − 𝜆𝐾(cos(𝜑(𝑥)) − cos(𝜃))),

wobei

𝜆𝐾 = 2 sin(𝐾𝜃) sin((𝐾 + 1)
sin2(𝜃)

= cos(𝜃) − cos((2𝐾 + 1)𝜃)
sin2(𝜃)

. (4.31)
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4 Nicht-binäre Amplitudenverstärkung

Somit ist 𝑝𝐾(𝑥)/𝑝0(𝑥) affin in cos(𝜑(𝑥)) für alle 𝐾 ≥ 0. In Abbildung 4.4 wird der
Parameter 𝜆𝐾 grafisch dargestellt. Betrachtet man 𝜆𝐾 als Funktion mit 𝐾 als Parameter,
erhält man, dass 𝜆𝐾 eine oszillierende Funktion ist, die um cos(𝜃)/ sin2(𝜃) zentriert ist.
Außerdem ist 𝜆𝐾 𝜋/𝜃-periodisch und hat eine Amplitude von 1/ sin2(𝜃).

Insgesamt folgt:

1. 𝐾-mal Iterieren ändert dieWahrscheinlichkeit, einen Zustand 𝑥 zumessen, um einen
affinen Faktor, der von cos(𝜑(𝑥)) abhängt.

2. Wenn cos(𝜑(𝑥)) = cos(𝜃) für ein 𝑥 gilt, verändert sich die Wahrscheinlichkeit, im
Laufe einer Iteration 𝑥 zu messen, nicht.

3. Wenn 𝜆𝐾 positiv ist, werden die Zustände 𝑥mit cos(𝜑(𝑥)) < cos(𝜃) verstärkt.
4. Wenn 𝜆𝐾 negativ ist, werden die Zustände 𝑥mit cos(𝜑(𝑥)) > cos(𝜃) verstärkt.
5. Die Geschwindigkeit der Verstärkung ist abhängig von der Größe von 𝜆𝐾.

Für den Erfolg des Algorithmus ist also ein positives 𝜆𝐾 notwendig. Dadurch wird die
Amplitude eines Basiszustands |𝑥⟩ umso schneller verstärkt, je kleiner cos(𝜑(𝑥)) – und
damit aufgrund der Einschränkung (4.1) je größer 𝜑(𝑥) – ist.

4.5 Optimale Anzahl der Iterationen

Den Parameter 𝜆𝑘 können wir auch zum Ermitteln der optimalen Anzahl an Iterationen
verwenden. Aus (4.31) ist ersichtlich, dass 𝜆𝐾 positiv ist für 𝐾 = 0, 1, 2, 3… mit 𝜃 ≤
(2𝐾 + 1)𝜃 ≤ 𝜋 + 𝜃 beziehungsweise

0 ≤ 𝐾 ≤ ⌊ 𝜋
2𝜃

⌋. (4.32)

Daraus ergibt sich die optimale Anzahl an Iterationen

�̃� = ⌊ 𝜋
2𝜃

⌋. (4.33)

Mit dieser Strategie werden die Iterationen demnach, unmittelbar bevor 𝜆𝐾 nicht mehr
positiv ist, gestoppt. Interessant ist, dass die optimale Anzahl der Iterationen �̃� nicht
von der Größe des Suchraumes, sondern nur von 𝜃 abhängt. Mit dieser Wahl der Anzahl
der Iterationen funktioniert die gewünschte Amplitudenverstärkung genau dann, wenn
0 < cos(𝜃) < 1. Der Algorithmus kann also nur für Funktionen 𝜑 mit dem Startzustand
|Ψ0⟩mit positiven cos(𝜃) benutztwerden. In der Regelwird cos(𝜃) vor demAusführendes
Algorithmus ermittelt. Ist cos(𝜃) nicht positiv, muss die Funktion 𝜑 oder der Startzustand
|Ψ0⟩ entsprechend angepasst werden.

Zusammenfassung

NBAA ist ein Algorithmus, der nicht-binäre Suchprobleme löst. Es müssen aber eine zu
maximierende Funktion 𝜑 ∶ {0, ..., 𝑁 − 1} → [0, 𝜋] und die Möglichkeit, ein Orakel 𝑈𝜑
als Quantenschaltkreis zu implementieren, gegeben sein. Außerdem muss der Startzu-
stand des Algorithmus |Ψ0⟩ so gewählt sein, dass cos(𝜃) positiv ist. Wie wir NBAA nun
benutzen können, um das Ising-Problem zu lösen, betrachten wir im nächsten Kapitel.
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5
NBAA zum Lösen des Ising-Problems

Wir wollen nun das Ising-Problem mit NBAA (Algorithmus 2) lösen. Dafür müssen wir
einige Anpassungen amAlgorithmus vornehmen. Zuerst stellen wir in Abschnitt 5.1 vor,
wie wir 𝜑(𝑥)wählen und wie das Orakel effizient implementiert werden kann. Anschlie-
ßend legen wir in Abschnitt 5.2 den Startzustand fest. In Abschnitt 5.4 untersuchen wir,
welche Skalierung der Zielfunktion 𝜑(𝑥) die besten Ergebnisse liefert.

5.1 Implementierung des Orakels

Um NBAA verwenden zu können, muss eine zu maximierende Funktion 𝜑(𝑥) und eine
effiziente Implementierung des Orakels 𝑈𝜑 gegeben sein. Im Folgenden wird zunächst
die Zielfunktion 𝜑(𝑥) betrachtet und anschließend eine mögliche Implementierung von
𝑈𝜑 vorgestellt.

Skalierung der Zielfunktion

Da bei NBAA das Maximum der Funktion 𝜑(𝑥) gesucht wird und 𝜑(𝑥) auf das Intervall
[0, 𝜋] beschränkt ist, muss das Ising-Problem umgewandelt werden.

Das klassische Ising-Problem lässt sich in die Form

argmin
𝑥∈{0,1}𝑛

𝜖(𝑥) (5.1)

mit

𝜖(𝑥) ∶=
𝑛
∑
𝑖=1

𝐶𝑖𝑖(−1)𝑥𝑖 + ∑
1≤𝑖<𝑗≤𝑛

𝐶𝑖𝑗(−1)𝑥𝑖+𝑥𝑗 . (5.2)

umformen. Hierbei ist 𝑥 ∈ {0, 1}𝑛 = {0, ..., 𝑁 − 1} und die Kostenmatrix 𝐶 ∈ ℝ𝑛×𝑛 ist
gegeben. Im weiteren Verlauf kürzen wir 𝜖(𝑥) mit 𝜖𝑥 ab. Um das Minimierungsproblem
in ein Maximierungsproblem zu überführen, genügt es, die Kosten 𝜖𝑥 zu negieren. Um
NBAA benutzen zu können, müssen weiterhin die Werte von 𝜖𝑥 auf das Intervall [0, 𝜋]
beschränkt werden: Der Wert

𝐷 ∶=
𝑛
∑
𝑖=1

|𝐶𝑖𝑖| + ∑
1≤𝑖<𝑗≤𝑛

|𝐶𝑖𝑗|. (5.3)
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5 NBAA zum Lösen des Ising-Problems

liefert zunächst eine obere Schranke für den Betrag der Kosten 𝜖𝑥. Mittels

̃𝜖𝑥 = −𝑑1𝜖𝑥 + 𝑑2 (5.4)

mit

𝑑1 ∶= (𝑏 − 𝑎)
2𝐷

und 𝑑2 ∶= 𝑎 + 𝑏
2

(5.5)

können somit die Kosten auf ein gewähltes Intervall [𝑎, 𝑏] ⊆ [0, 𝜋] skaliert werden. Den
Parameter 𝜑(𝑥) setzen wir gleich ̃𝜖𝑥. Ist 𝑥∗ die gesuchte Lösung des Suchproblems, dann
ist ̃𝜖𝑥∗ das Maximum. Da NBAA Maximierer von 𝜑(𝑥) sucht, verstärkt der Algorithmus
genau die Amplitude des Zustands der Lösungen des Ising-Problems am stärksten. Für
welches Intervall [𝑎, 𝑏] der NBAA besonders gute Ergebnisse liefert, wird in Abschnitt 5.4
untersucht.

Schaltkreis zum Orakel

Eine wichtige Voraussetzung für die Effizienz von NBAA ist eine effiziente Implementie-
rung des Orakels. Zur Implementierung des Orakels für das Ising Problem verwenden
wir den von Kuete Meli et al. vorgestellten Schaltkreis [28]. Dieser ermöglicht es, mittels
Rotationen die Phasen 𝜑(𝑥) der Basiszustände in den Amplituden zu kodieren. Hierfür
wird ein zusätzliches Cost-Qubit |𝑐⟩ eingeführt. Das System wird demnach um ein Qubit
erweitert:

|ℎ, 𝑥, 𝑐⟩ ∈ ℂ ⊗ ℂ⊗𝑛 ⊗ℂ. (5.6)

Zur Implementierung des Orakels nutzen wir aus, dass die Phasen e±i𝜃 genau die Eigen-
werte der Drehmatrix

𝑅𝑦(2𝜃) = (cos(𝜃) − sin(𝜃)
sin(𝜃) cos(𝜃) ) (5.7)

zu den Eigenvektoren |+i⟩ = 1√
2(1,−i)⊤ und |−i⟩ = 1√

2(1, i)
⊤ sind. Modifizieren wir nun

das 1-Register-Orakel 𝑈𝜑 aus (3.3) zu der Blockstruktur

̃𝑈𝜑 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑅𝑦(2𝜑(0)) 0 ... 0
0 ... ... ...
... ... ... 0
0 ... 0 𝑅𝑦(2𝜑(𝑁 − 1))

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

, (5.8)

so gilt

̃𝑈𝜑(|𝑥⟩ ⊗ |+i⟩) = ei𝜑(𝑥)(|𝑥⟩ ⊗ |+i⟩). (5.9)

Das neue 1-Register-Orakel ̃𝑈𝜑 ist eine lineare Abbildung vonℂ2𝑛+1 nachℂ2𝑛+1 . Das Cost-
Qubit wird mit einer Hintereinanderausführung von 𝐻, 𝑆 und 𝑍 in den Zustand |+i⟩
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5 NBAA zum Lösen des Ising-Problems

|⋅⟩𝑥

|⋅⟩𝑐 𝑅𝑦 𝑅𝑦 𝑅𝑦

...

𝑅𝑦

Abbildung 5.1: Die Implementierung des 1-Register-Orakels, angelehnt an Kuete Meli et al. [28], ist eine Hinterein-
anderausführung von „CNOT”-Gattern und 𝑅𝑦-Gattern.

initialisiert, wobei die Matrizen 𝑍, 𝑆 und 𝐻 wie in Tabelle 2.3 definiert sind. Es gilt

𝑍𝑆𝐻 |0⟩ = (1 0
0 −1)(1 0

0 𝑖)
1√
2
(1 1
1 −1) |0⟩ (5.10)

= 1√
2
(|0⟩ − i |1⟩)

= |+i⟩ .

Trotz des zusätzlichen Qubits behalten wir die Bezeichnung 1-Register- und 2-Register-
Orakel bei. Für ein beliebiges 𝑥 ∈ {0, 1, ..., 𝑁 −1} soll das Cost-Qubit nun um denWinkel
̃𝜖𝑥 gedreht werden. Dies wird wie folgt implementiert:

𝑅𝑦(2𝜑(𝑥)) = 𝑅𝑦(2 ̃𝜖𝑥) (5.11)

= 𝑅𝑦(− 2𝑑1𝜖𝑥 + 2𝑑2)

=
𝑛
∏
𝑖=1

𝑋𝑥𝑖𝑅𝑦(− 2𝑑1𝐶𝑖𝑖)𝑋𝑥𝑖 ⋅

∏
1≤𝑖<𝑗≤𝑛

𝑋𝑥𝑖+𝑥𝑗𝑅𝑦(− 2𝑑1𝐶𝑖𝑗)𝑋𝑥𝑖+𝑥𝑗 ⋅ 𝑅𝑦(2𝑑2).

Hierbei nutzen wir aus, dass eine Rotation um eine Summe ein Produkt von Rotationen
ist. Mehr Details hierzu sind im Anhang A.1 zu finden. Diese Implementierung des Ora-
kels ist angelehnt an die von Kuete Meli et al. [28], bei der die Kodierung des Problems
abweicht, und hat den Vorteil, dass für diese wenige Gatter benötigt werden. Zusätzlich
kann cos(𝜃) einfacher geschätzt werden. Auf Letzteres wird in Abschnitt 5.3 näher ein-
gegangen. Der Schaltkreis des modifizierten Orakels ist in Abbildung 5.1 schematisch
dargestellt.
2-Register-Orakel. Das 2-Register-Orakel ist wie in Kapitel 4 als

Ũ𝜑 ∶= |0⟩ ⟨0| ⊗ ̃𝑈𝜑 + |1⟩ ⟨1| ⊗ ̃𝑈𝜑 (5.12)

= (
̃𝑈𝜑 0
0 ̃𝑈𝐻

𝜑
)

definiert.
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5 NBAA zum Lösen des Ising-Problems

Komplexität des Orakels

Nachdem wir eine Implementierung des 1-Register-Orakels vorgestellt haben, untersu-
chenwir die Effizienz beziehungsweiseKomplexität dieser. Der Schaltkreis des 1-Register-
Orakels besteht aus maximal 𝑛(𝑛 + 1) kontrollierten „NOT”-Gattern und 𝑛(𝑛 + 1)/2 + 1
Rotationen. Somit liegt die Gatteranzahl der Implementierung des 1-Register-Orakels in
𝒪(𝑛2) = 𝒪(log(𝑁)2) und der 2-Register-Orakel-Aufruf dann ebenfalls in 𝒪(log(𝑁)2).

Wir haben nun eine Funktion 𝜑 für das Ising-Modell entwickelt und eine effiziente
Implementierung des Orakels gefunden, für die wir aber ein zusätzliches Qubit hinzufü-
gen mussten. Im nächsten Abschnitt legen wir den Startzustand fest.

5.2 Wahl des Startzustands

Für das Lösen des Ising-Problems haben wir in der Regel kein Vorwissen. Daher wählen
wir als Initialisierung des 𝑥-Registers 𝐴0 = 𝐻⊗𝑛. Diese Initialisierung wurde auch von
Shyamsundar et al. in ihrem Beispiel gewählt [37]. Somit ergibt sich als Startzustand des
𝑥-Registers |Ψ0⟩ der perfekt überlagerte Zustand

|Ψ0⟩ = 𝐴0 |0⟩
⊗𝑛 = 𝐻⊗𝑛 |0⟩⊗𝑛 =

𝑁−1
∑
𝑥=0

1√
𝑁

|𝑥⟩ = 1√
𝑁

𝑁−1
∑
𝑥=0

|𝑥⟩ (5.13)

und als Startzustand des 2-Registersystems

|Ψ0⟩ = [𝐻 ⊗ 𝐴0] |0, 0⟩ =
|0,Ψ0⟩ + |1,Ψ0⟩√

2
(5.14)

= 1√
2𝑁

𝑁−1
∑
𝑥=0

(|0, 𝑥⟩ + |1, 𝑥⟩).

Da wir ein Qubit bei der Implementierung des Orakels hinzugefügt haben, müssen
auch die anderen Transformationen des Algorithmus angepasst werden. Hierfür erwei-
tern wir 𝐴0 zu ̃𝐴0:

̃𝐴0 ∶= 𝐻⊗𝑛 ⊗ (𝑍𝑆𝐻). (5.15)

Das Inverse von ̃𝐴0 ist

̃𝐴−1
0 = 𝐻⊗𝑛 ⊗ (𝐻𝑆𝐻𝑍). (5.16)

Als Startzustand mit dem Cost-Qubit ergibt sich dann

|Ψ̃0⟩ = (𝐻 ⊗ ̃𝐴0) |0⟩
⊗(𝑛+2) (5.17)

= 1√
2𝑁

𝑁−1
∑
𝑥=0

(|0, 𝑥,+i⟩ + |1, 𝑥,+i⟩).

Diffusion. Der Operator ̃𝐴0 wird auch für die erweiterte Diffusion verwendet:

𝑆Ψ̃0
∶= 𝐻 ⊗ ̃𝐴0(2 |0, 0, 0⟩ ⟨0, 0, 0| − 𝐼2𝑛+2)𝐻 ⊗ ̃𝐴−1

0 (5.18)

= 2|Ψ̃0⟩⟨Ψ̃0| − 𝐼2𝑛+2 .
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𝑛

|⋅⟩ℎ 𝐻 𝐻

|⋅⟩𝑥 𝐻⊗𝑛

𝑈𝜃
𝜑

|⋅⟩𝑐

Abbildung 5.2: Schaltkreis zum Schätzen von cos(𝜃). Das Hilfsqubit |ℎ⟩wird im Zustand |0⟩, das 𝑛-Qubit-Register
wird mit 𝐻⊗𝑛 in den perfekt überlagerten Zustand und das Cost-Qubit |𝑐⟩ in den Zustand |0⟩ initialisiert. An-
schließend wird auf |ℎ⟩ erst ein Hadamard-Gatter, dann das veränderte Orakel𝑈𝜃

𝜑 von |ℎ⟩ kontrolliert auf |𝑥⟩ und
|𝑐⟩ und dann noch ein Hadamard-Gatter auf |ℎ⟩ angewendet. Am Ende wird |ℎ⟩ in der Rechenbasis gemessen.

Somit sind alle Operationen, die wir für NBAA brauchen, definiert. Für den Algorith-
mus müssen wir nun noch die Anzahl der Iterationen festlegen. Um die optimale Anzahl
an Iterationen zu berechnen, muss cos(𝜃) beziehungsweise 𝜃 ermittelt werden (siehe Ab-
schnitt 4.5). Die exakte Berechnung von cos(𝜃) ist aufwendig und dabei muss jedes En-
ergieniveau des Ising-Modells berechnet werden. Dabei würde das Ising-Problem schon
gelöst werden. Eine Schätzung von cos(𝜃) kannmithilfe des in Abschnitt 5.1 eingeführten
Orakels ̃𝑈𝜑 durchgeführt werden.

5.3 Approximieren von cos(𝜃)

Einer derVorteile der Implementierungdes 1-Register-Orakels als Rotation ist, dass cos(𝜃)
mit wenig Rechenaufwand geschätzt werden kann. Um cos(𝜃) zu approximieren, wird
̃𝑈𝜑 so modifiziert, dass der Operator hermitesch ist. Hierfür müssen die Drehmatrizen

𝑅𝑦(2𝜑(𝑥)) zu

𝑅𝜃
𝑦(2𝜑(𝑥)) = (cos(𝜑(𝑥)) sin(𝜑(𝑥))

sin(𝜑(𝑥)) − cos(𝜑(𝑥))) (5.19)

modifiziert werden. Das für die Schätzung von cos(𝜃) angepasste 1-Register-Orakel ist
dann

𝑈𝜃
𝜑 =

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑅𝜃
𝑦(2𝜑(0)) 0 ... 0

0 ... ... ...
... ... ... 0
0 ... 0 𝑅𝜃

𝑦(2𝜑(𝑁 − 1))

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

. (5.20)

𝑈𝜃
𝜑 ist wie ̃𝑈𝜑 in ℂ2𝑛+1×2𝑛+1 und wird ähnlich implementiert. Der einzige Unterschied ist,

dass nach der Initialisierung des Cost-Qubits |𝑐⟩ ein 𝑍-Gatter auf |𝑐⟩ angewendet wird.
Dann gilt:

̃𝑈𝜑(𝐼⊗𝑛
2 ⊗ 𝑍) = 𝑈𝜃

𝜑. (5.21)

Analog zum Suchalgorithmus werden drei Register initialisiert:
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5 NBAA zum Lösen des Ising-Problems

– Ein Hilfsqubit |ℎ⟩, das im Zustand |0⟩ ist.
– Ein 𝑛-Qubit-Regster, das mit 𝐻⊗𝑛 in den perfekt überlagerten Zustand initialisiert
wird.

– Ein Cost-Qubit |𝑐⟩ , das im Zustand |0⟩ bleibt.

Wird nun der in Abbildung 5.2 dargestellte Schaltkreis ausgeführt und anschließend |ℎ⟩
in der Rechenbasis gemessen, kann cos(𝜃) folgendermaßen approximiert werden:

cos(𝜃) = 𝑝(0) − 𝑝(1). (5.22)

Dabei ist 𝑝(0) die durch mehrfachesMessen empirisch ermittelteWahrscheinlichkeit, „0”
zu messen, und 𝑝(1) die Wahrscheinlichkeit, „1” zu messen. Das Ermitteln dieser Wahr-
scheinlichkeitenwurde imKapitel 2 detailliert behandelt. Ein detaillierter Beweis der Ap-
proximation ist im Anhang A.2 zu finden.

Da wir beim Ausführen des Schaltkreises der Schätzung nur die Initialisierung, zwei
Hadamard-Gatter und einen 1-Register-Orakel-Aufruf durchführen müssen, hat dieses
eineKomplexität von𝒪(𝑙𝑜𝑔(𝑁)2) bezüglich derGatteranzahl. Allerdingsmuss der Schalt-
kreis mehrfach ausgeführt werden, um aus den Messdaten cos(𝜃) zu approximieren.

Eine Alternative, um cos(𝜃) zu schätzen, wäre den Quantenphasenschätzungsalgo-
rithmus [25, 35] auszuführen. Dies wurde von Shyamsundar et al. [37, Kapitel 4] vorge-
schlagen. Dabei wird ein angepasstes Orakel als Operator für die Phasenschätzung sowie
eine Kombination des Startzustands (4.5) und des Zustands |𝛼⟩ aus (4.18) als Eigenvek-
tor benutzt. Die Phasenschätzung benötigt zusätzliche Kontrollgatter und Hilfsqubits.
Solange die gesuchte Phase nicht in der Binärbasis darstellbar ist, muss auch bei dieser
Methodemehrfach gemessen werden. Die Genauigkeit der Schätzung hängt hier von der
Anzahl der hinzugefügten Hilfsqubits ab [37, Abbildung 10]. Dies beeinflusst wiederum
die Anzahl der Gatter. Durch das Hinzufügen von Qubits kann cos(𝜃) mit der Quan-
tenphasenschätzung beliebig genau approximiert werden. Der Schaltkreis wird aber mit
jedem hinzugefügten Qubit komplexer.

Das Approximieren von cos(𝜃) ist demnach ein Abwägen von Ressourcen und Ge-
nauigkeit. Wir haben uns in dieser Arbeit für die Methode mit 𝑈𝜃

𝜑 entschieden; insbeson-
dere auchweil diese mit wenigen zusätzlichen Schritten zuNBAA implementiert werden
kann. Durch unsere Wahl der Implementierung des 1-Register-Orakels erhalten wir also
eine effiziente Methode, cos(𝜃) zu schätzen. Aus cos(𝜃) lässt sich anschließend die opti-
male Anzahl an Iterationen schätzen (siehe Abschnitt 4.5).

5.4 Numerische Experimente

In Abschnitt 5.1 haben wir untersucht, wie wir 𝜑(𝑥) auf ein Intervall [𝑎, 𝑏] ⊆ [0, 𝜋] be-
schränken. Jetzt soll untersucht werden, auf welchem Intervall NBAA das Ising-Problem
am besten löst.

Wirwählen 𝑎 = 0und betrachten 𝑏 ∈ {𝑘
8𝜋|𝑘 = 1, ..., 8}. Für jedes 𝑏wird der Parameter

̃𝜖𝑥 wie in (5.4) auf das Intervall [0, 𝑏] beschränkt und NBAA mit 𝜑(𝑥) = ̃𝜖𝑥 ausgeführt.
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5 NBAA zum Lösen des Ising-Problems

Metriken

ZumVergleichen der Effektivität des Algorithmusmit den verschiedenen Intervallen ver-
wenden wir zwei Metriken: das approximation ratio und die geschätzte Wahrscheinlichkeit,
den Zustand des Minimums zu messen.

Sei |𝑥∗⟩ ein zu einer der gesuchten Lösungen 𝑥∗ gehörender Basiszustand. Sei 𝜖𝑥 wie
in (5.2) definiert.Wir führen die Parameter 𝜖𝑚𝑖𝑛 und 𝜖𝑚𝑎𝑥 alsMinimumbeziehungsweise
Maximum aller Energiezustände 𝜖𝑥 ein. Weiterhin sei

𝑝(𝑚 = 𝑥) = Anzahl der Messungen von „x”
Anzahl aller Messungen (5.23)

die empirisch bestimmteWahrscheinlichkeit, nach Anwenden des Algorithmus 2 mit der
jeweiligen oberen Intervallgrenze 𝑏 denWert 𝑥 ∈ {0, ..., 𝑁−1} zumessen (vgl. Kapitel 2).
Die Metriken sind folgendermaßen definiert:

– Das approximation ratio 𝑟 ist

𝑟 ∶= 𝜖𝑚𝑎𝑥 − 𝔼(𝜖𝑥)
𝜖𝑚𝑎𝑥 − 𝜖𝑚𝑖𝑛

(5.24)

mit

𝔼(𝜖𝑥) ∶=
𝑁−1
∑
𝑥=0

𝑝(𝑚 = 𝑥)𝜖𝑥 (5.25)

als Erwartungswert der Energiezustände über 𝑥. Das approximation ratio liegt zwi-
schen 0 und 1. Wird nur 𝑥∗ gemessen, ist 𝑟 = 1. Je größer r ist, umso effektiver ist der
Algorithmus.

– Sei 𝑝Lsg die Wahrscheinlichkeit, den Zustand des Minimierers zu messen. Es gilt also

𝑝Lsg = ∑
𝑥∗ ist Lösung

𝑝(𝑚 = 𝑥∗). (5.26)

Die Wahrscheinlichkeit 𝑝Lsg liegt ebenfalls zwischen 0 und 1. Bei NBAA kann nicht
garantiert werden, dass nur der Minimierer gemessen wird. Daher gilt, je größer 𝑝Lsg
ist, desto effektiver ist der Algorithmus, da dann die Lösungmit einer höherenWahr-
scheinlichkeit gefunden wird.

Rechnerumgebung und Datenerhebung

Für jede Wahl der oberen Intervallgrenze 𝑏wurde das Experiment für dieselben, zufällig
erzeugten 40 Matrizen 𝐶 durchgeführt. Für das zufällige Erzeugen der Ising-Probleme
wurde die Implementierung aus [28] übernommen. Die Matrizen wurden mit Graphen
erzeugt, indem die Kanten und Kantengewichte des Graphen in eine Matrix überführt
wurden. Genau diese Matrix ist dann die Matrix 𝐶, die das spezifische Ising-Problem
definiert. Die zufälligen Graphen in den Experimenten wurden mit dem Python-Paket
NetworkX [20] erzeugt. Alle Knoten wurden paarweise durch eine Kante verbunden.
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5 NBAA zum Lösen des Ising-Problems

Ob ein Knoten ein Knotengewicht hat, wurde binomialverteilt mit 𝑝 = 0.5 entschieden.
Die Kantengewichte 𝐶𝑖𝑗 beziehungsweise Knotengewichte 𝐶𝑖𝑖 wurden alle zufällig und
gleichverteilt im Bereich [−10, 10] gewählt. Die Experimente wurden in Python 3.9 im-
plementiert und wurden mit der QisKit-Bibliothek und dem IBM-QSAM-Simulator [10]
simuliert.

Zum Vergleichen des Algorithmus mit den verschiedenen Intervallen [0, 𝑏] wurden
die entsprechenden Werte über die 40 zufällig erzeugten Ising-Probleme gemittelt.

Ergebnisse

In Abbildung 5.3 werden für die verschiedenen Intervalle [0, 𝑏] das approximation ratio
und die geschätzte Wahrscheinlichkeit, den Zustand der Lösung zu messen, dargestellt.
Um den Einfluss von 𝜃 hervorzuheben, werden zusätzlich auch cos(𝜃) und die optimale
Anzahl an Iterationen verglichen.

Wir können Folgendes beobachten:

– Je größer 𝑏 ist, desto kleiner ist cos(𝜃). Insbesondere ist cos(𝜃) bei 𝑏 = 𝜋 nicht immer
positiv.

– Je kleiner 𝑏 ist, desto häufiger muss iteriert werden.
– Das approximation ratio ist bei 𝑏 = 1

4𝜋 und 𝑏 = 1
2𝜋 für 𝑛 = 3 maximal und nimmt

einen Wert von ungefähr 0.9 an. Steigt die Problemgröße, nimmt das approximation
ratio für 𝑏 ∈ {1

8𝜋,
1
4𝜋,

3
8𝜋,

1
2𝜋,

5
8𝜋,

3
4𝜋} ab. Bei 𝑏 ∈ {7

8𝜋, 𝜋} bleibt das approximation
ratio bei 0.6. Allgemein ist das approximation ratio bei 𝑏 = 1

4𝜋 und 𝑏 = 1
2𝜋 höher als

bei den anderen.
– Die Wahrscheinlichkeit 𝑝Lsg nimmt bei wachsender Problemgröße exponentiell ab
und ist bei 𝑏 = 1

4𝜋 und 𝑏 = 1
2𝜋 höher als bei den anderen Intervallen.

Es eignet sich beinahe jedes Intervall zumLösen des Ising-Problems. Nur bei [𝑎, 𝑏] = [0, 𝜋]
ist cos(𝜃) nicht immer positiv, was in Kapitel 4 gefordert wurde. Dadurch kannNBAA für
dieses Intervall nicht für jedes Ising-Problem verwendet werden.

Am besten schneiden 𝑏 = 1
2𝜋 und 𝑏 = 1

4𝜋 ab, da bei diesen das approximation ratio
gut ist, nur eine bis drei Iterationen gebraucht werden und die Wahrscheinlichkeit, die
Lösung zu messen, im Vergleich zu den anderen Intervallen hoch ist.

Es ist aber auffällig, dass das approximation ratio im Vergleich zu den von Kuete
Meli et al. [28] (approximation ratio ≥ 0.9 nach 10 Iterationen) und von Goemans und
Williamson [14] (approximation ratio ≈ 0.868) vorgestellten Algorithmen nicht besser
ist. Dies versuchen wir nun noch zu verbessern, indem wir NBAA anpassen, so dass die
Grover-Phase-Matching-Bedingung erfüllt wird.
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5 NBAA zum Lösen des Ising-Problems

(a) Der durchschnittlicheWert von cos(𝜃) in Abhängigkeit derMa-
trixdimension 𝑛 der Kostenmatrix. Es wird NBAA mit verschiede-
nen Intervallen [0, 𝑏], auf die 𝜑(𝑥) beschränkt ist, verglichen.

(b)Die durchschnittliche optimaleAnzahl an Iterationen inAbhän-
gigkeit der Matrixdimension 𝑛 der Kostenmatrix für die verschie-
denen Intervalle [0, 𝑏].

(c) Das durchschnittliche approximation ratio 𝑟 in Abhängigkeit
der Matrixdimension𝑛 der Kostenmatrix für die verschiedenen In-
tervalle [0, 𝑏].

(d) Die durchschnittliche Wahrscheinlichkeit 𝑝Lsg in Abhängigkeit
der Matrixdimension𝑛 der Kostenmatrix für die verschiedenen In-
tervalle [0, 𝑏].

Abbildung 5.3: Für die verschiedenen Intervalle [0, 𝑏], auf die 𝜑(𝑥) beschränkt ist, wird cos(𝜃), die optimale An-
zahl an Iterationen, das approximation ratio und die geschätzteWahrscheinlichkeit, den Zustand desMinimums zu
messen, in Abhängigkeit von der Matrixdimension 𝑛 der Kostenmatrix des Ising-Problems untersucht. Die durch-
schnittlichen Werte werden aus den Werten von 40 zufällig erzeugten Ising-Problemen berechnet. Bei (a) fällt auf:
Je größer 𝑏 ist, desto kleiner ist cos(𝜃). Insbesondere ist cos(𝜃) bei 𝑏 = 𝜋 nicht immer positiv. In (b) sieht man:
Je kleiner 𝑏 ist, desto häufiger muss iteriert werden. In (c) wird das approximation ratio verglichen. Dieses ist bei
𝑏 = 1

4𝜋 und 𝑏 = 1
2𝜋 für 𝑛 = 3 maximal und nimmt ungefähr 0.9 an. Das approximation ratio nimmt bei steigen-

dem 𝑛 ab und beträgt bei 𝑛 = 10 für jedes 𝑏 ungefähr 0.6. Die in (d) betrachtete Wahrscheinlichkeit 𝑝Lsg nimmt bei
wachsender Problemgröße exponentiell ab und ist bei 𝑏 = 1

4𝜋 und 𝑏 = 1
2𝜋 höher als bei den anderen. Insgesamt

liefern 𝑏 = 1
4𝜋 und 𝑏 = 1

2𝜋 die besten Ergebnisse. Es ist aber auffällig, dass das approximation ratio noch nicht mit
bereits bestehenden Algorithmen [28, 14] mithalten kann. Ein Verbesserungsvorschlag ist, NBAA anzupassen, so
dass auch die Grover-Phase-Matching-Bedingung erfüllt wird (siehe Kapitel 6).
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6
Nicht-binäre Amplitudenverstärkung mit
Phasenkorrektur

Die Ergebnisse bezüglich der Grover-Phase-Matching-Bedingung aus Abschnitt 3.5 legen
nahe, dass die Phase der Diffusion 𝛾 mit der Phase der Lösungen 𝜑(𝑥⋆) übereinstimmen
muss, um mit dem verallgemeinerten Grover-Algorithmus das Suchproblem mit einer
höheren Wahrscheinlichkeit lösen zu können. Außerdem zeigen [18, 38], dass die Suche
umso schneller ist, je näher die Phasen bei 𝜋 sind.

Allerdings wissen wir, dass eine wichtige Voraussetzung für die Anwendbarkeit von
Algorithmus 2 ist, dass cos(𝜃) positiv und nicht Null ist. Das hat uns im Abschnitt 5.4
gezwungen, die Kosten des Ising-Problems auf das Intervall [0, 𝜋/2] beziehungsweise
[0, 𝜋/4] zu skalieren und insbesondere auch 𝜃 für cos(𝜃) aus (4.17) in diesem Intervall zu
beschränken. Betrachten wir nun eine Beispielkonfiguration, bei der wir Algorithmus 2
auf ein binäres Suchproblem mit 𝜑(𝑥) = 0 oder 𝜑(𝑥) = 𝜋/2 beschränken. Die Skalie-
rung in [0, 𝜋/2] führt dazu, dass die Phasen nicht mehr übereinstimmen und dadurch die
Wahrscheinlichkeit, den Zustand der Lösung am Ende des Algorithmus zumessen, stark
verringert wird [31].

In diesem Kapitel wird eine Korrektur eingeführt, mit der die Amplitude des Mini-
mierersweiter verstärktwird als bei dem inKapitel 4 eingeführtenAlgorithmus 2 (NBAA).
Hierfür wird in Abschnitt 6.1 der Aufbau des angepassten Algorithmus beschrieben. An-
schließendwird der vorgestellte Algorithmus inAbschnitt 6.2 analysiert und insbesonde-
re das Iterationsverhalten untersucht. Schließlich wird in Abschnitt 6.3 der abgewandelte
Algorithmus mit NBAA aus dem Kapitel 4 verglichen.

6.1 Aufbau des Algorithmus

Damit die Grover-Phase-Matching-Bedingung (Definition 3.3) erfüllt ist, wirdNBAA fol-
gendermaßen abgewandelt:

– Nur in der ersten Iteration werden die Kosten in [0, 𝜋/2] skaliert, ansonsten in [0, 𝜋].
– Wir verwenden weiter 2-Register-Diffusion und -Orakel.
– Wir alternieren Diffusion und Orakel, unterscheiden aber nicht mehr zwischen ge-
raden und ungeraden Iterationen wie bei Algorithmus 2. Dadurch verlassen wir den
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6 Nicht-binäre Amplitudenverstärkung mit Phasenkorrektur

durch {|Ψ0⟩ , |𝛼⟩ , |𝛽⟩} aufgespannten Raum.

Zusätzlich stellen wir folgende Voraussetzungen und Annahmen auf:
Voraussetzungen und Annahmen. Beschreibe |Ψ̂0⟩ den Startzustand und U𝜑0 das 2-
Register-Orakel der ersten Iteration des neuen Algorithmus. Mit cos(𝜃) aus (4.17) gilt
⟨Ψ̂0|U𝜑0 |Ψ̂0⟩ = cos(𝜃). Wie bei NBAA fordern wir, dass ⟨Ψ̂0|U𝜑0 |Ψ̂0⟩ positiv ist.

Außerdem nehmen wir Folgendes an: Wir betrachten die Energiezustände 𝜖𝑥 (5.4)
des Ising-Problems und nehmen an, dass 𝜖𝑚𝑖𝑛 ≈ −𝐷 mit 𝜖𝑚𝑖𝑛 als Minimum aller Ener-
giezustände 𝜖𝑥 und𝐷 aus (5.3). Bei allen weiteren Iterationen wird [𝑎, 𝑏] = [0, 𝜋] gewählt.
Skalieren wir 𝜖𝑥 wie in (5.4) auf das Intervall [𝑎, 𝑏] = [0, 𝜋] und wählen dieses skalierte
𝜖𝑥 als 𝜑(𝑥) für das Orakel ab der zweiten Iteration, gilt 𝜑(𝑥) ≈ 𝜋, wenn 𝑥 der Minimie-
rer des Ising-Problems ist. Ab der zweiten Iteration ist also die Grover-Phase-Matching-
Bedingung näherungsweise erfüllt.

Viele der für Algorithmus 2 eingeführten Operatoren bleiben im korrigierten Algo-
rithmus unverändert.
Startzustand. Der Startzustand ist

|Ψ̂0⟩ = |Ψ̃0⟩ (6.1)

= 1√
2𝑁

𝑁−1
∑
𝑥=0

(|0, 𝑥,+i⟩ + |1, 𝑥,+i⟩).

Diffusion. Die Diffusion ist dann

SΨ̂0
∶= 2|Ψ̂0⟩⟨Ψ̂0| − 𝐼2𝑛+2 . (6.2)

Wahl von Phi. Um mit PM-NBAA das Ising-Problem zu lösen, werden analog zu Ab-
schnitt 5.1 die Energieniveaus 𝜖𝑥 der einzelnen Zustände 𝑥 negiert und auf ein Intervall
[𝑎, 𝑏] ∈ [0, 𝜋] beschränkt. Der relevante Unterschied zu NBAA ist nun, dass sich 𝜑(𝑥) ab-
hängig von der Iteration verändert. In der ersten Iteration wird [𝑎, 𝑏] = [0, 𝜋/2] gewählt.
Dann ist 𝜑0(𝑥) = 𝜖0𝑥 ∈ [0, 𝜋/2] und 𝜖0𝑥 ergibt sich mit 𝑎 = 0 und 𝑏 = 𝜋/2 aus (5.4). Bei
allen weiteren Iterationen 𝑘 wird [𝑎, 𝑏] = [0, 𝜋] gewählt. Das skalierte Energieniveau 𝜖𝑘𝑥
wird mit 𝑎 = 0 und 𝑏 = 𝜋 (5.4) berechnet. Demnach gilt 𝜑𝑘(𝑥) = 𝜖𝑘𝑥 ∈ [0, 𝜋] für 𝑘 > 1.

2-Register-Orakel. Das 2-Register-Orakel setzt sich wieder aus dem 1-Register-Orakel
zusammen

Û𝜑𝑘 ∶= |0⟩ ⟨0| ⊗ ̂𝑈𝜑𝑘 + |1⟩ ⟨1| ⊗ ̂𝑈𝜑𝑘 (6.3)

= (
̂𝑈𝜑𝑘 0
0 ̂𝑈𝐻

𝜑𝑘
).

Hierbei wird

̂𝑈𝜑𝑘 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑅𝑦(2𝜑𝑘(0)) 0 ... 0
0 ... ... ...
... ... ... 0
0 ... 0 𝑅𝑦(2𝜑𝑘(𝑁 − 1))

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

(6.4)
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analog zum Orakel ̃𝑈𝜑 (5.8) in Abschnitt 5.1 implementiert.
Den korrigierten Algorithmus bezeichnen wir auch mit PM-NBAA. Dieser ist dann

folgendermaßen definiert:

Algorithmus 3 Nicht-binäre Amplitudenverstärkung mit Phasenanpassung (PM-
NBAA)
Eingabe: 𝑛-dimensionales Ising-Problem (5.1)
𝑁 ∶= 2𝑛
𝐾 ∶= ⌊

√
𝑁⌋

Initialisiere das 𝑛 + 2-Qubitsystem in den Startzustand |Ψ̂0⟩
|Ψ̂1⟩ ← SΨ̂0

Û𝜑0 |Ψ̂0⟩
for 𝑖 ∶= 2, ...𝐾 do

|Ψ̂𝑖⟩ ← SΨ̂0
Û𝜑𝑖−1 |Ψ̂𝑖−1⟩

end for
Messe |Ψ̂𝐾⟩ in der Rechenbasis.

Analog zuAlgorithmus 1 undAlgorithmus 2wird auch hier durchMessen des zwei-
ten Registers die Lösung des Ising-Problems ermittelt. In PM-NBAA wird ⌊

√
𝑁⌋-mal ite-

riert. Auf die Anzahl der Iterationen wird in Abschnitt 6.2 näher eingegangen.

Beispiel 6.1. Wir wenden PM-NBAA beispielhaft auf das Ising-Problem mit 𝑛 = 4,
𝑁 = 16 und gegebener Kostenmatrix

𝐶 =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0 6 7 9
0 0 7 2
0 0 0 7
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

(6.5)

an und betrachten jede Iteration einzeln. Für die Anzahl der Iterationen zwischen eins
und sechs erhalten wir nach 40896-mal messen die in Abbildung 6.1 gezeigten Histo-
gramme. Die Minimierer des Ising-Problems sind „0101” und „1010”. In den ersten vier
Iterationen werden die Minimierer am häufigsten gemessen und die anderen Zustände
deutlichweniger. Nach fünf beziehungsweise sechs Iterationenwerden aber auchZustän-
de häufiger gemessen, die keine Lösung sind. Da der PM-NBAA nach 𝐾 = ⌊

√
2𝑛⌋ = 4

Iterationen abbricht, würde dieses Phänomen nicht in dem von uns vorgeschlagenen Al-
gorithmus auftreten. Insgesamt sehen wir hier: Der Algorithmus löst das Ising-Problem.

Diese Beobachtung soll nun für beliebige Ising-Probleme verallgemeinert werden. Im
nächsten Abschnitt wird die Dynamik des Algorithmus und insbesondere das Iterations-
verhalten genauer analysiert.
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(a) Empirische Verteilung des Zustandes in PM-NBAA bei Mes-
sung nach einer Iteration.

(b) Empirische Verteilung des Zustandes in PM-NBAA bei Mes-
sung nach zwei Iterationen.

(c) Empirische Verteilung des Zustandes in PM-NBAA bei Mes-
sung nach drei Iterationen.

(d) Empirische Verteilung des Zustandes in PM-NBAA bei Mes-
sung nach vier Iterationen.

(e) Empirische Verteilung des Zustandes in PM-NBAA bei Mes-
sung nach fünf Iterationen.

(f) Empirische Verteilung des Zustandes in PM-NBAA bei Mes-
sung nach sechs Iterationen.

Abbildung 6.1: Entwicklung des Zustandes in PM-NBAA für das in Beispiel 6.1 vorgestellte Ising-Problem. Die
Histogramme zeigen die Häufigkeiten der Zustände nach der Messung nach unterschiedlichen Anzahlen an Itera-
tionen. Innerhalb der ersten vier Iterationen werden die Amplituden der Lösung zunehmend verstärkt gegenüber
den Amplituden der restlichen Zustände. Nach fünf beziehungsweise sechs Iterationen würden auch Amplituden
von Nicht-Lösungen deutlich vergrößert; aufgrund der maximalen Iterationszahl von 𝐾 = 4 für dieses Problem
werden diese in PM-NBAA wie in Algorithmus 3 definiert, jedoch nicht mehr ausgeführt.
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6.2 Analyse des Algorithmus

Da PM-NBAA im Vergleich zu NBAA einige zentrale Änderungen enthält, ist eine neue
Analyse notwendig. In diesem Abschnitt soll das Iterationsverhalten untersucht werden.
Hierfür bezeichne

|Ψ̂𝑘⟩ =
𝑁−1
∑
𝑥=0

( ̂𝑎𝑘(0, 𝑥) |0, 𝑥,+i⟩ + ̂𝑎𝑘(1, 𝑥) |1, 𝑥,+i⟩) (6.6)

den Zustand nach 𝑘 ∈ {0, ...,𝐾} Iterationen. Für den Startzustand |Ψ̂0⟩ ist

̂𝑎0(0, 𝑥) = ̂𝑎0(1, 𝑥) =
1√
2𝑁

. (6.7)

Betrachten wir eine Iteration mit 𝑘 > 0: Aus |Ψ̂𝑘⟩ lässt sich

|Ψ̂𝑘+1⟩ = SΨ̂0
Û𝜑𝑘 |Ψ̂𝑘⟩ (6.8)

= SΨ̂0
Û𝜑𝑘

𝑁−1
∑
𝑥=0

( ̂𝑎𝑘(0, 𝑥) |0, 𝑥,+i⟩ + ̂𝑎𝑘(1, 𝑥) |1, 𝑥,+i⟩)

= 2|Ψ̂0⟩⟨Ψ̂0|
𝑁−1
∑
𝑥=0

( ̂𝑎𝑘(0, 𝑥)ei𝜑
𝑘(𝑥) |0, 𝑥,+i⟩ + ̂𝑎𝑘(1, 𝑥)e−i𝜑𝑘(𝑥) |1, 𝑥,+i⟩)

−
𝑁−1
∑
𝑥=0

( ̂𝑎𝑘(0, 𝑥)ei𝜑
𝑘(𝑥) |0, 𝑥,+i⟩ + ̂𝑎𝑘(1, 𝑥)e−i𝜑𝑘(𝑥) |1, 𝑥,+i⟩)

= 2 cos(𝜃𝑘𝑛𝑒𝑢)|Ψ̂0⟩

−
𝑁−1
∑
𝑥=0

( ̂𝑎𝑘(0, 𝑥)ei𝜑
𝑘(𝑥) |0, 𝑥,+i⟩ + ̂𝑎𝑘(1, 𝑥)e−i𝜑𝑘(𝑥) |1, 𝑥,+i⟩)

=
𝑁−1
∑
𝑥=0

((2 cos(𝜃𝑘𝑛𝑒𝑢) − ̂𝑎𝑘(0, 𝑥)ei𝜑
𝑘(𝑥)) |0, 𝑥,+i⟩

+ (2 cos(𝜃𝑘𝑛𝑒𝑢) − ̂𝑎𝑘(1, 𝑥)e−i𝜑𝑘(𝑥)) |1, 𝑥,+i⟩)

berechnen. Dabei ergibt sich der neue gewichtete Mittelwert beziehungsweise die neue
Konvexkombination der cos(𝜑𝑘(𝑥)) folgendermaßen:

cos(𝜃𝑘𝑛𝑒𝑢) = ⟨Ψ̂0|
𝑁−1
∑
𝑥=0

( ̂𝑎𝑘(0, 𝑥)ei𝜑
𝑘(𝑥) |0, 𝑥,+i⟩ + ̂𝑎𝑘(1, 𝑥)e−i𝜑𝑘(𝑥) |1, 𝑥,+i⟩) (6.9)

= 1√
2𝑁

𝑁−1
∑
𝑦=0

( ̂𝑎𝑘(0, 𝑦)𝑒i𝜑
𝑘(𝑦) + ̂𝑎𝑘(1, 𝑦)𝑒−i𝜑𝑘(𝑦)).

Die Amplituden von |Ψ̂𝑘+1⟩ sind dann

̂𝑎𝑘+1(0, 𝑥) = 2 cos(𝜃𝑘𝑛𝑒𝑢) ̂𝑎0(0, 𝑥) − ̂𝑎𝑘(0, 𝑥)ei𝜑
𝑘(𝑥), (6.10)

̂𝑎𝑘+1(1, 𝑥) = 2 cos(𝜃𝑘𝑛𝑒𝑢) ̂𝑎0(1, 𝑥) − ̂𝑎𝑘(1, 𝑥)e−i𝜑𝑘(𝑥). (6.11)

Erste Iteration. Für 𝑘 = 0wird 𝜑0(𝑥) = 𝜖0𝑥 gewählt. Außerdem gilt: cos(𝜃0𝑛𝑒𝑢) ist genau
⟨Ψ̂0|U𝜑0 |Ψ̂0⟩ = cos(𝜃) aus Algorithmus 2. Der Zustand |Ψ̂1⟩ ist genau das Ergebnis der
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nicht-binären Amplitudenverstärkung aus Kapitel 4 nach der ersten Iteration. Der Term
cos(𝜃) ist nach unserer Voraussetzung größer als 0. Für diesen Zustand |Ψ̂1⟩ wurde in
Abschnitt 4.4 bereits gezeigt, dass im Fall cos(𝜃) > 0 die Amplituden der Basiszustände
|𝑥⟩mit cos(𝜑0(𝑥)) < cos(𝜃) zulasten derer mit cos(𝜑0(𝑥)) > cos(𝜃) verstärkt werden. Dies
folgt direkt aus (4.25).

Die Wahl [𝑎, 𝑏] = [0, 𝜋/2] hat in Abschnitt 5.4 gute Ergebnisse geliefert. Wenn 𝑥 der
Minimierer ist, ist 𝜑0(𝑥) = 𝜖0𝑥 ≈ 𝜋

2 und somit cos(𝜑0(𝑥)) ≈ 0 < cos(𝜃). Nach der ersten
Iteration sind die Amplituden also schon richtig gewichtet. Je besser 𝑥 das Problem löst,
desto größer ist die Amplitude des dazugehörigen Basiszustands. Da die erste Iteration
noch nicht von NBAA abweicht, können wir die Ergebnisse der Analyse von NBAA (Ab-
schnitt 4.4) nutzen.

Weitere Iterationen. Für 𝑘 > 0 führenwir nun eineAnalyse derWahrscheinlichkeit vor
der Messung eines beliebigen Basiszustands |𝑥⟩ durch. Interessanterweise ist cos(𝜃𝑘𝑛𝑒𝑢)
ein gewichteter Mittelwert. Um diesen analysieren zu können, müssen wir uns die kom-
plexen Koeffizienten ̂𝑎𝑘(0, 𝑦) und ̂𝑎𝑘(1, 𝑦) anschauen. Jede komplexe Zahl 𝑧 = 𝑥 + i𝑦 hat
eine Schreibweise 𝑧 = |𝑧|ei𝜙, wobei |𝑧| der Betrag und 𝜙 die Phase von 𝑧 sind. Drücken
wir die komplexen Amplituden in dieser Form aus, bekommen wir

̂𝑎𝑘(0, 𝑦) = | ̂𝑎𝑘(0, 𝑦)|e𝑖𝜙𝑘(0,𝑦) und ̂𝑎𝑘(1, 𝑦) = | ̂𝑎𝑘(1, 𝑦)|e𝑖𝜙𝑘(1,𝑦). (6.12)

Aus (6.7), (6.10) und (6.11) folgt: Für alle 𝑦 ∈ {0, ..., 𝑁 − 1} und 𝑘 ≥ 0 gilt

̂𝑎𝑘(0, 𝑦) = ̂𝑎𝑘(1, 𝑦). (6.13)

Mit (6.13) und (6.9) erhalten wir

cos(𝜃𝑘𝑛𝑒𝑢) =
1√
2𝑁

𝑁−1
∑
𝑦=0

2| ̂𝑎𝑘(0, 𝑦)| cos(𝜙𝑘(0, 𝑦) + 𝜑𝑘(𝑦)). (6.14)

Man sieht, dass je größer die vorherigen Amplituden ̂𝑎𝑘(0, 𝑦)waren, desto stärker tragen
die entsprechenden Basiszustände zum Mittelwert bei.

Das Verstärken der Amplituden der Minimierer in der ersten Iteration führt dazu,
dass sie mehr zu cos(𝜃𝑘𝑛𝑒𝑢) beitragen als die Maximierer, deren Amplituden in der ersten
Iteration verkleinert wurden. Für die neue Wahrscheinlichkeit, einen Basiszustand |0, 𝑥⟩
zu messen, folgt aus (6.10) und mit ̂𝑎0(0, 𝑥) ∈ ℝ

| ̂𝑎𝑘+1(0, 𝑥)|2 = 4 cos2(𝜃𝑘𝑛𝑒𝑢) ̂𝑎0(0, 𝑥)2 (6.15)
− 4 cos(𝜃𝑘𝑛𝑒𝑢) ̂𝑎0(0, 𝑥)| ̂𝑎𝑘(0, 𝑥)| cos(𝜙𝑘(0, 𝑥) + 𝜖𝑘𝑥)
+ | ̂𝑎𝑘(0, 𝑥)|2.

Stellen wir diese Gleichung um und setzen ̂𝑎0(0, 𝑥) = 1√
2𝑁

aus (6.7) ein, ergibt sich

| ̂𝑎𝑘+1(0, 𝑥)|2 = | ̂𝑎𝑘(0, 𝑥)|2 + 4 cos2(𝜃𝑘𝑛𝑒𝑢)( 1√
2𝑁

)2 (6.16)

− 4 cos(𝜃𝑘𝑛𝑒𝑢) 1√
2𝑁

| ̂𝑎𝑘(0, 𝑥)| cos(𝜙𝑘(0, 𝑥) + 𝜖𝑘𝑥)

= | ̂𝑎𝑘(0, 𝑥)|2 + 4√
2𝑁

cos(𝜃𝑘𝑛𝑒𝑢)𝜇𝑘(𝑥)
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Abbildung 6.2: Beispielhaft klassisch berechnete Änderung der Amplituden. Es wurde 𝑥 ∈ [0, 𝜋] und 𝜖𝑥 = 𝑥
gewählt. Für jede Iteration 𝑘 ist cos(𝜃𝑘𝑛𝑒𝑢) als neuer gewichteter Mittelwert, der Skalierungsfaktor 𝜇𝑘(𝑥) und die
Wahrscheinlichkeit, den zu 𝜖𝑥 gehörenden Zustand nach 𝑘 − 1 und nach 𝑘 Iterationen zu messen, dargestellt. Es
fällt auf, dass der Skalierungsfaktor für 𝜖𝑥 ≈ 𝜋 immer positiv ist und deutlich größer als für andere Winkel. Wird
also der Lösungszustandmit einer Phase nahe an 𝜋markiert, so wird dieser am stärksten verstärkt. Weiterhin ist zu
sehen, dass die Wahrscheinlichkeit für die Zustände 𝑥 mit 𝜖𝑥 ≈ 𝜋 mit jeder Iteration zunimmt. Allerdings werden
auch manchmal Zustände, die keine Lösung sind, verstärkt.

mit

𝜇𝑘(𝑥) ∶= cos(𝜃𝑘𝑛𝑒𝑢) 4√
2𝑁

− | ̂𝑎𝑘(0, 𝑥)| cos(𝜙𝑘(0, 𝑥) + 𝜖𝑘𝑥). (6.17)

Ist cos(𝜃𝑘𝑛𝑒𝑢) > 0, wird die Amplitude des zu 𝑥 gehörenden Basiszustands umso größer, je
größer 𝜇𝑘(𝑥) ist. Der Parameter 𝜇𝑘(𝑥) ist also ein Skalierungsfaktor für die Amplituden-
änderung. Wenn für die neuen Kosten | ̂𝑎𝑘(0, 𝑥)| cos(𝜙𝑘(0, 𝑥) + 𝜖𝑘𝑥) = cos(𝜃𝑘𝑛𝑒𝑢) 4√

2𝑁
gilt,

dann ist |𝑎𝑘+1(0, 𝑥)|2 = |𝑎𝑘(0, 𝑥)|2. Wenn dies nicht der Fall ist, werden die Amplituden
verändert.

Die Änderung der Amplituden wurde beispielhaft klassisch berechnet und in Abbil-
dung 6.2 veranschaulicht. Dabei wurde 𝑥 ∈ [0, 𝜋] und 𝜖𝑥 = 𝑥 gewählt. Für jede Iteration
𝑘 sind der neue gewichtete Mittelwert cos(𝜃𝑘𝑛𝑒𝑢), der Skalierungsfaktor 𝜇𝑘(𝑥) und die
Wahrscheinlichkeit, den zu 𝜖𝑥 gehörenden Zustand nach 𝑘 − 1 und nach 𝑘 Iterationen zu
messen, dargestellt.

Es fällt auf, dass der Skalierungsfaktor für 𝜖𝑥 ≈ 𝜋 immer positiv ist und deutlich grö-
ßer als für andere Winkel. Markieren wir also unseren Lösungszustand mit einer Phase
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nahe an 𝜋, so wird dieser am stärksten verstärkt. Im unteren Teil der Grafiken, in dem die
Amplituden dargestellt sind, sehen wir, dass dieWahrscheinlichkeit für die Messung der
Zustände 𝑥mit 𝜖𝑥 ≈ 𝜋mit jeder Iteration größer wird. Allerdings werden auch Zustände
mit einer Phase, die nicht nahe 𝜋 ist, verstärkt. Da die Amplituden dieser Zustände aber
in der Iteration davor schon sehr klein sind, werden die dazugehörigen Eingaben immer
noch deutlich seltener als die der Lösung gemessen. Wir wollen diese Beobachtungen
nun mathematisch untermauern.

Der Winkel 𝜙𝑘(0, 𝑥). Um die Veränderung der Amplituden besser zu verstehen, be-
trachten wir zunächst den Winkel 𝜙𝑘(0, 𝑥).

Durch Einsetzen von 𝑘 = 0 in (6.10) und (6.11) folgt für die Amplituden nach einer
Iteration:

̂𝑎1(0, 𝑥) = 2 cos(𝜃) ̂𝑎0(0, 𝑥) − ̂𝑎0(0, 𝑥) cos(𝜑0(𝑥)) − i ̂𝑎0(0, 𝑥) sin(𝜑0(𝑥)), (6.18)
̂𝑎1(1, 𝑥) = 2 cos(𝜃) ̂𝑎0(0, 𝑥) − ̂𝑎0(1, 𝑥) cos(𝜑0(𝑥)) + i ̂𝑎0(1, 𝑥) sin(𝜑0(𝑥)). (6.19)

Wir wollen nun die Amplituden in der Form

̂𝑎1(0, 𝑥) = | ̂𝑎1(0, 𝑥)|e𝑖𝜙1(0,𝑥) und (6.20)
̂𝑎1(1, 𝑥) = | ̂𝑎1(1, 𝑥)|e𝑖𝜙1(1,𝑥) (6.21)

schreiben. Es gilt mit (6.13)

| ̂𝑎1(0, 𝑥)|2 = | ̂𝑎1(1, 𝑥)|2 (6.22)
= 4 cos2(𝜃) ̂𝑎0(0, 𝑥)2 + ̂𝑎0(0, 𝑥)2 − 4 cos(𝜃) ̂𝑎0(0, 𝑥) cos(𝜑0(𝑥))

mit cos(𝜃) aus (4.17). Bezeichne 𝐼𝑚(𝑧) den Imaginärteil einer komplexen Zahl 𝑧 und
𝑅𝑒(𝑧) den Realteil. Da nach (6.7) gilt, dass ̂𝑎0(0, 𝑥) = 1√

2𝑁
∈ ℝ für alle 𝑥, folgt mit (6.18)

für die Phase der Amplituden

𝜙1(0, 𝑥) = arctan(𝐼𝑚( ̂𝑎1(0, 𝑥))
𝑅𝑒( ̂𝑎1(0, 𝑥))

) (6.23)

= arctan( − ̂𝑎0(0, 𝑥) sin(𝜑0(𝑥))
2 cos(𝜃) ̂𝑎0(0, 𝑥) − ̂𝑎0(0, 𝑥) cos(𝜑0(𝑥))

).

Die Amplituden ̂𝑎1(0, 𝑥) (6.18) und ̂𝑎1(1, 𝑥) (6.19) unterscheiden sich nur im Vorzeichen
ihres Imaginärteils, weil nach (6.7) ̂𝑎0(0, 𝑥) = ̂𝑎0(1, 𝑥) gilt. Somit gilt

𝜙1(1, 𝑥) = −𝜙1(0, 𝑥). (6.24)

Dies lässt sich induktiv mit (6.10) und (6.11) sowie (6.13) weiterführen. Folglich gilt
𝜙𝑘(1, 𝑥) = −𝜙𝑘(0, 𝑥) für ein beliebiges 𝑘. Daher betrachten wir im weiteren Verlauf nur
𝜙𝑘(0, 𝑥). Wir machen zur Analyse die folgenden vereinfachenden Annahmen:

– Da 1√
2𝑁

bei großen 𝑁 annähernd verschwindet, gilt dann 𝜙1(0, 𝑥) ≈ 0 für alle 𝑥.
– Mit (6.18) und (6.19) folgt daraus ̂𝑎1(0, 𝑥)2 ≈ | ̂𝑎1(0, 𝑥)|2 und ̂𝑎1(1, 𝑥)2 ≈ | ̂𝑎1(1, 𝑥)|2.
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Iterieren wir ein weiteres Mal, erhalten wir mit (6.10) und (6.11) die Amplituden

̂𝑎2(0, 𝑥) ≈ 2 cos(𝜃1𝑛𝑒𝑢) ̂𝑎0(0, 𝑥) − | ̂𝑎1(0, 𝑥)| cos(𝜑1(𝑥)) − i| ̂𝑎1(0, 𝑥)| sin(𝜑1(𝑥)),
(6.25)

̂𝑎2(1, 𝑥) ≈ 2 cos(𝜃1𝑛𝑒𝑢) ̂𝑎0(0, 𝑥) − | ̂𝑎1(0, 𝑥)| cos(𝜑1(𝑥)) + i| ̂𝑎1(0, 𝑥)| sin(𝜑1(𝑥)).
(6.26)

Für die Phase 𝜙2(0, 𝑥) gilt dann analog zu (6.23)

𝜙2(0, 𝑥) ≈ arctan( −| ̂𝑎1(0, 𝑥)| sin(𝜑1(𝑥))
2 cos(𝜃1𝑛𝑒𝑢) ̂𝑎0(0, 𝑥) − | ̂𝑎1(0, 𝑥)| cos(𝜑1(𝑥))

). (6.27)

Sei 𝑥∗ eine Lösung. Wie schon davor nehmen wir an, dass 𝜖𝑚𝑖𝑛 = 𝜖𝑥∗ ≈ −𝐷 aus (5.3). Ab
der zweiten Iteration wird 𝜑1(𝑥) = 𝜖1𝑥 mit 𝑎 = 0 und 𝑏 = 𝜋 aus (5.4) berechnet. Also gilt
𝜑1(𝑥∗) = 𝜖1𝑥∗ ≈ 𝜋. Setzen wir diese Approximation in (6.27) ein, folgt

𝜙2(0, 𝑥∗) ≈ 0, (6.28)

da sin(𝜋) = 0. Für alle weiteren Iterationen gilt ebenfalls 𝜑𝑘(𝑥∗) ≈ 𝜋 und somit bleibt
𝜙𝑘(0, 𝑥∗) ≈ 0. Setzen wir dies in (6.15) ein, gilt für die Amplituden der Minimierer

| ̂𝑎𝑘+1(0, 𝑥∗)|2 ≈ 4 cos2(𝜃𝑘𝑛𝑒𝑢) ̂𝑎0(0, 𝑥∗)2 (6.29)
− 4 cos(𝜃𝑘𝑛𝑒𝑢) ̂𝑎0(0, 𝑥∗)| ̂𝑎𝑘(0, 𝑥∗)| cos(0 + 𝜋)
+ | ̂𝑎𝑘(0, 𝑥∗)|2.

Da cos(0+𝜋) = −1, wächst ̂𝑎𝑘+1(0, 𝑥∗) im Vergleich zu ̂𝑎𝑘(0, 𝑥∗) solange cos(𝜃𝑘𝑛𝑒𝑢) positiv
ist. Für Nicht-Lösungszustände 𝑥 gilt hingegen 𝜑(𝑥) ∈ [0, 𝜋); für diesen allgemeineren
Fall ist keine Abschätzung für 𝜙𝑘(0, 𝑥) bekannt.

Abschätzen der Amplituden. Wir nutzen die Erkenntnisse des letzten Abschnitts, um
nun die Amplituden abzuschätzen. Mit der ersten Iteration haben wir sichergestellt, dass
| ̂𝑎1(0, 𝑥∗)| > | ̂𝑎1(0, 𝑥)|, das heißt die Amplitude der Lösungszustände sind betraglich grö-
ßer als die der Nicht-Lösungen. Wir führen dies induktiv weiter: Bezeichne 𝑥∗ eine Lö-
sung und 𝑥 eineNicht-Lösung.Wie im vorigenAbschnitt nehmenwir an, dass𝜑𝑘(𝑥∗) ≈ 𝜋
und somit 𝜙𝑘(0, 𝑥∗) ≈ 0 für alle Lösungszustände 𝑥∗ gilt. Sei 𝑘 > 0 und

| ̂𝑎𝑘(0, 𝑥∗)|2 > | ̂𝑎𝑘(0, 𝑥)|2. (6.30)

Wir zeigen nun

| ̂𝑎𝑘+1(0, 𝑥∗)|2 > | ̂𝑎𝑘+1(0, 𝑥)|2 (6.31)

für alle Lösungen 𝑥∗ und alle Nicht-Lösungen 𝑥. Es gilt mit (6.30)

| ̂𝑎𝑘(0, 𝑥∗)| cos(0 + 𝜋) = −| ̂𝑎𝑘(0, 𝑥∗)| < | ̂𝑎𝑘(0, 𝑥)| cos(𝜙𝑘(0, 𝑥) + 𝜑𝑘(𝑥))⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
∈[−1,1]

. (6.32)
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Ist cos(𝜃𝑘𝑛𝑒𝑢) ≥ 0, dann folgt aus (6.32) und mit ̂𝑎0(0, 𝑥) = ̂𝑎0(0, 𝑥∗) = 1√
2𝑁

−4 cos(𝜃𝑘𝑛𝑒𝑢) ̂𝑎0(0, 𝑥∗)| ̂𝑎𝑘(0, 𝑥∗)| cos(0 + 𝜋) (6.33)
≥ −4 cos(𝜃𝑘𝑛𝑒𝑢) ̂𝑎0(0, 𝑥)| ̂𝑎𝑘(0, 𝑥)| cos(𝜙𝑘(0, 𝑥) + 𝜑𝑘(𝑥))

Mit (6.16) und (6.29) folgt

| ̂𝑎𝑘+1(0, 𝑥∗)|2 > | ̂𝑎𝑘+1(0, 𝑥)|2. (6.34)

Die Beträge der Amplituden der Basiszustände derMinimierer sind demnach immer grö-
ßer als die der Nicht-Lösungen, solange cos(𝜃𝑘𝑛𝑒𝑢) nicht negativ ist.

Anzahl der Iterationen

Die Ergebnisse der letzten Abschnitte zeigen, dass in jeder Iteration 𝑘 wichtig ist, dass
cos(𝜃𝑘𝑛𝑒𝑢) nicht negativ ist. Es kann also so lange iteriert werden, bis cos(𝜃𝑘𝑛𝑒𝑢) negativ
wird. Die optimaleAnzahl der Iterationen ist demnach genaudas𝐾, für das cos(𝜃𝐾𝑛𝑒𝑢) > 0
und cos(𝜃𝐾+1

𝑛𝑒𝑢 ) < 0 gilt.
Für die optimale Anzahl der Iterationen 𝐾 konnte im Rahmen dieser Arbeit leider

keine geschlossene Formel gefunden werden. Daher orientieren wir uns an Analysen der
Grover-Phase-Matching-Bedingung im binären Fall [31, 22], deren zufolge im binären
Fall mit einer einzelnen Lösung, die mit der Phase 𝜋 markiert wurde,

√
𝑁 Iterationen

notwendig sind, um die Amplitude des Minimierers zu maximieren. Wenn die Phase
des Minimierers kleiner als 𝜋 ist, dann sind im Allgemeinen mehr als

√
𝑁 Iterationen

erforderlich.
Dawirmit unserer Korrektur nur 𝜋 annähern und es in der Regel sehrwenige globale

Minimierer gibt, ist
√
𝑁 daher eine untere Grenze der optimalen Anzahl von Iterationen.

Wir wählen daher 𝐾 = ⌊
√
2𝑛⌋ = ⌊

√
𝑁⌋. Diese Anzahl an Iterationen lieferte in unseren

numerischen Experimenten auch in der Praxis gute Ergebnisse.
Es ist zu vermuten, dass die optimale Anzahl der Iterationen vom anfänglichenWert

von cos(𝜃) abhängt und demnach von dem Anteil der markierten Elemente in der Ge-
samtzahl der Elemente, genau wie beim verallgemeinerten Grover-Algorithmus. Eine
entsprechende mathematische Analyse wäre eine interessante Aufgabe für zukünftige
Arbeiten.

Komplexität des Algorithmus

Da die Anzahl der Iterationen abhängig von 𝑁 gewählt wird, ändert sich auch die Kom-
plexität des Algorithmus. Wie bei NBAA können die Initialisierung sowie die Diffusion
und der 2-Register-Orakel-Aufruf mit einer Gatteranzahl in 𝒪(log(𝑁)2) implementiert
werden. Die von uns gewählte Anzahl der Iterationen ist in 𝒪(

√
𝑁). Insgesamt folgt, dass

die Komplexität einer Ausführung von PM-NBAA in 𝒪(
√
𝑁 log(𝑁)2) liegt. Der gesamte

Algorithmus muss mehrfach ausgeführt werden, da die Wahrscheinlichkeit, den Mini-
mierer zumessen, am höchsten imVergleich zurMessung andere Zustände ist, aber nicht
1.
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6 Nicht-binäre Amplitudenverstärkung mit Phasenkorrektur

(a) NBAA mit 𝑏 = 𝜋/2, Anzahl der Iterationen = 1 (b) NBAA mit 𝑏 = 𝜋/4, Anzahl der Iterationen = 3

(c) PM-NBAA, Anzahl der Iterationen = 4

Abbildung 6.3: NBAA und PM-NBAA auf das Ising Problem aus Beispiel 6.1 angewendet mit 4096 Messungen. Bei
NBAAwurde𝜑 auf das Intervall [0, 𝑏]mit 𝑏 = 𝜋/4 und 𝑏 = 𝜋/2 skaliert (siehe dafür Abschnitt 5.1) und die Anzahl
der Iterationen wurde wie in Abschnitt4.5 gewählt. Bei PM-NBAAwurde ⌊

√
2𝑛⌋-mal, also viermal, iteriert. Die Mi-

nimierer des Ising-Problems sind „0101” uns „1010”. In beiden Algorithmen werden die Minimierer am häufigsten
gemessen. Vergleichen wir 𝑏 = 𝜋/4 und 𝑏 = 𝜋/2, wurden die Minimierer gegenüber der anderen Zustände bei
𝑏 = 𝜋/4 häufiger gemessen. Im Histogramm des Algorithmus mit Phasenanpassung sind die Minimierer aber am
deutlichsten zu erkennen. PM-NBAA braucht allerdings mehr Iterationen als NBAA.

Zusammenfassung

Der vorgestellte Algorithmus PM-NBAA verstärkt wie NBAA die Amplitude der zur Lö-
sung gehörenden Basiszustände und ab der zweiten Iteration ist auch die Grover-Phase-
Matching-Bedingung näherungsweise erfüllt. Wir konnten zeigen, dass die Beträge der
Amplituden der Basiszustände der Minimierer immer größer sind als die der Nicht-
Lösungen, solange cos(𝜃𝑘𝑛𝑒𝑢) nicht negativ ist. Eine Ausführung von PM-NBAA zum Lö-
sen des Ising-Problems hat eine Komplexität von 𝒪(

√
𝑁 log(𝑁)2) bezüglich der Gatter-

anzahl.

6.3 Numerische Experimente für PM-NBAA

Bisherwurdendie zweiAlgorithmenNBAAundPM-NBAAzumLösendes Ising-Problems
vorgestellt unduntersucht. ImFolgendenwerdendiesemiteinander undmit demUQIsing-
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6 Nicht-binäre Amplitudenverstärkung mit Phasenkorrektur

Algorithmus [28] verglichen. Uns interessiert vor allem, ob die Phasenkorrektur das ap-
proximation ratio und die Wahrscheinlichkeit, das Minimum zu messen, erhöht, und ob
NBAAundPM-NBAAmit bereits existierendenVerfahren konkurrieren können.Wir ver-
wenden Algorithmus 3, der in Abschnitt 6.1 vorgestellt wurde (PM-NBAA), Algorith-
mus 2 (NBAA) mit 𝑏 = 1

2𝜋 und 𝑏 = 1
4𝜋 sowie den UQIsing Algorithmus aus [28].

Vergleich von NBAA und PM-NBAA

Wir wenden NBAA und PM-NBAA beispielhaft auf ein Ising-Problem an. Für das Ising-
Problem aus Beispiel 6.1 erhalten wir nach 4096 Messungen die in Abbildung 6.3 gezeig-
ten Histogramme. Die Minimierer des Ising-Problems sind wieder „0101” und „1010”. In
beiden Algorithmen werden die Minimierer am häufigsten gemessen. Im Histogramm
von PM-NBAA sind die Minimierer aber deutlicher zu erkennen.

Um die Güte der Algorithmen experimentell zu vergleichen, verwenden wir nun
das approximation ratio und die Wahrscheinlichkeit, das Minimum zu messen (siehe
Abschnitt 5.4). Die Ergebnisse wurden wie in Abschnitt 5.4 ermittelt und sind in Abbil-
dung 6.4 dargestellt.

In Abbildung 6.4 (a) werden die approximation ratios der beiden Algorithmen in
Abhängigkeit von der Matrixdimension der Kostenmatrix 𝑛 betrachtet. Die Phasenan-
passung hat das approximation ratio in den niedrigen Dimensionen verbessert. Bei 𝑛 = 3
ist das approximation ratio von PM-NBAA maximal mit dem ungefähren Wert 0.85. In
den höheren Problemgrößen nimmt das approximation ratio beider Algorithmen ab. Für
𝑛 = 10 nehmen NBAAmit 𝑏 = 1/2𝜋, NBAAmit 𝑏 = 1/4𝜋 und PM-NBAA ähnliche Werte
an, die ungefähr bei 0.6 liegen. Betrachtet man die Histogramme, hätte man ein deutlich
erhöhtes approximation ratio erwartet. Dies ist aber nicht der Fall, da bei PM-NBAA zwar
die Amplituden der Lösungszustände deutlich erhöht werden, dafür aber die Amplitu-
den derNicht-Lösungszustände, also insbesondere auch des zumMaximumgehörenden
Basiszustands nicht so stark verringert werden. Das Maximum fließt also noch stärker in
den Erwartungswert ein und das approximation ratio wird somit nicht verbessert.

In Abbildung 6.4 (b) sind die Wahrscheinlichkeiten, die Lösung zu messen, in Ab-
hängigkeit von𝑛dargestellt. DieWahrscheinlichkeiten des PM-NBAA sind immer größer
als die von NBAAmit 𝑏 = 1/2𝜋 und mit 𝑏 = 1/4𝜋. Die Wahrscheinlichkeiten nehmen mit
steigender Problemgröße exponentiell ab.

Betrachtet man das Verhältnis der Wahrscheinlichkeiten 𝑝PM-NBAA
Lsg /𝑝NBAA

Lsg in Abbil-
dung 6.4 (c), fällt auf, dass gerade in höheren Problemgrößen sich dieWahrscheinlichkeit
des Messens der Lösung beim Phase-Matching im Vergleich zur Wahrscheinlichkeit bei
NBAA verdoppelt.

Um die Wahl von 𝐾 = ⌊
√
𝑁⌋ auch experimentell zu begründen, wird in Abbil-

dung 6.4 (d) auch das durchschnittliche Verhältnis von der Anzahl der Lösungen 𝑀
zur Gesamtanzahl der Eingaben 𝑁 der untersuchten Ising-Probleme dargestellt. In Ab-
schnitt 3.5 wurde geschlussfolgert, dass für 𝑀/𝑁 < 0.3 die Grover-Phase-Matching-
Bedingung im Vergleich zu anderen Phase-Matching-Bedingungen die höchste Wahr-
scheinlichkeit liefert, eine Lösung des Suchproblems zu messen. Wie aus der Grafik zu
entnehmen ist, war in unseren Experimenten 𝑀/𝑁 < 0.3 und somit die Wahl von 𝐾
berechtigt.
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6 Nicht-binäre Amplitudenverstärkung mit Phasenkorrektur

(a) Das durchschnittliche approximation ratio 𝑟 in Abhängigkeit
der Matrixdimension 𝑛 der Kostenmatrix.

(b) Die durchschnittliche Wahrscheinlichkeit 𝑝Lsg in Abhängigkeit
der Matrixdimension 𝑛 der Kostenmatrix.

(c) Verhältnis der Wahrscheinlichkeiten 𝑝PM-NBAA
Lsg /𝑝NBAA

Lsg mit 𝑏 =
1/2𝜋 und 𝑏 = 1/4𝜋.

(d) Durchschnittliches Verhältnis von der Anzahl der Lösungen𝑀
zur Gesamtanzahl der Eingaben𝑁.

Abbildung 6.4: Quantitativer Vergleich von NBAA mit 𝑏 = 1/2𝜋 sowie 𝑏 = 1/4𝜋 mit PM-NBAA. Die durch-
schnittlichen Werte wurden aus den Werten von 40 zufällig erzeugten Ising-Problemen berechnet. In (a) werden
die approximation ratios der beiden Algorithmen in Abhängigkeit von der Matrixdimension der Kostenmatrix 𝑛
betrachtet. Die Phasenanpassung hat das approximation ratio in den niedrigen Dimensionen verbessert. Bei 𝑛 = 3
ist das approximation ratio von PM-NBAA maximal mit dem ungefähren Wert 0.85. In den höheren Problemgrö-
ßen nimmt das approximation ratio beider Algorithmen ab. Für 𝑛 = 10 nehmen NBAA mit 𝑏 = 1/2𝜋, NBAA
mit 𝑏 = 1/4𝜋 und PM-NBAA ähnliche Werte an, die ungefähr bei 0.6 liegen. In (b) sind die Wahrscheinlichkei-
ten, die Lösung zu messen, in Abhängigkeit von 𝑛 dargestellt. Die Wahrscheinlichkeiten des PM-NBAA sind für
alle getesteten Problemgrößen 𝑛 deutlich größer als die von NBAA mit 𝑏 = 1/2𝜋 und mit 𝑏 = 1/4𝜋. Die Wahr-
scheinlichkeiten nehmen mit steigender Problemgröße exponentiell ab. Betrachtet man in (c) das Verhältnis der
Wahrscheinlichkeiten 𝑝PM-NBAA

Lsg /𝑝NBAA
Lsg , so fällt auf, sich bei Benutzung von PM-NBAA insbesondere in höheren

Problemgrößen die Wahrscheinlichkeit des Messens der Lösung im Vergleich zu NBAA etwa verdoppelt. In (d) ist
das durchschnittliche Verhältnis der Anzahl der Lösungen 𝑀 zur Gesamtanzahl der Eingaben 𝑁 der untersuch-
ten Ising-Probleme dargestellt. Es fällt auf, dass dieses immer unter 0.3 ist. Mit den Ergebnissen aus Abschnitt 3.5
folgt daher, dass bei unseren Experimenten die Grover-Phase-Matching-Bedingung imVergleich zu anderen Phase-
Matching-Bedingungen die besten Ergebnisse liefert. Außerdem ist dadurch die Wahl von 𝐾 = ⌊

√
𝑁⌋ auch expe-

rimentell begründet.

Vergleichen wir die Komplexität der Algorithmen, schneidet NBAA deutlich besser
ab. In beiden Algorithmen wird pro Iteration ein Orakel angewendet und eine Diffusion
durchgeführt. Diese lassen sich bei beiden Algorithmen mit ähnlicher Komplexität im-
plementieren. Relevant ist daher die Anzahl der Iterationen. Während NBAAmit 𝑏 = 1

2𝜋

– 53 –
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(a) Das durchschnittliche approximation ratio 𝑟 in Abhängigkeit
der Matrixdimension 𝑛 der Kostenmatrix.

(b) Die durchschnittliche Wahrscheinlichkeit 𝑝Lsg in Abhängigkeit
der Matrixdimension 𝑛 der Kostenmatrix.

Abbildung 6.5: Vergleich von NBAA mit 𝑏 = 1/2𝜋 und 𝑏 = 1/4𝜋 und PM-NBAA mit UQIsing [28] mithilfe
verschiedener Metriken. In (a) werden die approximation ratios der drei Algorithmen in Abhängigkeit von der
Matrixdimension der Kostenmatrix 𝑛 betrachtet. In (b) sind die Wahrscheinlichkeiten, die Lösung zu messen, in
Abhängigkeit von 𝑛 dargestellt. Für beide Metriken liefert UQIsing bessere Werte.

beziehungsweise 𝑏 = 1
4𝜋 nur ein bis drei Iterationen benötigt (sieheAbschnitt 5.4), führen

wir in PM-NBAA
√
𝑁 Iterationen durch. Die Komplexität des PM-NBAA ist also deutlich

höher. Allerdings ist die Wahrscheinlichkeit, die Lösung zu messen, bei PM-NBAA hö-
her als bei NBAA. Im folgenden Abschnitt vergleichen wir beide Algorithmen nun mit
UQIsing.

Vergleich von NBAA mit UQIsing

Wir vergleichenNBAAundPM-NBAAmitUQIsing [28], um zuuntersuchen, ob dieAm-
plitudenverstärkungsalgorithmen mit bereits bestehenden Verfahren mithalten können.

Hierfür werden wie im vorigen Abschnitt das approximation ratio und die Wahr-
scheinlichkeit, die Lösung zu messen, untersucht. Alle Werte wurden wieder wie in Ab-
schnitt 5.4 erzeugt.

Es fällt auf, dass sowohl das approximation ratio, als auch die Wahrscheinlichkeit,
die Lösung zu messen, bei UQIsing deutlich besser waren als bei PM-NBAA und NBAA.
Allerdings ist bei PM-NBAA und NBAA die Wahrscheinlichkeit, die Zustände der glo-
balen Minimierer zu messen, immer höher als die Wahrscheinlichkeit, einen anderen Ba-
siszustand zu messen. Dies kann bei UQIsing nicht garantiert werden [28, Abbildung 7].
Außerdem wurde bei UQIsing öfter iteriert und der Algorithmus muss auch mehrfach
ausgeführt werden. Die Eigenschaften der drei Algorithmen sind in Tabelle 6.6 zusam-
mengefasst.

Zusammenfassung

Insgesamt können also PM-NBAAundNBAA in Bezug auf das approximation ratio noch
nicht ganz mit dem bereits existierenden Verfahren UQIsing mithalten. Bei beiden Ver-
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Verfahren Anzahl der
Iterationen

mehrfaches
Ausführen
des Verfah-
rens nötig

approxima-
tion ratio

𝑝(𝑚 = 𝑥∗)

Basiszustände
der Lösungen
immer am
häufigsten
gemessen

NBAA 1-3 ja 0.6 - 0.8 abhängig von der
Matrixdimension

ja

PM-NBAA
√
𝑁 ja

0.6 - 0.85,
etwas höher
als bei
NBAA

etwas 1-4-fache
Wahrscheinlichkeit im
Vergleich zu NBAA

ja

UQIsing 30 ja ≈ 0.95

deutlich größer als die
Wahrscheinlichkeit
von NBAA und PM-
NBAA

nein

Tabelle 6.6: Experimentelle Eigenschaften von NBAA, PM-NBAA und UQIsing im Überblick.

fahren ist es garantiert, dass die Basiszustände der Lösungen des Problems im Vergleich
zu den anderen Basiszuständen am häufigsten gemessen werden, was bei vielen ande-
ren Verfahren nicht der Fall ist (siehe zum Beispiel UQIsing [28]). Das in dieser Arbeit
entwickelte Verfahren PM-NBAA hat eine höhere Komplexität als NBAA, weil öfter ite-
riert werden muss. Allerdings ist die Wahrscheinlichkeit, die Lösung zu messen, bei PM-
NBAA größer als die von NBAA. Das approximation ratio wird beim PM-NBAA nur
bei niedrigen Problemgrößen leicht verbessert und kann auch nicht mit [28] mithalten.
Dennoch können sowohl NBAA als auch PM-NBAA zum Suchen der Lösung des Ising-
Problems verwendet werden und die Wahrscheinlichkeit, die Zustände der globalen Mi-
nimierer zu messen, ist immer höher als das Messen anderer Basiszustände.
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In dieser Arbeit wurden Algorithmen der binären und nicht-binären Amplitudenverstär-
kung beschrieben und untersucht. Die Ergebnisse der Arbeit werden im nächsten Ab-
schnitt zusammengefasst. Anschließend wird ein Ausblick über weiterführende Frage-
stellungen und Verbesserungsmöglichkeiten gegeben.

7.1 Zusammenfassung der Arbeit

In dieser Arbeit wurde ein schaltkreis-basiertes Quantencomputing-Verfahren vorgestellt
und auf das Ising-Problem angewendet. Das betrachtete Verfahren NBAA [37] ist eine
nicht-binäre (Quanten-)Amplitudenverstärkung und ist ein iteratives Verfahren. Für die
Implementierung des Orakels wurde aus [28] übernommen und die Kodierung des Pro-
blems angepasst. Die Komplexität des Orakels liegt in 𝒪(𝑙𝑜𝑔(𝑁)2) bezüglich der Gatter-
anzahl. Bei NBAA ist die Wahrscheinlichkeit, die Lösung des Ising-Problems zu messen,
immer am höchsten im Vergleich zur Wahrscheinlichkeit, eine Nicht-Lösung zu messen.

Um die Wahrscheinlichkeit, die Lösung zu messen, und das approximation ratio
zu erhöhen, wurde NBAA angepasst, so dass die Grover-Phase-Matching-Bedingung ab
der zweiten Iteration näherungsweise erfüllt ist. Die Ausführung dieses Algorithmus
(PM-NBAA) liegt in 𝒪(

√
𝑁 log(𝑁)2) bezüglich der Gatteranzahl. Zum Lösen des Ising-

Problems muss der Algorithmus aber mehrfach ausgeführt werden.
Experimentell wurde durch die Anwendung von PM-NBAA im Vergleich zu NBAA

dieWahrscheinlichkeit, die Lösung zumessen, erhöht, das approximation ratio aber nicht.
Außerdem wurden beide Algorithmen mit UQIsing [28] verglichen. Auch hierbei wur-
den die Wahrscheinlichkeit, die Lösung zu messen, und das approximation ratio be-
nutzt. Sowohl NBAA als auch PM-NBAA können in Bezug auf die beidenMetriken nicht
mit UQIsing mithalten. Das approximation ratio beschreibt, wie nahe der Erwartungs-
wert der Energieniveaus der gemessenen Zustände an dem minimalen Energieniveau
des Ising-Problems, liegt. Wenn uns also nur die Wahrscheinlichkeit interessiert, den Mi-
nimierer zu messen, und die Wahrscheinlichkeiten, die Nicht-Lösungen zu messen, nur
in dem Sinne, dass sie geringer sind als die der Lösung, dann ist das approximation ratio
nicht geeignet, um die Effektivität des Algorithmus zu bewerten.

Beide in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmen, um das Ising-Problem global zu
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lösen, liegen im Bereich des Quantencomputings. Leider sind die Ressourcen und Lauf-
zeiten imQuantencomputingmomentan aber noch beschränkt und es können somit noch
nicht beliebig große Probleme in der Praxis gelöst werden.

7.2 Ausblick

Neben der hier gezeigten Erfüllung der Grover-Phase-Matching-Bedingung gibt es im
Hinblick auf zukünftige Entwicklungen einige weitere interessante Ansätze, um NBAA
zu verbessern.

Eine mögliche Forschungsrichtung wären alternative Implementierungen des 1-Re-
gister-Orakels, etwa [12]. Eine interessante Fragestellung ist, ob diese eine effizientere
Implementierung ermöglichen als in dieser Arbeit.

Weiterhin können sowohl der Startzustand als auch𝜑(𝑥) anders gewähltwerden. Ins-
besondere kann Vorwissen, wenn es vorhanden ist, bei der Wahl des Startzustands ein-
bezogen werden. Bei der Wahl von 𝜑(𝑥)wurde nur eine begrenzte Anzahl an Intervallen
[𝑎, 𝑏] betrachtet. Gerade das zusätzliche Variieren von 𝑎 kann weiterführend zu dieser
Arbeit untersucht werden. Außerdem kann für den Winkel 𝜑(𝑥) auch eine nicht-affine
Funktion benutzt werden. Ein vielversprechender Ansatz wäre, die natürliche Exponen-
tialfunktion oder den natürlichen Logarithmus zu benutzen. Bei geschickter Wahl könn-
te dann die Grover-Phase-Matching-Bedingung auch schon bei NBAA erfüllt sein. Wird
aber 𝜑(𝑥) eine nicht-affine Funktion, muss auch die Implementierung des 1-Register-
Orakels angepasst werden. Diese basiert in dieser Arbeit darauf, dass 𝜑(𝑥) eine affine
Funktion ist.

Der nächste Schritt, um PM-NBAA zu verbessern, ist, die Anzahl der Iterationen zu
optimieren: In der aktuellen Implementierung wird

√
𝑁-mal iteriert. Um die optimale

Anzahl an Iterationen zu finden, könnte cos(𝜃𝑘𝑛𝑒𝑢) analytisch untersucht und die Iteration
abgebrochen werden, sobald cos(𝜃𝑘𝑛𝑒𝑢) nicht mehr positiv ist.
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A
Anhang

A.1 Detaillierte Herleitung des 1-Register-Orakels als Rotation

Für die Implementierung des 1-Register-Orakels als Rotation (Abschnitt 5.1) wurde ein
extra Cost-Qubit eingeführt. Nun soll für ein beliebiges 𝑥 das Cost-Qubit um ̃𝜖𝑥 (5.4)
gedreht werden. Sei 𝐷 der betraglich maximale Wert aller 𝜖𝑥 (5.2):

𝐷 ∶=
𝑛
∑
𝑖=1

|𝐶𝑖𝑖| + ∑
1≤𝑖<𝑗≤𝑛

|𝐶𝑖𝑗|. (A.1)

Weiterführend seien der Skalierungs- und Verschiebungsfaktor wie folgt definiert:

𝑑1 ∶= (𝑏 − 𝑎)
2𝐷

und 𝑑2 ∶= 𝑎 + 𝑏
2

. (A.2)

Die Rotation 𝑅𝑦 (5.7) um den Winkel

2 ̃𝜖𝑥 = −2𝑑1𝜖𝑥 + 2𝑑2 (A.3)

mit 𝜖𝑥 aus (5.2) lässt sich folgendermaßen umformen:

𝑅𝑦(2 ̃𝜖𝑥) = 𝑅𝑦(− 2𝑑1𝜖𝑥 + 2𝑑2) (A.4)

= 𝑅𝑦(− 2𝑑1𝜖𝑥) 𝑅𝑦(2𝑑2) (A.5)

= 𝑅𝑦(− 2𝑑1(
𝑛
∑
𝑖=1

𝐶𝑖𝑖(−1)𝑥𝑖 + ∑
1≤𝑖<𝑗≤𝑛

𝐶𝑖𝑗(−1)𝑥𝑖+𝑥𝑗)) 𝑅𝑦(2𝑑2) (A.6)

= 𝑅𝑦(− 2𝑑1
𝑛
∑
𝑖=1

𝐶𝑖𝑖(−1)𝑥𝑖) (A.7)

𝑅𝑦(− 2𝑑1 ∑
1≤𝑖<𝑗≤𝑛

𝐶𝑖𝑗(−1)𝑥𝑖+𝑥𝑗) 𝑅𝑦(2𝑑2).

Außerdem gilt: Für alle 𝑥𝑖 ∈ {0, 1} und alle 𝜃 ∈ ℝ ist

𝑅𝑦(2𝜃(−1)𝑥𝑖) = 𝑋𝑥𝑖𝑅𝑦(2𝜃)𝑋𝑥𝑖 . (A.8)
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Beweis. Sei 𝑥𝑖 = 0, dann gilt:

𝑅𝑦(2𝜃 (−1)𝑥𝑖) = 𝑅𝑦(2𝜃) = 𝐼2𝑅𝑦(2𝜃)𝐼2 = 𝑋𝑥𝑖𝑅𝑦(2𝜃)𝑋𝑥𝑖 (A.9)

Sei 𝑥𝑖 = 1, dann gilt:

𝑅𝑦(2𝜃 (−1)𝑥𝑖) = 𝑅𝑦(−2𝜃) = (cos(−𝜃) − sin(−𝜃)
sin(−𝜃) cos(−𝜃) ) (A.10)

= ( cos(𝜃) sin(𝜃)
− sin(𝜃) cos(𝜃)) (A.11)

und es gilt

𝑋𝑥𝑖𝑅𝑦(2𝜃)𝑋𝑥𝑖 = (0 1
1 0)(cos(𝜃) − sin(𝜃)

sin(𝜃) cos(𝜃) )(0 1
1 0) (A.12)

= (0 1
1 0)(− sin(𝜃) cos(𝜃)

cos(𝜃) sin(𝜃)) (A.13)

= ( cos(𝜃) sin(𝜃)
− sin(𝜃) cos(𝜃)) . (A.14)

Insgesamt folgt dann (A.8) für alle 𝑥𝑖 ∈ {0, 1} und alle 𝜃 ∈ ℝ.

Setzen wir (A.8) in (A.7) ein folgt

𝑅𝑦(2 ̃𝜖𝑥) = 𝑅𝑦(− 2𝑑1
𝑛
∑
𝑖=1

𝐶𝑖𝑖(−1)𝑥𝑖) (A.15)

𝑅𝑦(− 2𝑑1 ∑
1≤𝑖<𝑗≤𝑛

𝐶𝑖𝑗(−1)𝑥𝑖+𝑥𝑗) 𝑅𝑦(2𝑑2)

=
𝑛
∏
𝑖=1

𝑋𝑥𝑖𝑅𝑦(− 2𝑑1𝐶𝑖𝑖)𝑋𝑥𝑖 (A.16)

∏
1≤𝑖<𝑗≤𝑛

𝑋𝑥𝑖+𝑥𝑗𝑅𝑦(− 2𝑑1𝐶𝑖𝑗)𝑋𝑥𝑖+𝑥𝑗 ⋅ 𝑅𝑦(2𝑑2).
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𝑛

|⋅⟩ℎ 𝐻 𝐻

|⋅⟩𝑥 𝐻⊗𝑛

𝑈𝜃
𝜑

|⋅⟩𝑐

|𝑞1⟩ |𝑞2⟩ |𝑞3⟩|𝑞0⟩

Abbildung A.1: Schaltkreis zum Schätzen von cos(𝜃). Das Hilfsqubit |ℎ⟩wird im Zustand |0⟩, das 𝑛-Qubit-Regster
wird mit 𝐻⊗𝑛 in den perfekt überlagerten Zustand und das Cost-Qubit |𝑐⟩ in den Zustand |0⟩ initialisiert. An-
schließend wird auf |ℎ⟩ erst ein Hadamard-Gatter, dann das veränderte Orakel𝑈𝜃

𝜑 von |ℎ⟩ kontrolliert auf |𝑥⟩ und
|𝑐⟩ und dann noch ein Hadamard-Gatter auf |ℎ⟩ angewendet. Am Ende wird |ℎ⟩ in der Rechenbasis gemessen.

A.2 Beweis: Approximation von cos(𝜃)

Einer der Vorteile der Implementierung des 1-Register-Orakels als Rotation ist es, dass
cos(𝜃) (4.17)mitwenigRechenaufwandgeschätztwerden kann (siehe auchAbschnitt 5.3).
Um cos(𝜃) zu approximieren,wird ̃𝑈𝜑 (5.12) somodifiziert, dass derOperator hermitesch
ist:

𝑈𝜃
𝜑 =

⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑅𝜃
𝑦(2𝜑(0)) 0 ... 0

0 ... ... ...
... ... ... 0
0 ... 0 𝑅𝜃

𝑦(2𝜑(𝑁 − 1))

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

. (A.17)

Die Matrix 𝑅𝜃
𝑦(2𝜑(𝑥)) ist für alle 𝑥 folgendermaßen definiert:

𝑅𝜃
𝑦(2𝜑(𝑥)) = (cos(𝜑(𝑥)) sin(𝜑(𝑥))

sin(𝜑(𝑥)) − cos(𝜑(𝑥))) . (A.18)

Wirwollen nun zeigen, dass die geschätztenWahrscheinlichkeiten 𝑝(0)und 𝑝(1), die nach
Ausführen des Schaltkreises in Abbildung A.1 erhalten wurden, mit

𝑝(0) − 𝑝(1) = cos(𝜃) (A.19)

zum Approximieren von cos(𝜃) genutzt werden können.

Beweis. Der Startzustand ist

|𝑞0⟩ = |0⟩ ⊗ 1√
𝑁

𝑁−1
∑
𝑥=0

|𝑥⟩ ⊗ |0⟩ . (A.20)

Nachdem 𝐻 auf |ℎ⟩ angewendet wurde, ist das System im Zustand

|𝑞1⟩ =
1√
2
(|0⟩ + |1⟩) ⊗ 1√

𝑁

𝑁−1
∑
𝑥=0

|𝑥⟩ ⊗ |0⟩ (A.21)

= 1√
2

1√
𝑁

𝑁−1
∑
𝑥=0

(|0⟩ + |1⟩) ⊗ |𝑥⟩ ⊗ |0⟩ . (A.22)
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Der Zustand nach dem Anwenden von 𝑈𝜃
𝜑 kontrolliert durch |ℎ⟩ ist:

|𝑞2⟩ =
1√
2

1√
𝑁

𝑁−1
∑
𝑥=0

[ |0⟩ ⊗ |𝑥⟩ ⊗ |0⟩ + |1⟩ ⊗ 𝑈𝜃
𝜑 |𝑥⟩ ⊗ |0⟩ ] (A.23)

= 1√
2

1√
𝑁

𝑁−1
∑
𝑥=0

[ |0⟩ ⊗ |𝑥⟩ ⊗ |0⟩ (A.24)

+ |1⟩ ⊗ |𝑥⟩ ⊗ (cos(𝜑(𝑥)) |0⟩ + sin(𝜑(𝑥)) |1⟩)]

= 1√
2
|0⟩ ⊗ ( 1√

𝑁

𝑁−1
∑
𝑥=0

|𝑥⟩) ⊗ |0⟩ (A.25)

+ 1√
2
|1⟩ ⊗ 1√

𝑁

𝑁−1
∑
𝑥=0

[ |𝑥⟩ ⊗ (𝜑(𝑥)) |0⟩ + sin(𝜑(𝑥)) |1⟩)].

Nachdem 𝐻 erneut auf |ℎ⟩ angewendet wurde, ist das System im Zustand

|𝑞3⟩ =
1√
2

1√
2
(|0⟩ + |1⟩) ⊗ ( 1√

𝑁

𝑁−1
∑
𝑥=0

|𝑥⟩) ⊗ |0⟩ (A.26)

+ 1√
2

1√
2
(|0⟩ − |1⟩) ⊗ 1√

𝑁

𝑁−1
∑
𝑥=0

[ |𝑥⟩ ⊗ (cos(𝜑(𝑥)) |0⟩ + sin(𝜑(𝑥)) |1⟩)]

= 1
2

1√
𝑁
(|0⟩ + |1⟩) ⊗ (

𝑁−1
∑
𝑥=0

|𝑥⟩) ⊗ |0⟩ (A.27)

+ 1
2

1√
𝑁
(|0⟩ − |1⟩) ⊗

𝑁−1
∑
𝑥=0

[ cos(𝜑(𝑥)) |𝑥⟩ ⊗ |0⟩ + sin(𝜑(𝑥)) |𝑥⟩ ⊗ |1⟩ ]

= 1
2

1√
𝑁

𝑁−1
∑
𝑥=0

[ |0, 0, 𝑥⟩ + |1, 0, 𝑥⟩ + cos(𝜑(𝑥)) |0, 0, 𝑥⟩ (A.28)

+ sin(𝜑(𝑥)) |0, 1, 𝑥⟩ − cos(𝜑(𝑥)) |1, 0, 𝑥⟩ − sin(𝜑(𝑥)) |1, 1, 𝑥⟩ ]

= 1
2

1√
𝑁

𝑁−1
∑
𝑥=0

[ |0, 0, 𝑥⟩ + cos(𝜑(𝑥)) |0, 0, 𝑥⟩ + sin(𝜑(𝑥)) |0, 1, 𝑥⟩ (A.29)

+ |1, 0, 𝑥⟩ − cos𝜑(𝑥)) |1, 0, 𝑥⟩ − sin(𝜑(𝑥)) |1, 1, 𝑥⟩ ]

= 1
2

1√
𝑁

𝑁−1
∑
𝑥=0

[(1 + cos(𝜑(𝑥))) |0, 0, 𝑥⟩ + sin(𝜑(𝑥)) |0, 1, 𝑥⟩ (A.30)

+ (1 − cos(𝜑(𝑥))) |1, 0, 𝑥⟩ − sin(𝜑(𝑥)) |1, 1, 𝑥⟩ ].

Für die Wahrscheinlichkeiten „0” beziehungsweise „1” zu erhalten, wenn |ℎ⟩ gemessen
wird, ergibt sich dann

𝑝(0) = 1
4
1
𝑁

𝑁−1
∑
𝑥=0

[(1 + cos(𝜑(𝑥)))2 + sin(𝜑(𝑥))2] (A.31)

= 1
4
1
𝑁

𝑁−1
∑
𝑥=0

[1 + cos(𝜑(𝑥))2 + 2 cos(𝜑(𝑥)) + sin(𝜑(𝑥))2] (A.32)
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und

𝑝(1) = 1
4
1
𝑁

𝑁−1
∑
𝑥=0

[(1 − cos(𝜑(𝑥)))2 + sin(𝜑(𝑥))2] (A.33)

= 1
4
1
𝑁

𝑁−1
∑
𝑥=0

[1 + cos(𝜑(𝑥))2 − 2 cos(𝜑(𝑥)) + sin(𝜑(𝑥))2] (A.34)

und somit gilt

𝑝(0) − 𝑝(1) = 1
4
1
𝑁

𝑁−1
∑
𝑥=0

[2 cos(𝜑(𝑥)) − (−2 cos(𝜑(𝑥)))] (A.35)

= 1
𝑁

𝑁−1
∑
𝑥=0

cos(𝜑(𝑥)) (A.36)

= cos(𝜃). (A.37)

A.3 Detaillierte Herleitung des Iterationsverhaltens von
PM-NBAA

In Abschnitt 6.2 wird unter anderem das Iterationsverhalten von PM-NBAA untersucht.
Dies wird hier mit mehr Details hergeleitet: Beschreibe

|Ψ̂𝑘⟩ =
𝑁−1
∑
𝑥=0

( ̂𝑎𝑘(0, 𝑥) |0, 𝑥,+i⟩ + ̂𝑎𝑘(1, 𝑥) |1, 𝑥,+i⟩) (A.38)

den Zustand nach 𝑘 ∈ {0, ...,𝐾} Iterationen. Betrachten wir nun eine Iteration mit 𝑘 > 0,
dann lässt sich aus |Ψ̂𝑘⟩

|Ψ̂𝑘+1⟩ = SΨ̂0
Û𝜑𝑘 |Ψ̂𝑘⟩ (A.39)

= SΨ̂0
Û𝜑𝑘

𝑁−1
∑
𝑥=0

( ̂𝑎𝑘(0, 𝑥) |0, 𝑥,+i⟩ + ̂𝑎𝑘(1, 𝑥) |1, 𝑥,+i⟩) (A.40)

= 2|Ψ̂0⟩⟨Ψ̂0|
𝑁−1
∑
𝑥=0

( ̂𝑎𝑘(0, 𝑥)ei𝜑
𝑘(𝑥) |0, 𝑥,+i⟩ + ̂𝑎𝑘(1, 𝑥)e−i𝜑𝑘(𝑥) |1, 𝑥,+i⟩)

(A.41)

−
𝑁−1
∑
𝑥=0

( ̂𝑎𝑘(0, 𝑥)ei𝜑
𝑘(𝑥) |0, 𝑥,+i⟩ + ̂𝑎𝑘(1, 𝑥)e−i𝜑𝑘(𝑥) |1, 𝑥,+i⟩)

= 2 cos(𝜃𝑘𝑛𝑒𝑢)|Ψ̂0⟩ (A.42)

−
𝑁−1
∑
𝑥=0

( ̂𝑎𝑘(0, 𝑥)ei𝜑
𝑘(𝑥) |0, 𝑥,+i⟩ + ̂𝑎𝑘(1, 𝑥)e−i𝜑𝑘(𝑥) |1, 𝑥,+i⟩)

=
𝑁−1
∑
𝑥=0

((2 cos(𝜃𝑘𝑛𝑒𝑢) − ̂𝑎𝑘(0, 𝑥)ei𝜑
𝑘(𝑥)) |0, 𝑥,+i⟩ (A.43)

+ (2 cos(𝜃𝑘𝑛𝑒𝑢) − ̂𝑎𝑘(1, 𝑥)e−i𝜑𝑘(𝑥)) |1, 𝑥,+i⟩)
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berechnen. Der neue gewichtete Mittelwert der cos(𝜑𝑘(𝑥)) ergibt sich folgendermaßen:

cos(𝜃𝑘𝑛𝑒𝑢) = ⟨Ψ̂0|
𝑁−1
∑
𝑥=0

( ̂𝑎𝑘(0, 𝑥)ei𝜑
𝑘(𝑥) |0, 𝑥,+i⟩ + ̂𝑎𝑘(1, 𝑥)e−i𝜑𝑘(𝑥) |1, 𝑥,+i⟩) (A.44)

= 1√
2𝑁

𝑁−1
∑
𝑦=0

̂𝑎𝑘(0, 𝑦)𝑒𝑖𝜑
𝑘(𝑦) + ̂𝑎𝑘(1, 𝑦)𝑒−𝑖𝜑𝑘(𝑦). (A.45)
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