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Kurzfassung

In der Strahlentherapie ist die inverse Planungsoptimierung ein zentraler Bestandteil,
um eine hohe Dosis im Tumorvolumen zu erzielen und gleichzeitig Risikoorgane best-
moglich zu schonen. Ziel dieser Arbeit ist es, verschiedene Modellierungsansitze fiir
die inverse Planungsoptimierung im Bereich der intensitdtsmodulierten Strahlentherapie
(IMRT) mathematisch zu formulieren und hinsichtlich der Effizienz und Anwendbarkeit
zu vergleichen. Dazu werden zwei Ansdtze betrachtet. Der direkte Ansatz verwendet
eine Berechnung von Absorptionskoeffizienten wihrend der Optimierung, was zu einem
konzeptionell einfachen, aber numerisch aufwendigen Verfahren fiihrt. Der zweite Ansatz
beruht auf einer Vorberechnung vor der Optimierung und speichert die Absorptionskoef-
fizienten in einer Gewichtungsmatrix. Dadurch kann das Problem als lineares Programm
(LP) formuliert werden. Wéhrend der direkte Ansatz einen allgemeinen Solver fiir Pro-
bleme mit Nebenbedingungen nutzt, erlaubt die LP-Formulierung die Nutzung eines
speziellen LP-Solvers. Die numerischen Experimente zeigen, dass die lineare Formulie-
rung mit LP-Solver die effizienteste Losung liefert und die direkte Methode im Vergleich
deutlich langsamer ist. Insgesamt werden die Grenzen des direkten Ansatzes und die
Vorteile der Vorberechnung gezeigt. Die Arbeit tragt zur methodischen Einordnung von
Modellierungs- und Loésungsanséitzen in der inversen Planungsoptimierung bei und ver-
deutlicht, wie stark sich die Wahl der Modellierung und des Solvers auf die Rechenzeit
und die Praktikabilitdt auswirkt.

Abstract

In radiation therapy, inverse treatment planning is a key component to achieve a high
dose in the tumor volume while sparing organs at risk. The aim of this thesis is to ma-
thematically formulate different modeling approaches for inverse planning in the field of
intensity modulated radiation therapy (IMRT) and to compare them in terms of effi-
ciency and applicability. Two approaches are considered. The direct approach computes
beam interactions during the optimization, which results in a conceptually simple but
numerically expensive procedure. The second approach performs a precalculation step
and stores the beam interactions in a weighting matrix. This allows to formulate the
problem as a linear program (LP). While the direct method relies on a general solver for
constrained problems, the LP formulation additionally enables the use of a specialized
LP solver. Numerical experiments demonstrate that the LP formulation combined with
an LP solver provides the most efficient solution, whereas the direct method is consi-
derably slower in comparison. Overall, the study highlights the limitations of the direct
approach and the advantages of precalculation. This work addresses the methodological
classification of modeling and solution strategies in inverse treatment planning and illus-
trates the significant impact of model formulation and solver choice on computational
time and practical applicability.
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Kapitel 1: Einleitung und theoretischer Hintergrund

Die Planung der Strahlentherapie ist eine komplexe Problemstellung und zentraler Be-
standteil in der modernen Medizin. Eine Strahlentherapie ist eine kurative oder pallia-
tive Behandlung von Tumorgewebe, die hdufig in Kombination mit einer Resektion des
Tumors oder einer Chemotherapie eingesetzt wird. Diese Arbeit ldsst sich in eine Rei-
he von Verfahren zur Berechnung von Dosisverteilungen und deren klinischen Verwen-
dung in der heutigen Krebs- und Tumorbehandlung einordnen [2, 7, 14]. Dabei spielen
mathematische Methoden eine wichtige Rolle. Optimierungsverfahren ermoglichen es,
Strahlenpléne zu generieren, die fiir den jeweiligen klinischen Anwendungsfall benétigt
werden. Ein Bestrahlungsplan ist eine numerische Simulation der Dosisverteilung unter
festgelegten Bestrahlungsparametern, wie die Anzahl und Positionierung der verwen-
deten Strahlquellen. Bestehende Verfahren werden kontinuierlich weiterentwickelt, um
genauere Ergebnisse und eine hohere klinische Genauigkeit zu erméoglichen [8].

1.1 Strahlentherapie

Die Strahlentherapie ist eine zentrale Disziplin in der modernen Krebsbehandlung. Etwa
50% aller Krebspatienten erhalten wiahrend des Verlaufs ihrer Erkrankung eine Strah-
lentherapie [2, 5]. Diese ist neben der Chirurgie und der Chemotherapie eine von drei
Hauptbehandlungsmethoden in der Tumortherapie. Oft wird die Strahlentherapie in
Kombination mit einer Resektion des Tumors oder einer Chemotherapie eingesetzt, da
ein einzelnes Verfahren den Tumor aufgrund der geometrischen Struktur des Gewebes
nicht ausreichend reduzieren oder entfernen kann [20, Kapitel 19; 10].

Der Einsatz von Strahlentherapie findet vor allem in der lokalen Kontrolle von Tumo-
ren statt. Diese sollen durch die Anwendung der Therapie vor allem am Weiterwachsen
gehindert werden. Es wird hauptséchlich zwischen zwei Anwendungsfillen von Strah-
lentherapie unterschieden: Die kurative Strahlentherapie, wenn die Mo6glichkeit besteht,
den Patienten zu heilen. Bei Patienten ohne Heilungschancen, zum Beispiel auf Grund
von Metastasen, spricht man von einer palliativen Strahlentherapie.

Bevor die Bestrahlung des Patienten beginnen kann, wird nach der Diagnose zunéchst
ein Bestrahlungsplan erstellt. Dafiir wird ein Patientenmodell mit Hilfe einer Computer-
tomographie (CT) erstellt. Das CT liefert nicht nur eine Aufnahme mit Informationen
iiber die geometrische Lage des Tumors und der Risikoorgane (OARs), sondern auch
tiber die Absorptionskoeffizienten des vorliegenden Gewebes [20, Kapitel 19]. Als Risiko-
organe werden Organe bezeichnet, die bei einer Bestrahlung beschidigt werden kénnen.
In den meisten Féllen bezieht sich diese Bezeichnung auf gesunde Organe, die sich im Be-
strahlungsfeld bei einer Strahlentherapie befinden [21]. Auf der Grundlage dieser Daten
und des Planungsziels werden die Bestrahlungsparameter festgelegt, das heif3t

e Art und Energie der Strahlung und

e Anzahl, Form und Gewichtung der Bestrahlungsfelder.
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Anhand dieser Parameter wird dann eine Berechnung der Dosisverteilung durchgefiihrt,
die Dosiskalkulation. Es handelt sich also um eine Simulation der Bestrahlung des Pa-
tienten mit den vorher festgelegten Bestrahlungsparametern. Im Anschluss erhélt man
eine Dosisverteilung, die mit den CT-Informationen tiberlagert wird [20, Kapitel 19;
16]. Eine solche Uberlagerung findet sich in [20, Kapitel 24]. Der Bestrahlungsplan wird
anschlieffend bewertet und die Planparameter angepasst bis der Plan den klinischen An-
forderungen entspricht. Abschliefend steht ein vollstdndiger Plan, der noch einmal von
einem Medizinphysiker und Strahlentherapeuten gepriift wird. Der Planungsprozess ist
dann abgeschlossen.

Da bei der Strahlentherapie in jedem Fall nicht nur das Zielvolumen beschadigt wird,
sondern auch das gesunde Gewebe und Risikoorgane, die an das Zielvolumen angrenzen,
ist eine moglichst exakte Planung notwendig [2]. Die Moglichkeiten zur Bestimmung
der Dosis sind in der Realitdt durch duflere Faktoren beeinflusst, da unter anderem der
Korper eines Patienten durch die Atmung nicht vollsténdig fixiert werden kann um einen
Tumor zu bestrahlen [8].

Bei der herkémmlichen Strahlentherapie werden die Bestrahlungsparameter festgesetzt
und in jeder Iteration der Optimierung angepasst. Dieser Prozess wird als Vorwdrtspla-
nung bezeichnet. Mit Einfithrung der intensitdtsmodulierten Strahlentherapie (IMRT)
in den 1990er Jahren wurde die Verbesserung dieser Plane immer weiter automatisiert.
Dadurch wurden in der Bestrahlungsplanung immer mehr mathematische Methoden
der Optimierung eingesetzt. Durch die Automatisierung kann die inverse Planung auf
Basis weniger globaler Parameterbedingungen umgesetzt werden [20, Kapitel 24]. Das
heifit, durch Vorgabe weniger Einschriankungen kann ein Bestrahlungsplan automatisch
berechnet werden kann.

Der Unterschied zwischen der herkdmmlichen und der IMRT-Planung wird in Abbil-
dung 1 deutlich. Eine &hnliche Abbildung ist auch in [6, Part I., Kapitel 2] zu finden.
Bei dieser Methode dienen nicht nur die Einstrahlrichtungen als Freiheitsgerade, son-
dern auch die Einstrahlfelder, wodurch eine Schonung der Risikoorgane erzielt werden
kann. Dabei wird aus fiinf bis neun Einstrahlrichtungen auf das Volumen gestrahlt. Die
raumliche Modulation der Einstrahlfelder wird durch Multileaf-Kollimatoren (MLC, eine
genaue Erkldrung ist in [20, Kapitel 20]) erreicht und kompensiert die fehlende Anpas-
sung der Position der Einstrahlrichtungen [20, Kapitel 24].

Zur Veranschaulichung ist in Abbildung 1 der Tumor in rot und das strahlensensitive
Gewebe, das OAR, in griin dargestellt. Der Tumor soll dabei eine hohe Strahlung er-
halten. Die Schwierigkeit besteht darin, dass das OAR nur einen geringen Abstand zum
Zielvolumen hat. In 1a liegt das Risikoorgan im Schnitt aller Strahlenfelder. Eine ausrei-
chende Bestrahlung des Tumors fiihrt damit, je nach Toleranz des Risikoorgans, zu einer
Uberdosierung im OAR. Durch die intensititsmodulierten Bestrahlungsfelder kann eine
héhere Dosis im Zielvolumen bei Geometrien wie in Abbildung 1 erreicht werden. Man
erkennt, dass die Intensitdtsfunktion in Bereichen, die ausschliefSlich auf das Zielvolumen
gerichtet sind, einen hoheren Wert annimmt als in Bereichen, die direkt auf das OAR
gerichtet sind.

Im Folgenden steht der IMRT-Ansatz im Fokus und soll durch ein einfaches Modell
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Abbildung 1: Die Abbildung ist aus [20, Kapitel 24] iibernommen. a zeigt die konformale
Therapie mit offenen Bestrahlungsfeldern. In b ist die Verwendung von intensitdtsmo-
dulierten Bestrahlungsfeldern gezeigt.

dargestellt werden. Dafiir werden wir im néchsten Abschnitt einige notwendige Grund-
lagen betrachten.

1.2 Grundlagen der Strahlenphysik

In der Medizinphysik wird hauptséchlich mit Photonenenergien im Bereich von 1keV bis
10 MeV gearbeitet. In diesem Bereich sind im wesentlichen drei Wechselwirkungsprozesse
relevant und treten auf, wenn ein Photonenstrahl auf ein Medium trifft [20, Kapitel 1]:

o Absorption,
e Streuung, sowie
o Erzeugung eines Elektronen-Positronen-Paares.

Ein Teil der Strahlungsenergie wird durch das Medium aufgenommen. Photonen wech-
selwirken mit Atomen und Molekiilen. Dabei wird Energie auf Elektronen iibertragen,
die dann Ionisation und Anregungsprozesse hervorrufen kénnen. Die Energie fiihrt zu
Ionisierung, Bildung freier Radikale und DNA-Schiden. Durch diese Prozesse kénnen
biologische und chemische Schidden im gesunden Gewebe verursacht werden [20, Kapitel
1]. Dadurch kann es zu irreversiblen Zellschédden bis hin zum Zelltod kommen. Die Pro-
zesse sind also entscheidend fiir die strahlenbiologische Wirkung der Behandlung. Durch
eine gezielte Dosis im Tumor kann Tumorzellsterben erreicht werden [2]. Gleichzeitig
besteht ein Risiko fiir gesundes Gewebe. Deshalb ist die Therapieplanung auf Grundlage
von Dosissimulationen notwendig.

Absorption und Streuung haben unterschiedliche Auswirkungen auf die Dosisvertei-
lung. Absorption fithrt zu einer Abnahme der Intensitit des priméren Strahls entlang
einer Strecke. Streuung dagegen lenkt Photonen sowie durch Sekundérelektronen ver-
mittelte Energie aus der Primérrichtung um und fithrt dadurch zu einer Dosis auflerhalb
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des zentralen Strahls [20, Kapitel 1]. Durch das Zusammenstofien der Photonen mit den
Elektronen des Gewebes werden diese abgelenkt und &ndern ihre Richtung oder werden
absorbiert. Die Streuung setzt sich aus der kohérenten (Rayleigh-) und der inkohérenten
(Compton-) Streuung zusammen. Des Weiteren kann ein Elektron-Positron-Paar entste-
hen. Jeder der hier genannten Prozesse hat die Absorption oder Ablenkung des Photons
zur Folge.

Da diese Arbeit eine vereinfachte Modellformulierung verfolgt, wird im Folgenden die
Streuung nicht explizit beriicksichtigt. Das Lambert-Beer’sche Gesetz beschreibt aus-
schliefllich die exponentielle Abschwéichung eines priméren Strahls durch Absorption [20,
Kapitel 8; 1]. Die Intensitét i(At) nach der Absorption y iiber eine durchstrahlte Strecke
At folgt dem Lambert-Beer’schen Gesetz

H(AL) =g - e A, (1)

wobei ip die Anfangsintensitdt, p € R>o der lineare Abschwéchungskoeffizient und
At € R>g die Weglidnge in dem Material ist (vgl. [3, Kapitel 1; 1; 20, Kapitel 1]. Oft
wird fir die Abschwichung der Massenabschwichungskoeffizient % angegeben. Der Ab-
schwéchungskoeffizient hangt sowohl von der Photonenenergie in MV als auch von der
Ordnungszahl des Absorbers ab.

Die prézise Modellierung des Gewebes und damit der Absorption und Streuung sind es-
sentiell fiir die Dosiskalkulation. Ungenauigkeiten fiihren zur Uberschiitzung, wie hiufig
bei Typ-1-Kalkulationsmethoden (siehe Abschnitt 1.3), oder Unterschétzung der depo-
nierten Dosis.

1.3 Dosiskalkulationsverfahren

Die Verfahren zur Dosiskalkulation sind grundlegend fiir die Planung einer Bestrahlung.
Seit der ersten Anwendung von Strahlentherapie sind die Methoden weiter entwickelt
worden und moderne Anséitze entstanden. Besonders die Genauigkeit der Dosiskalkula-
tion und die Geschwindigkeit der Berechnung sind dabei im Fokus, um méglichst exakte
Ergebnisse zu erlangen und den Planungsprozess zu beschleunigen. Die grundlegenden
Methoden lassen sich in zwei Klassen unterteilen und werden im Folgenden kurz darge-
stellt.

Methoden vom Typ 1 basieren auf dquivalenten Weglédngen, die genutzt werden, um
Inhomogenitéaten im Gewebe zu korrigieren. Der Elektronentransport wird nicht model-
liert. Anderungen der Dichte werden entlang der eindimensionalen Strahlen beriicksich-
tigt, um die Verdnderung in der Absorption zu erfassen. Dabei wird die Streuung der
Strahlung im Gewebe nicht betrachtet. In der Praxis verhalten sich Typ-1-Algorithmen
dichteabhéngig. Solche Algorithmen neigen dazu, die Dosis in Bereichen mit geringe-
rer Elektronendichte zu iiberschitzen, was zu einer Unterdosierung des Tumors fiihrt,
und sie in Bereichen mit hoherer Elektronendichte zu unterschiatzen. Damit kann das Be-
handlungsziel verfehlt werden [15, 7]. Ein typisches Beispiel fir einen Typ-1-Algorithmus
ist der Pencil-Beam-Algorithmus. Er basiert auf der Zerlegung eines Bestrahlungsfeldes
in viele schmale Teilstrahlen (,Pencil Beams*). Die Dosisberechnung beruht auf Mes-
sungen der Tiefendosis. In der Praxis wird der Pencil-Beam-Algorithmus durch laterale
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GauB-Funktionen erweitert, die Strahlprofile approximieren. Dadurch kann Streuung
approximiert werden [13].

Im Gegensatz dazu beriicksichtigen die Methoden vom Typ 2 zusétzlich den Elek-
tronentransport, wobei Elektronen- und Photonentransport approximiert werden. Die
Dichte fiir die Absorption wird dreidimensional abgetastet. Ein Beispiel ist hier der
Collapsed-Cone-Algorithmus.

Zwischen diesen Methoden bestehen grofie Unterschiede, die sich vor allem auf die
Genauigkeit der Berechnung und damit insbesondere die Vorhersage, wie viel Strahlung
im Zielvolumen ankommt, auswirken. Der Algorithmus, mit dem die Verfahren vergli-
chen werden, ist der Monte Carlo Algorithmus. Dieser liefert in der Regel die hochste
Genauigkeit, allerdings auf Kosten deutlich hoherer Rechenzeit [14, 12, 7]. Der Monte
Carlo Algorithmus basiert auf Berechnungen mit randomisierten unabhéngigen Zahlen
und statistischer Analyse, die auf zuvor simulierten Ergebnissen beruht. Es werden sto-
chastische Modellierung von Photonen- und Elektronentransport durchgefiihrt, dabei
werden zuféllige Partikelbahnen durch das Gewebe simuliert und die resultierende Do-
sisverteilung wird statistisch ausgewertet. Der Algorithmus ldsst sich nach [18] in vier
Teilschritte unterteilen.

Zu Beginn einer neuen Simulation wird ein deterministisches Modell zur Beschreibung
des Bestrahlungsszenarios erstellt. Anschliefend werden bekannte Eingangsgréfien, etwa
aus existierenden Patientendaten, verwendet, um die Verteilung der relevanten Varia-
blen zu bestimmen. Danach finden die stochastischen Simulationen statt, bei denen die
zufilligen Partikelpfade berechnet werden. Durch die Simulationen der Teilchenpfade
entstehen unterschiedliche Abbildungen des Strahlentransports im Gewebe. Die Ergeb-
nisse werden statistisch analysiert, um die Dosisverteilung im Zielvolumen und dem
umgebenden Gewebe abzuschétzen [4, 18].

Ein Vergleich verschiedener Typ 1 und Typ 2 Methoden mit dem Monte Carlo Algo-
rithmus zeigte, dass vor allem einfache Typ 1 Algorithmen die im Zielvolumen deponierte
Dosis iiberschétzen, wenn die Elektronendichte kleiner als als eins ist. Ist die Elektro-
nendichte grofler als eins ist konnen sie auch unterschétzen [7, 14]. Beispielsweise wird
die deponierte Dosis im Bereich der Lunge aufgrund der geringen Elektronendichte eher
tiberschitzt [7; 20, Kapitel 24].

1.4 Beitriage und Aufbau dieser Arbeit

In dieser Arbeit wird ein vereinfachtes Modell entwickelt, um die Prinzipien der Strah-
lentherapieplanung nachvollziehbar darzustellen. Ziel ist es, eine Dosisverteilung fiir ein
Bestrahlungsgebiet zu berechnen. Es wird ein zweidimensionaler Bereich mit einem Be-
strahlungsziel angenommen, auf dem mit Methoden der Optimierung die Intensititen
fiir eine Bestrahlungssimulation berechnet werden. Die in dieser Arbeit entwickelten
Verfahren sind stark simplifiziert und betrachten ausschliefSlich die Absorption der abge-
strahlten Intensitdten. Prazisere Simulationen werden in der Praxis zum Beispiel durch
den Monte-Carlo-Algorithmus erreicht [7, 14, 12]. Die Zielsetzung besteht vor allem in
der mathematischen Formulierung zur Problemlésung und der Umsetzung des Verfah-
rens auf eine zweidimensionale Schicht eines klinischen Beispiels. Alle Angaben zu Dosis-
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oder Intensitdtswerten sind relativ und stehen nicht im direkten Zusammenhang mit der
klinischen Anwendung.

Zu Beginn wird in Kapitel 2 das Strahlenmodell, was wir in dieser Arbeit verwen-
den wollen, dargestellt wird. Dieses soll ausschliellich die Absorption von Strahlung
modellieren. Dafiir wird ein 2D-Bereich als Grundlage fiir die Entwicklung eines stark
vereinfachten Verfahrens zur Dosiskalkulation klassifiziert.

In Kapitel 3 wird der Berechnungsansatz iiber eine Vorwarts-Funktion hergeleitet
und das Planungsproblem als Minimierungsproblem modelliert. Die Vorwérts-Funktion
soll Abschwéchungsgewichte auf Grundlage der Absorptionskoeffizienten berechnen. Das
Problem wird anschliefend aufgrund der linearen Struktur mittels einer Vorberechnung
in ein lineares Problem iiberfithrt. Die in der Vorberechnung erhaltenen Gewichte wer-
den in einer diinnbesetzten Matrix gespeichert. Abschlieend werden beide Verfahren
hinsichtlich der Laufzeit und eventueller Dosisunterschiede verglichen.

Im letzten Kapitel 4 wird das lineare Verfahren auf zwei realistische Beispiele ange-
wendet. Zunéchst wird eine realistisch konstruierte Geometrie verwendet und in einem
weiteren Schritt ein klinischer CT-Datensatz, um das Verfahren zu testen. Das Ergebnis
wird mit einer klinischen Dosisverteilung verglichen. Dadurch werden die Plausibilitét
und Limitationen des simplifizierten Modells und des darauf angewendeten Verfahrens
herausgestellt.




Kapitel 2: Mathematische Formulierung

In diesem Abschnitt wird das Strahlenmodell vorgestellt, das die Grundlage der Pla-
nungsoptimierung darstellt. AnschlieBend wird der darauf aufbauende 2D-Bereich er-
lautert. Der 2D-Bereich ist ein zweidimensionaler Schnitt eines dreidimensionalen Pla-
nungsgebiets, auf dem die Modellierung durchgefiihrt werden soll.

2.1 Strahlenmodell

Der Plan fiir eine Bestrahlung enthélt hauptséchlich drei wichtige Punkte:
e Das Isozentrum: der Mittelpunkt, um den die Bestrahlungsachse dreht,
o die Beampositionen und
o die Intensitatswerte.

Das Isozentrum ist der Mittelpunkt des Zielvolumens. Je nach Planungsziel kann die
Position variieren, da das Planungsziel individuell an den Patienten und damit an das
Tumorvolumen und die geometrischen Strukturen des Gewebes angepasst wird [20, Ka-
pitel 19]. Die Intensitétswerte liefern eine Dosisverteilung im bestrahlten Volumen, wobei
das Volumen durch Voxel diskretisiert wird. Im Zweidimensionalen kann man dazu die
Pixel des Bildes als Diskretisierung nutzen. Eine mogliche Diskretisierung ist anschaulich
in Abbildung 2 dargestellt. Dabei stellt der Vektor vom Eintrittspunkt bis zum Punkt
P den Weg eines Strahls im inhomogenen Gewebe dar. Jedes Voxel kann dabei genau
einen Dichtewert annehmen und hat damit einen festen Abschwéchungskoeffizienten.
Daher kann man die Dosisverteilung als Matrix mit auf den Voxeln basierenden Dosen
schreiben

0 < (dye) = D € R™v>Xme| 2)

Dabei héngt die Anzahl der Eintrdge von der Auflésung ab und liegt iiberlicherweise
im Bereich von 105-10° [19]. Tragen mehrere Strahler von einem oder verschiedenen
Beams zur Dosis in einem Voxel bei, addieren sich die Beitrdge linear. Die Beams sind
auflerhalb des Volumens angeordnet und haben einen Abstand d zum Isozentrum. Auf
die Beampositionen wird genauer im néachsten Abschnitt 2.2 eingegangen. Die Intensitat
aller Strahler wird in einem Intensitatsvektor i zusammengefasst

0<(ij) =i R, (3)

wobei J € N die Anzahl der Strahler aller Beams beschreibt. Ziel ist es die Intensitdt
so anzupassen, dass das Planungsziel mit den Tumorvolumen und Risikoorganen erfiillt
wird. Die Intention besteht darin, eine optimale Losung i* fiir das gegebene Planungs-
problem zu finden, sodass das Bestrahlungsziel eine ausreichenden Dosis erhélt und im
Risikogewebe eine vorgegebene Dosisgrenze nicht {iberschritten wird.
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Abbildung 2: Weg eines einzelnen Strahls (schwarz) durch ein inhomogenes Medium. In a
ist die kontinuierliche Darstellung und in b die diskretisierte Darstellung einer Geometrie
mit inhomogener Dichte abgebildet. Der Strahl durchlduft vom Eintrittspunkt E bist
zum Punkt P Gewebe mit unterschiedlicher Dichte (gelb und dunkelblau), von der die
Abschwichung abhingt. Abbildung aus [20, Kapitel 24]

2.2 Datensatz

Abbildung 3 zeigt den Testfall. Um die Analyse der Optimierung zu vereinfachen wird
ein zweidimensionales Volumenmodell angenommen, das auf einem quadratischen Bild
aufbaut. Das Isozentrum wird auf den Koordinatenursprung festgelegt. Das Bild hat eine
Seitenlénge von 20 cm und ist diskretisiert mit 256 x 256 Pixeln. Die Wahl der Auflésung
ist ein Kompromiss, um einerseits relevante Dosisunterschiede im Bild abbilden zu koén-
nen und andererseits die Rechenzeiten wihrend der Optimierung gering zu halten. Im
Zentrum des Bildes befindet sich ein Kreis mit Radius r = 1. Der Kreis représentiert
das Zielvolumen, welches etwa einen Tumor darstellt. Dieser liegt in einem kreisférmi-
gen Korper der Form mit Radius rx = 10. Die Flache um das Zielvolumen im Koérper
wird als Risikogewebe bezeichnet. Ein Beispiel ist normales Weichgewebe, das den Tu-
mor umschliefit. Das Risikogewebe soll geschont werden, also méglichst keine Strahlung
abbekommen.

Die Beampositionen sind in diesem Beispiel konzentrisch auflerhalb des Bildbereichs
angeordnet. Ein Beam stellt dabei einen Vektor von einzelnen Punktstrahlern dar, von
denen jeweils die Strahlen geradlinig auf das Target abgegeben werden. Der Beam-Vektor
wird anhand des Vektors vom Zentrum bis zum Mittelpunkt des Beams berechnet und
wird um 90° gedreht. Auf diesem Vektor werden dann die Strahler mit paralleler Strahl-
richtung auf das Target T mit einem vorgegebenen Abstand angeordnet. Der Mittelpunkt
jedes Beams hat in diesem Modell einen Abstand von d = /200 cm zum Zentrum des
Bildes. Dadurch liegen fiir die hier gewahlte Modellgréfle alle Strahler auflerhalb des
Bestrahlungsobjekts.

Die abgegebene Anfangsstrahlung ig erreicht das Target nicht, da zwischen Strahlan-
fang und dem betrachteten Pixel unterschiedliches Gewebe liegt. In Abbildung 3 ist eine
modellhafte Abschwichung dargestellt. Wie in Abschnitt 1.2 eingefiihrt, ist p der lineare
Abschwéachungskoeffizient des Gewebes [17]. Der Abschwichungskoeffizient wird in einer




2.2 Datensatz

Bestrahlungsintensitat fiir 5 Beams mit jeweils 18 Strahlern Abschwachung im Korper
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Abbildung 3: In der linken Abbildung sieht man den 2D-Bereich mit dem Target T
in Zentrum. Hier ist der Radius r7 = 2. Auflen befinden sich 5 Beams mit jeweils 18
Strahlern. Der Abstand zwischen den Strahlern betrdgt 0.5 cm. In der rechten Hélfte ist
eine Abschwéchungsmatrix abgebildet.

Matrix A € R"™v*™= gespeichert, wobei fiir dieses Modell m, = m, = 256 gilt. Daher
gilt fiir die Matrix A
A — (ay:v) — /J’Uyy'Ua: (4)

mit den Abschwichungskoeffizienten fi,, ., des Pixels (vz,vy). Die Abschwichungen wer-
den fiir jeweils ein Organ einheitlich festgelegt. Fiir den 2D-Bereich wird im Risikogewebe
eine Abschwichung von p = 0.03cm ™! angenommen. Als Standardmodell wird das fol-
gende Modell definiert:

Isozentrum Beams Strahler Abstand zwischen den Strahlern r

(0,0) 5 10 0.5 1

Tabelle 1: Standardmodell

Dieses Modell wird in dieser Arbeit als Referenz verwendet, um einen Bezug zwischen
verschiedenen Modellen herstellen zu kénnen.







Kapitel 3: Verfahrensansatze

In dieser Arbeit werden zwei Implementierungsvarianten untersucht. Beide Varianten
basieren auf einer Vorwértsberechnung, an die eine Optimierung der Strahlenintensita-
ten des inversen Planungsproblems gekoppelt ist. Die erste Variante wird in die zweite
iiberfiihrt, welche die Vorwértsberechnung vor der Optimierung durchfiihrt.

3.1 Inverse Planung

Die grundlegende Idee der Ansétze in dieser Arbeit beruht darauf, die von den Strahlern
deponierte Dosis in jedem Pixel des Volumens zu berechnen, dabei ist mit der depo-
nierten Dosis die transmittierte Strahlenintensitdt gemeint. Es muss also eine Vorwarts-
berechnung der Dosis ausgehend von der eingegebenen Intensitdt durchgefihrt werden.
Die Anzahl der Strahler und die Beampositionen werden vor der Berechnung festgelegt.
Um die Dosis in einem Pixel zu erhalten, wird jeder Strahl j € {1,...,J} mit einer
Schrittweite At € R<q diskretisiert. Der Strahl wird damit in diskrete Punkte mit ent-
sprechender Schrittweite unterteilt. Abbildung 4 zeigt eine solche Diskretisierung eines
Strahls.

15

....
Jat
10

-10

=15 T T T T T
=15 -10 =5 0 5 10 15

Abbildung 4: Eine Diskretisierung eines 20 cm x 20 cm Bildes mit 10 x 10 Pixeln. Blaue
Punkte stellen die Pixelmittelpunkte dar, schwarze Punkte mogliche Strahlerpositionen.
Ein Strahl ist als schwarze Gerade durch das Gitter dargestellt. Die Abtastung mit der
Schrittweite At = 0.5 ist durch die roten Punkte auf der Geraden dargestellt.
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VERFAHRENSANSATZE

Schneidet Strahl j ein Pixel, wird die dort deponierte Dosis in der Dosis-Matrix D
gespeichert. Das Ziel besteht darin, eine optimale Intensitétseinstellung fiir jeden Strah-
ler zu erreichen, damit das vorgegebene Planungsziel erfillt wird. Dabei werden hier
die Intensititen direkt optimiert, was in der Praxis nicht funktioniert, da eine feste
Photonenenergie festgelegt wird. Die unterschiedlichen Intensitdten werden dann durch
Anpassen der Bestrahlungsfelder erreicht (siche Kapitel 1.1).

Die Vorwarts-Funktion stellt die Berechnung der erhaltenen Dosis in jedem Pixel des
Bildes dar. Fiir jeden Strahler sind die Startintensitaten iy = (i1,...,475) vorgegeben.
Dazu sei

D:RY — R™X™Me - § = (iy,...,i5) — D(i), (5)

wobei J € N die Anzahl der Strahler ist, die gleichméBig auf die Beams verteilt sind.
(vg,vy) ist der Index eines Pixels v im Bildgitter mit v = (vz,vy) € {1,...,mg} X
{1,...,my}.

Die Dosis D[v](i) in jedem Pixel ergibt sich durch Aufsummieren der Beitrdge aller
Strahlen j = 1,...,J, die mit dem Pixel interagieren. Mit (1) kann die Dosis im Pixel v
durch
- Zfi’]l) Hv?gl,j)w;l,j) At

J
D[v](i) = z_:zj e (6)

dargestellt werden. Der letzte Diskretisierungsschritt entlang von Strahl j, der im Pixel
v liegt wird durch den Index k‘q()j ) angegeben. Die Summe im Exponenten gibt die Ab-
schwéchung bis zu dieser Stelle an, wobei Hob) | 19) die Abschwéchung im [-ten Schritt
von Strahl j beschreibt.

Um die zwei verfolgten Ansétze zu unterscheiden, werden diese im Folgenden mit
Ansatz A und Ansatz B bezeichnet. Da die Zielfunktion unabhéingig von der Art der
Berechnung ist, definieren wir fiir beide Ansitze A und B die Zielfunktion f : R/ — R
mit

f@) =~ > D)+ > D[u](i). (7)

(v)eT (v)¢T

T ist die Menge aller Pixel die sich im Target befinden. Da eine vorgegebene Mindestdosis
im Target erreicht werden soll, konnen wir die Zielfunktion um den Term iiber das Target
reduzieren. Uber den Strafterm mit Faktor A > 0 soll die Dosis im Risikogewebe reguliert
werden. Fiir die Berechnungen in diesem Modell wird A = 1 angenommen. Damit lésst
sich die Zielfunktion schreiben als

f@) = > D). (8)
)ET

Als Nebenbedingung wird Intensitéit i > 0 erzwungen. Des Weiteren wird eine maximale
Strahlenintensitit im,ay festgelegt. Dadurch kénnen lokale Hotspots vermieden und das
Risiko fiir gesundes Gewebe begrenzt werden. Damit kénnen wir das Planungsproblem

12



3.1 Inverse Planung

iber die Zielfunktion f wie folgt formulieren:
inf f(i .d.N.
LA

i>o0,
i < ima, (9)

> D[](i) > dmin.

(v)eT

Wir formulieren die Dosisanforderung fiir das Target 7 als die Summenbedingung iiber
alle Pixel, die sich im Target befinden. In diesem Fall wird diese Anforderung auf
dmin = 50 relative Einheiten festgelegt. Die Summenbedingung ist weniger restriktiv
als eine Pixel-Mindestbedingung und erlaubt lokale Unterschiede innerhalb von 7. Fiir
die Beispieldaten in 3.5 wahlen wir iy, = 20.

Verfahren ohne Vorberechnung

Der heuristische Ansatz (A) fiithrt eine Vorwéartsberechnung durch, indem von einer gege-
benen Anfangsstrahlung die dazugehorige Dosisverteilung im Volumen berechnet wird.
Dazu werden die einzelnen Strahlen j separat mit einer Schrittweite At abgelaufen. So
wird die deponierte Dosis in einem Pixel (v,,vy) iiber die Summe der Strahler, die dieses
Pixel schneiden, geméafi Gleichung (6) berechnet. In jedem Optimierungsschritt wird die-
se Berechnung wiederholt. Notwendig ist diese Berechnung vor allem dann, wenn sich die
Abschwichungskoeffizienten entlang der Strahlwege wahrend der Optimierung dndern.
Dies kénnte zum Beispiel durch Atem- und Organbewegungen entstehen, wird aber hier
nicht weiter betrachtet. Insgesamt hat diese Methode damit eine Laufzeit von O(J - L).
Dabei ist L die Anzahl der Diskretisierungsschritte pro Strahl in Abhéngigkeit von At.

Vorberechnung
Da wir fiir die Berechnung eine konstante Abschwéchung im Gewebe annehmen, kann
wie im zweiten Ansatz (B) zu Beginn eine Vorberechnung durchgefithrt werden. Es
werden fiir jeden Strahl j, unabhéngig von der Startintensitat i, Koordinaten und die
dazugehorigen Abschwéichungsgewichte in einer Liste beam_datal[j] gespeichert. Das
heifit, fiir jeden Pixel konnen alle Strahler abgerufen werden, die in einem Pixel Strahlung
deponieren. Zusétzlich kennt man dadurch direkt deren Abschwichungsgewichte. Die
Vorberechnung hat den gleichen Aufbau wie die Berechnung von Ansatz A und liegt
daher ebenfalls in O(J - L). Die Berechnung wird allerdings nur einmalig durchgefiihrt.
Mit (6) ergibt sich fiir die Abschwéichungsgewichte

- Zfﬁ) Bo(Lg) (0g) O
e y e

e

(10)

In jedem Schritt der Optimierung wird dann auf die vorberechneten Gewichte zuriick-
gegriffen. Damit reduziert sich das Modell und es gilt fiir jeden Pixel (vs, vy)

J
D)) = > ;- wi) = (i, wy) . (11)
j=1
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Durch die Vorberechnung der Abschwéchungsgewichte reduziert sich der Rechenaufwand
pro Funktionsauswertung auf Kosten eines hoheren Speicheraufwands. Bei schwierigen
Problemen kann das Auslesen der vorher berechneten Abschwéichungen dabei zu einer
Erhéhung der Laufzeit fithren. Um den Speicheraufwand der Vorberechnungsmethode auf
ein Minimum zu reduzieren, werden die Abschwichungsgewichte in einer diinnbesetzten
Matrix W gespeichert, da die meisten Pixel nicht von einem Strahl beriihrt werden und
damit Nulleintrige entstehen. Die Anzahl der Nulleintrage wird mit n bezeichnet. Die
Matrix W ergibt sich als

0<wp; =W R mit m,-m,=PecN. (12)

P stellt hier die Gesamtzahl aller Pixel dar, sodass sich fiir m, = m, = 256 also P =
65.536 ergibt. Alle Gewichte, die zu dem Strafterm beitragen, also im Risikogebiet liegen,
werden in einem Vektor ¢ € R’ mit

cj = Wy, (13)

p¢ET
gespeichert. Damit kann das Problem in ein lineares Problem (LP) der Form,
inf i,
icR/
udN. i>0,
i < 20, (14)
J
D> Wyyij > 50,
peT j=1

umformuliert werden.

3.2 Diinnbesetzte Matrix W

Die Matrix W € RP*/ ist die zentrale Struktur von Ansatz B. Sie kodiert fiir jeden
Strahler j und jeden Bildpunkt p die Abschwichungsgewichte des jeweiligen Pixels. Dabei
wird der zweidimensionale Bildindex (v, v,) durch eine flache Indizierung

p=(vy =1)-my+(vy —1) (15)

in einen eindimensionalen Index tiberfithrt. Die Matrix ist diinnbesetzt (engl. sparse),
da jeder Strahl nur eine kleine Teilmenge der Pixel beeinflusst. Diese Form der Speiche-
rung reduziert den Speicherbedarf und ermoglicht die vollstdndige lineare Modellierung
des Dosisproblems. Ein Beispiel fiir das gegebene Problem ist in Abbildung 5 fiir ein
stark reduziertes Bild mit geringerer Auflésung dargestellt. Die Eintrdge im Bereich des
Targets wurden dabei bewusst ausgeblendet, um die Struktur fiir die restlichen Pixel
besser sichtbar zu machen. Der Anteil der von Null verschiedenen Eintriage der Matrix
liegt bei 4%. Die diinnbesetzte Struktur bleibt bei komplexeren Strukturen und héherer
Auflésung erhalten. Der Anteil der nicht verschwindenden Eintrége ist hier sogar deut-
lich geringer und liegt bei 0.5% in den Testfillen aus Tabelle 2 und dem realistischen
Beispiel (siehe Abschnitt 4.1).
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3.4 Implementierung der Varianten

3.3 Einordnung der Verfahren

Die beiden vorgestellten Varianten zur inversen Planungsoptimierung basieren auf dem-
selben physikalischen Grundmodell, unterscheiden sich jedoch deutlich in ihrer Speicher-
und Berechnungskomplexitét.

In Abschnitt 3.1 wurde festgestellt, dass die einmalige Berechnung der Abschwichungs-
gewichte in O(L - J) liegt. Da diese bei der Optimierung mit Typ A in jeder Iteration
durchgefiihrt wird ist die Berechnungszeit deutlich gréfler als bei der linearen Formulie-
rung mit Gewichtsmatrix W. Durch das Speichern der Abschwichungsgewichte ist der
Speicheraufwand deutlich grofler, als wenn die Gewichte in jeden Schritt neu berechnet
werden. Die meisten der Eintrige sind in der Matrix jedoch Null, wodurch sich der Spei-
cheraufwand gut kontrollieren ldsst, da eine Speicherung als schwach besetzte Matrix
moglich ist.

Beide Verfahren nutzen die gleiche Form der Berechnung und &hneln vor allem dem
Pencil-Beam-Algorithmus [13]. Dies ist begriindet durch die Modellierung der Dosis ent-
lang aller Strahlpfade mit exponentieller Abschwéichung. Das heifit sie erfassen die Pho-
tonenabschwichung in die jeweilige Strahlrichtung, betrachten aber Streuung und Elek-
tronentransport nicht. Der Pencil-Beam-Algorithmus ist, wie in Abschnitt 1.3 erldutert,
physikalisch weniger genau als der Collapsed-Cone oder Monte Carlo Algorithmus, da
er stdrkere Approximationen verwendet und Streuung nur vereinfacht beriicksichtigt.

3.4 Implementierung der Varianten

Alle Algorithmen wurden in Python implementiert. In Algorithmus 1 ist die Berechnung
der diinnbesetzten Matrix W dargestellt. Fiir die Berechnungen wurde insbesondere das
Paket scipy.sparse mit der Funktion coo_matrix verwendet. Das COO-Format (Coor-
dinate Format) speichert die Koordinaten aller nicht verschwindenden Eintridge der Ma-
trix. Konkret werden drei Vektoren gespeichert. In diesen stehen die Zeilen und Spalten-
indizes sowie die dazugehorigen Eintrage. Durch diese Darstellung wird die Verwendung
der linearen Indizierung der Voxelkoordinaten verdeutlicht. Durch die Umwandlung des
COO-Formats in das CSR-Format lassen sich Matrix-Vektor Produkte schneller berech-
nen. Das CSR-Format (Compressed Sparse Row) speichert, genau wie das COO-Format,
nur Informationen iiber die von Null verschiedenen Eintrége. Dabei werden wieder drei
Vektoren gespeichert:

o die Eintrige,
o zugehorige Spalten der Eintrige,
e zugehorgie Zeilen der Eintrége.

Das COO-Format wird nur fir den Aufbau der diinnbesetzten Struktur verwendet.
Mit der Nutzung einer Target-Maske und Risiko-Maske kénnen entscheidende Gewe-
bestrukturen kontrolliert werden. Jeder Eintrag der Matrix W représentiert den Beitrag,
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den ein einzelner Strahler zu einem bestimmten Voxel liefert. Damit stellt W die Ver-
bindung zwischen den Intensitdten und der daraus resultierenden Dosisverteilung dar.

Algorithmus 1 Berechnung der diinnbesetzten Matrix W

Eingabe: Absorptionskoeffizienten u, Gitterkoordinaten X,Y, Strahldaten beam_data
aus der Vorberechnung

1: Initialisiere rows, cols, values

2: for Strahler j in beam_data do

3: Extrahiere Voxelkoordinaten (p,,py) und Gewichte w

4: Wandle Koordinaten (p,,p,) in linearen Indexvektor k& um > pY - Mgl + Dx
5: Fiige k zu rows, (j,...,7) mit Linge von k zu cols, w zu values hinzu

6: end for

7. W < coo_matrix(values, (rows, cols)) > Konstruiere diinnbesetzte Matrix
8 W + W.tocsr() > Umwandlung in CSR-Format
9

. Ausgabe: W e R(ma2ma1)xJ

Mit Hilfe von W lasst sich dann das in 3.1 formulierte Problem mit dem Trust-Region
Solver wie in Algorithmus 2 implementieren. Als Solver wird das Trust-Region-Verfahren
aus der Bibliothek von scipy.optimize mit der Funktion minimize und der Methode
trust_constr verwendet. Die Toleranz werden auf tol = 10~!2 und die Anzahl der
maximalen Iteration auf 1000 gesetzt, um ein friithzeitiges Stoppen des Solvers zu ver-
hindern und eine méglichst hohe numerische Genauigkeit zu erreichen. Die fiir das lineare

Algorithmus 2 LP-Formulierung mittels Trust-Region-Verfahren

Eingabe: Gewichtsmatrix W, Vektoren risk_sum, target_sum, obere Schranke ipax
1: Initialisiere i € R mit i = (10,...,10)
2: ¢ 4 risk_sum
3. Setze Zielfunktion: ¢! -4
4: Formuliere Nebenbedingungen:
e 120
e < z-max
e target_sum’ -i > ziel
Lose das Minimierungsproblem mit einem Trust-Region-Solver
Berechne DoseA < W -4

Umformen von DoseA in die gewiinschte Matrixform (mg2,m41)
Ausgabe: i*, DoseA, Zielfunktionswert

Problem optimale Variante ist in Algorithmus 3 implementiert. Diese geht aus der Im-
plementierung des Trust-Region-Verfahrens hervor. Als Solver wird der LP-Solver aus
der Bibliothek cvxpy verwendet.

Die beiden Implementierungen folgen damit einem einheitlichen Schema und lassen
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Algorithmus 3 LP-Formulierung mit LP-Solver

Eingabe: Gewichtsmatrix W, Vektoren risk_sum, target_sum, obere Schranke iyax
1: Initialisiere i € R/
2: ¢ 4+ risk_sum
3. Setze Zielfunktion: ¢! -
4. Formuliere Nebenbedingungen:

« i>0

b ZS imax

T

e target_sum’ -¢ > ziel

Lose das Optimierungsproblem mittels LP-Solver
Berechne DoseB «+ W -4

Umformen von DoseB in die gewiinschte Matrixform (mgo, m1)
Ausgabe: ¥, DoseB, Zielfunktionswert

sich dadurch im néchsten Abschnitt hinsichtlich der Laufzeit und Genauigkeit gegen-
iiberstellen.

3.5 Numerischer Vergleich der Implementierung

In diesem Abschnitt werden beide Implementierungen miteinander verglichen. Im Fo-
kus stehen insbesondere die Unterschiede der Dosiskalkulationen beider Varianten durch
Rundungsfehler. Weiterhin werden die Ergebnisse unterschiedlichen Optimierungsverfah-
ren verglichen. Durch dieses Vorgehen kann ausgeschlossen werden, dass sich die Fehler
der Dosiskalkulation und Optimierungsverfahren gegenseitig verstiarken oder abschwa-
chen.

3.5.1 Unterschiede der Dosiskalkulation

Um {iber die Unterschiede beider Varianten fundierte Aussagen treffen zu kénnen, werden
die Implementierungen gegeniibergestellt. Mit dem Variante A wird die Intensitédt direkt
mit der Abschwichung verrechnet. Bei Variante B werden alle Abschwéichungskoeffizi-
enten fiir jeden Pixel und Strahler in der Matrix W (siehe Abschnitt 3.2) gespeichert,
bevor die Dosisverteilung iiber eine Matrix-Vektor Multiplikation ausgegeben wird. Ins-
gesamt miissen bei der einmaligen Berechnung aller Abschwéchungskoeffizienten einige
mehrmals berechnet werden, da viele Pixel von mehreren Strahlen durchlaufen werden.
Da die Berechnung der einzelnen Abschwéichungskoeffizienten identisch ist, wurde sich
ausschliefflich auf die letztendlich berechnete Dosisverteilung fokussiert. Die von Ansatz
A wird mit D4 und die von Ansatz B mit Dp bezeichnet. Fiir alle Berechnungen wird
das in Kapitel 2 definierte Standardmodell (siche Tabelle 1) angewendet, um eine feste
Anzahl an Strahlen und Beams festzulegen.

In einem ersten Schritt betrachten wir den grofiten absoluten Fehler zwischen beiden
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Dosisverteilungen
Cabs = TAX [(Da)jk — (DB)jkl = [[Da — Dpllco
Tty
k=1,...my

Weiterhin wird auch der relative Fehler zwischen beiden Dosisverteilungen betrachtet

¢,y = P4~ Dslr
" IDsllr
Dabei bezeichnet || - || die Frobeniusnorm. Als Berechnungsfehler sind Differenzen im

Bereich der Maschinengenauigkeit zu erwarten. Es wurde mit 64-Bit Gleitkommazahlen
(‘float64‘) gerechnet, deren Maschinengenauigkeit eps ~ 2.22 - 10716 betriigt. Das ist
dadurch begriindet, dass die grundlegendsten Unterschiede vor allem in der Verwendung
des Intensitétsvektors liegen. Die absoluten und relativen Fehler wurden fiir konstante
als auch zufallig variierende Test-Intensitdten berechnet.

In einem ersten Durchlauf wurde dafiir der Vektor i = (1,...,1) € R% verwendet. Fiir
den absoluten Fehler zwischen den Dosisverteilungen ergab sich

€aps = 0,
sowie

erer =0
fir den relativen Fehler. Hier ist eine keine Abweichung zu erkennen. Fir den zweiten
Testfall wurde der Intensitéatsvektor

i=(10,...,10,,0,...,0)
=25

verwendet. Insgesamt ergaben sich in diesem Fall folgende Ergebnisse:
Der absolute Fehler war mit

e2ps & 1776 - 10710

immer noch im Bereich der Maschinengenauigkeit und fiir einen nicht signifikanten Un-
terschied in weiterfithrenden Berechnungen klein genug. Der relative Fehler liegt mit

e, ~1.596- 10717,

genau im Bereich der Maschinengenauigkeit. Auch im Testfall mit einem randomisierten
Vektor ergibt sich ein &hnliches Bild mit

2, & 3.552- 10715
und
el ~2.084-10719.

Insgesamt ldsst sich feststellen, dass alle berechneten Fehler im Bereich oder nahe dem
Bereich der Maschinengenauigkeit liegen. Dieses Ergebnis weist auf eine numerisch dqui-
valente Implementierung hin, was den zuvor beschriebenen Erwartungen entspricht. Die
Laufzeit der Berechnungen sind in dieser Fehlerbetrachtung nicht von Interesse.
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3.5.2 Vergleich beider Solver

Nach der Uberpriifung beider Berechnungsansétze fiir die Dosisverteilung, sollen in die-
sem Abschnitt die verwendeten Solver gegeniibergestellt werden, welche fiir den jeweili-
gen Ansatz bei Optimierung der Intensitétsvektoren verwendet werden.

Fiir den heuristischen Ansatz A wird das Trust-Region-Verfahren trust-constr von
der Python Bibliothek scipy.optimize verwendet, da es eine robuste Optimierung unter
Nebenbedingungen erméglicht. Die allgemeine Funktionsweise findet sich in [9, Kapitel
1]. Bei der Verwendung der trust-constr-Methode wird in jeder Iteration ein quadrati-
sches Modell der Zielfunktion innerhalb einer Region um den aktuellen Iterationspunkt
2 minimiert. Das Modell hat die Form

, 1
min®;(p) = gl p + =p’ Bip,
pERA 2

wd.N. |p]| < Ag

(16)

wobei g, = V f(zr), By eine Approximation der Hesse-Matrix und Ay der aktuelle Trust-
Region Radius ist [22]. Die Grofie der Trust-Region wird adaptiv an die Abweichung
zwischen Modell und Zielfunktion angepasst, indem nach jeder Iteration das Verhéaltnis

f(xr) — f(zr + pr)
®(0) — Pk (pr)

berechnet wird [22, 9]. Der Solver terminiert schliefilich, sobald die Optimalitatsbedin-
gungen erfiillt sind. Bei einem linearen Problem entspricht dies dem Fall, dass der kon-
stante Gradient der Zielfunktion,

(17)

Ve =

V@) =e¢,

durch die aktiven Nebenbedingungen kompensiert wird. Der Solver gibt , gtol” aus [9,
Kapitel 1, Kapitel 6]. Das bedeutet, dass die Norm des Lagrange-Gradienten und die
Verletzung der Nebenbedingungen kleiner als eine gewéhlte Toleranz sind. Da sich das
Problem linear formulieren lasst, gilt B, = 0 und die Solver- Auswahl ist nicht optimal, da
die quadratische Approximation an dieser Stelle iiberdimensioniert ist. Es wird eine Null-
Hesse-Matrix und der konstante Gradient {ibergeben, welcher sich aus der Zielfunktion
ergibt.

Fiir die Optimierung der linearen Formulierung wird der LP-Solver von ,,CVXPY” ge-
nutzt. Um die Unterschiede der Solver nicht durch minimale Rundungsfehler, die im vor-
herigen Abschnitt festgestellt wurden zu verdndern, werden beide Solver mit der selben
Formulierung ausgefiihrt. Es wird die LP-Formulierung mit vorberechneter diinnbesetz-
ten Matrix verwendet, wodurch sich die Laufzeiten unter anderem besser kontrollieren
lassen.

Da zunéchst ein Kreis im Zentrum des Volumens angenommen wird, zwingen wir
die Losung in eine bestimmte Richtung. Andernfalls gibt es viele zuldssige Losungen,
wodurch eine Vergleichbarkeit der Ergebnisse nicht sinnvoll ware. Dazu wird eine rechts-
offene Box um das Target 7 gelegt. Die Box besitzt eine sehr hohe Abschwéichung, die
klinisch nicht realistisch ist. Die Abschwéchung ist in Abbildung 6 dargestellt.
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VERFAHRENSANSATZE

Parameter Testfall 1 Testfall 2 Testfall 3
Anzahl Beams 5 5 20
Anzahl Strahler 10 10 20
Schrittweite At 0.003 0.001 0.003

Tabelle 2: Exemplarische Testfille. Testfall 1 beschreibt das Standardmodell. In Testfall
2 wird die Schrittweite variiert und in Fall 3 werden die Anzahl der Beams und Strahler
verandert.

Die Anfangsintensitit wird in allen Testfillen auf i = (10,...,10) € R’ festgelegt.
Dieser Startwert stellt eine konstante und zuléssige Initialisierung dar. Weitere Mog-
lichkeiten sind zum Beispiel der Nullvektor oder die Losung des linearen Ansatzes als
Startwert zu verwenden. Insgesamt werden 3 Testfélle betrachtet. Es werden die grund-
legenden Parameter Schrittweite und die Anzahl der Beams und Strahler variiert. Das
grundlegende Modell aus Abschnitt 2.2 dndert sich nicht. Als Bestrahlung soll mindes-
tens ein Wert von 50 im Target erreicht werden. Die Testfille sind in der Tabelle 2
aufgefiihrt.

Im ersten Testfall zeigt der Vergleich beider Verfahren zunichst, dass das Trust-
Region-Verfahren eine deutlich hohere Laufzeit hat als die LP-Formulierung um eine
praktikable Losung zu erreichen (Tabelle 3). Am Ende hat der vom Trust-Region-
Verfahren gefundene Minimierer eine sehr geringe relative Abweichung von etwa 2.7-10~7
in den Intensititen und 2.8 - 1077 der resultierenden Dosisverteilung von LP-Ergebnis.
Die erreichte Dosis im Target unterscheidet sich erst ab einem Faktor von 10~? und ist
damit numerisch vernachléssigbar.

Insbesondere treten grofiere Ungenauigkeiten auf, wenn Schrittweiten At gewahlt wer-
den, die nicht mit der Diskretisierung des Volumengitters zusammenpassen. Das heifit,
die Schrittweite ist nicht ausreichend klein gewéhlt. Dadurch werden einzelne Pixel, die
ein Strahl j beriihrt, nicht erfasst. Um diesen Fehler zu vermeiden, wird fiir alle Strahlen
eine einheitliche Schrittweite At gewéhlt, die sich an der Gitterauflosung orientiert. Dazu
seien h; und h, die PixelgréBen in z- und y-Richtung. Aufgrund normierter Richtungs-
vektoren ergibt sich

1
At < 5 min(hy, hy)

als Schranke fiir die Schrittweite.

In Testfall 2 ergibt sich ein dhnliches Bild (sieche Tabelle 5). Hier ist der maximale
absolute Fehler zwischen den Varianten A und B kleiner als 1075, Die Laufzeit von Typ
A ist gestiegen auf 0.1042s und liegt immer noch iiber der Zeit des LP-Solvers.

Fiir den dritten Testfall ergibt sich ein anderes Bild als zuvor (siehe Tabelle 6). Die
Dosis im Target bleibt fiir beide Methoden bis auf Unterschiede im Bereich von 10719
gleich und auch die Differenz der Zielfunktionswerte &ndert sich nicht. Sowohl die absolu-
ten, als auch die relativen Differenzen zwischen den berechneten Dosisverteilungen sind
wieder im Bereich von 2-10~7 und 1.5-107. Insbesondere die Laufzeit des Trust-Region-
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3.5 Numerischer Vergleich der Implementierung

Verfahren Laufzeit s Zielfunktionswert Gesamtdosis im Target
trust-constr (A) 0.0929 412.9374 50.0000
LP (B) 0.0099 412.9371 50.0000

Tabelle 3: Unterschiede im Testfall 1. Man erkennt eine ausreichende Abdeckung der
Dosis im Target und die Zielfunktionswerte haben eine geringe Abweichung ab 1074
Die Laufzeit unterscheidet sich schon bei kleinen Problemen deutlich.

iteration function value  optimality constraint violation

1 7.10 - 10* 1.99 - 102 0.00 - 10°
2 7.04 - 10% 1.99 - 102 0.00 - 10°
3 6.39 - 10* 1.97 - 102 0.00 - 10°
4 1.94 - 104 1.30 - 102 0.00 - 10°
5 —1.95-10° 1.26 - 102 4.20 - 103
6 —1.92-10° 7.17-10° 3.94 - 103
20 4.13-10* 3.32-107% 0.00 - 10°
21 413-10%2 1.18-107? 0.00 - 10°
22 4.13-10%> 8.24-1071 0.00 - 10°
23 413-10% 1.88-10712 0.00 - 10°
24 4.13-10% 3.64-10"11 0.00 - 10°
25 4.13-10% 4.89-10713 0.00 - 10°

Number of iterations: 25, function evaluations: 19, CG iterations: 34, optimality: 4.89e-13, constraint
violation: 0.00e+00, execution time: 0.11 s.

Tabelle 4: Optimierungsverlauf fiir trust-constr im Testfall 1. Der Solver konvergiert
nach 25 Iterationen. Die Optimalitdtsbedingungen (Norm des Lagrange-Gradienten)
liegt mit 4.89 - 10~!3 unter der vorgegeben Toleranz und es werden keine Nebenbe-
dingungen verletzt.

Verfahren Laufzeit s Zielfunktionswert Gesamtdosis im Target
trust-constr (A) 0.1042 412.9557 50.0000
LP (B) 0.0150 412.9554 50.0000

Tabelle 5: Unterschiede im Testfall 2. Es wird eine ausreichende Dosisverteilung im
Target erreicht. Der Zielfunktionswert unterscheidet sich wieder um einen Faktor von
10~ bei einem verringertem Laufzeitunterschied.
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VERFAHRENSANSATZE

Verfahren Laufzeit s Zielfunktionswert Gesamtdosis im Target
trust-constr (A) 6.1855 412.9372 50.0000
LP (B) 0.0104 412.9371 50.0000

Tabelle 6: Unterschiede im Testfall 3. Die vorgeschriebene Dosis im Target wird erreicht,
dabei unterscheidet sich der Zielfunktionswert wie in Testfall 1 und 2 um einen Faktor
von 1074, Der Laufzeitunterschied ist auf etwa 6 Sekunden angestiegen.

Verfahrens ist deutlich angestiegen. Bei Problemstellungen mit vielen Nebenbedingungen
oder schwierigen Geometrien kann sich dieser Unterschied weiter verdeutlichen. Der Tte-
rationsverlauf verhalt sich dhnlich zu dem in Tabelle 4 dargestellten Verlauf.

Bei dem hier verwendeten, einfachen 2D-Phantommodell und den gewéhlten Parame-
tern liegen die absoluten und relativen Differenzen in der Dosisverteilung im Bereich
von 10710 bis 1077 und sind damit numerisch sehr klein. Dies zeigt, dass beide Opti-
mierungsverfahren im einfachen Versuchsaufbau praktisch identische Dosisvorhersagen
liefern.

Aufgrund der Einfachheit sollten diese Ergebnisse nicht ohne Weiteres auf komple-
xe klinische Situationen iibertragen werden. In stark inhomogenen Situationen kénnen
Unterschiede zwischen Rechenverfahren deutlich gréfler ausfallen, wie in Abschnitt 1.3
angedeutet [3, Kapitel 15; 14, 12].

Aufgrund der geringeren Laufzeit wird im Folgenden die LP-Formulierung mit vorbe-
rechneter diinnbesetzten Matrix bevorzugt.
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Sparse Struktur von W
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Abbildung 5: Diinnbesetzte Matrix W fiir ein reduziertes Problem mit 32 x 32 Pixelgitter
auf einem 10cm x 10cm Bild mit 15 Strahlern. Die nicht verschwindenden Eintrdge der
Matrix sind durch die schwarzen Punkte dargestellt. Die Struktur dndert sich fiir groflere
Bilder und héhere Auflosung nicht. Die ersten drei Strahler verlaufen von rechts nach
links im Bild, daher sind die Punkte im Bild direkt nebeneinander. Alle anderen Strahler
verlaufen nicht parallel zur unteren Bildkante und treten daher durch viele einzelne
Punktlinien auf.



Phantom mit offener quadratischer Umrandung
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Abbildung 6: Darstellung der Abschwichungsgewichte. Die rechts-offene Box (rot) hat
die grofite Abschwéichung. Strahlen die auf die Box treffen werden abgeblockt. Um die
Nebenbedingungen zu erfiillen, muss das Target von rechts bestrahlt werden.



Kapitel 4: Klinisches Beispiel

In diesem Abschnitt soll das konstruierte Verfahren auf einen zweidimensionalen Schnitt
eines realistischen klinischen Problems angewendet werden. Dazu wird zunéchst ein rea-
listisches Phantom erstellt, an dem der Algorithmus getestet wird. Anschlielend erfolgt
die Anwendung auf klinische Daten.

4.1 Realistisches 2D Beispiel

Das Beispiel ist in diesem Abschnitt ein einfaches klinisches Szenario, welches anhand
der Abbildung 1 in Kapitel 1 dargestellt ist. Das Beispiel stellt nur einen Schnitt dar
und vernachléssigt die 3D-Struktur. Anders als in Abbildung 1 stellt hier die blaue Form
das Target und der rote Kreis das Risikoorgan dar. Das Planungsziel besteht darin, eine
Mindestdosis in allen Punkten des Targets zu erreichen, dabei soll das Risikoorgan aus-
reichend geschont werden. Das Gebiet, welches Target und Risikoorgan umschlief3t, wird
als Weichgewebe angenommen. Nach Diskretisierung des Problems fiir das Programm
ergibt sich das in Abbildung 7 dargestellte Bild. Die Abschwéchung ist dementsprechend
wie in Abbildung 8.

Bestrahlungsintensitat fur 7 Beams mit jeweils 400 Strahlern

a—

10 4

1/

A

—10

T
-10 =5 0 5 10

Abbildung 7: Dargestellt ist das Planungsgebiet. Das Target ist in blau umrandet und
das Risikoorgan in rot. Auflerhalb des Planungsgebiets sind 7 Beams angeordnet.

Sei im Folgenden gy = 0.3cm™! die Abschwiichung des Weichgewebes im gesamten
Patientengebiet. Die Abschwichungskoeffizienten fiir das Target und Risikoorgan sind als
poar = pr = 0.5cm ™! gewihlt. Das Planungsziel soll mit sieben gleichverteilten Beams
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Risikoorgan mit halbkreisformigen Target
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Abbildung 8: Das Weichgewebe hat eine Abschwichung von py = 0.3cm™' (gelb)
und sowohl Risikoorgan als auch Target haben eine Abschwichung von ppar = pur =
0.5cm~! (rot).

erreicht werden. Die im Target vorgeschriebene Dosis wird auf 70 relative Einheiten
gesetzt und die Dosis im Risikoorgan soll 40 relative Einheiten nicht iiberschreiten. Die
Werte orientieren sich an einem Beispiel aus [20, Kapitel 24]. Die Dosis bezeichnet hier
wieder die transmittierte Strahlenintensitat geméas (6).

In der Praxis sind die vorgeschriebenen Dosisverteilungen physikalisch oft nicht reali-
sierbar, weshalb mit speziellen Zielfunktionen gearbeitet wird [20, Kapitel 24]. Diese sind
in der Regel quadratisch. Um das Problem an dieser Stelle weiterhin linear formulieren
zu kénnen, miissen kleine Abweichungen zugelassen werden. Das Planungsproblem ldsst
sich dann schreiben als

¢"i — min
s.t. 1i>0,
Wiarget 1 > 0.8 - ziel - 1,
Wiarget 1 < 1.1 - ziel - 1,
Woar 1 < 0.5 - ziel - 1,
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4.2 Realistisches 2D Beispiel

cj = Wy, (18)

p¢T

und i € R/, J = 2800. Hierbei ist 7 das Target.

Bestrahlungsintensitat fur 7 Beams mit jeweils 400 Strahlern
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Abbildung 9: Dosisverteilung des realistischen Beispiels mit 7 Beams. Das Target (blau)
wird hauptséchlich von rechts bestrahlt. Aus den anderen Strahlrichtung sind nur Inten-
sitdten zu erkennen, wenn der Strahler nicht auf das Risikoorgan (rot) zeigt.

Mit der Anwendung des LP-Algorithmus auf das Problem ergibt sich die in Abbil-
dung 9 dargestellte Dosisverteilung. Die Vorberechnung benétigte wie zu erwarten die
meiste Zeit von 49.1s. Die eigentliche Optimierung lieferte nach circa 2.4s das Ergeb-
nis. Die Intensitédtsverteilung ist in Abbildung 10 dargestellt. Allgemein ist die Intensi-
tatsverteilung dhnlich zu der in Abbildung 1 skizzierten Verteilung und die Form der
Bestrahlungsfelder spiegelt sich ebenso in der Dosisverteilung in Abbildung 9 wider. Be-
sonders auffillig sind hier einzelne sehr hohe Intensitdten. Diese lassen sich durch die
Nebenbedingungen erkliren, die Losungen ausschliefen, die inhomogene Verteilungen
oder zu hohe Dosen im Risikoorgan zulassen.

Das realistische 2D-Beispiel zeigt, dass das vorgestellte Verfahren auch bei komplexe-
ren Strukturen stabil funktioniert und Dosisverteilungen erwartungsgemafl wiedergibt.
Dennoch ist darauf hinzuweisen, dass die Komplexitdt klinischer Strukturen sowie die
physikalischen Anforderungen das Problem deutlich erschweren, sodass eine rein lineare
Formulierung nicht ausreicht. Um die Ubertragbarkeit des Verfahrens und seine Gren-
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Abbildung 10: Dargestellt sind die Intensitdten von jedem Strahler der sieben Beams.
Auf der x-Achse ist der Strahlindex und auf der y-Achse die Intensitéit abgebildet.

zen im praktischen Kontext zu untersuchen, wird es im Folgenden auf klinische Daten
angewendet.

4.2 Klinisches Beispiel

Im Unterschied zum vorherigen 2D-Beispiel, das vor allem die technische Umsetzbarkeit
zeigt, handelt es sich in diesem Abschnitt um ein klinisch motiviertes Szenario. Als
Grundlage fiir das praxisorientierte Beispiel dient ein CT-Datensatz des Beckenbereichs
eines Patienten. Es handelt sich bei den Daten um Korrespondierende axiale Schichten
aus einem 3D-CT- und Dosis-Verteilungsdatensatz aus einer klinischen Testdatenreihe
in der Strahlentherapie vom Fraunhofer MEVIS im Jahr 2024.

Das Becken ist ein typisches Bestrahlungsgebiet, zum Beispiel bei Prostatakrebs, und
bietet sich daher als klinisches Beispiel an, da der rdumliche Abstand zwischen Target
und Risikoorgan eine realistische Herausforderung darstellt [11].

Es wird wieder ein 2D-Schnitt betrachtet, also eine Schicht des Beckens. Die Gewebe-
struktur ist in Abbildung 11 dargestellt. Dabei ist in blau das Target konturiert und in
rot das Rektum, als das Risikoorgan. Das Modell soll so diskretisiert werden, dass ein
lineares Planungsproblem formuliert werden kann. Auch in diesem Beispiel werden die
Einheiten relativ betrachtet, da keine exakten Dosiswerte vorliegen. Aus diesem Grund
wird eine homogene Zieldosis im Target von 70 relativen Einheiten festgelegt, da die kli-
nischen Daten ebenfalls auf 70 Einheiten skaliert sind. Aufgrund der geringen Entfernung
des Risikoorgans zum Target soll die Dosis im Rektum nicht mehr als 50% der Zieldosis
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4.2 Klinisches Beispiel
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Abbildung 11: Links: Klinisches CT des Beckenbereichs eines Patienten (Target blau,

Rektum rot). Rechts: Abschwichung der Gesamtstruktur durch die Gewebetypen Luft,
Weichgewebe, Knochen und Rektum sowie das Target.

betragen. Da der klinische Bestrahlungsplan mit Verwendung von 7 Strahlrichtungen
erreicht wurde, werden fiir die Modellierung ebenfalls 7 Strahlerrichtungen mit jeweils
600 Strahlern genutzt, um das Planungsziel zu erreichen. Zur Vereinfachung werden die
CT-Informationen auf die Gewebetypen Luft, Weichgewebe und Knochen reduziert. Als
Abschwiichung im Kérper wird gy = 0.03cm™ und pup = 0.2cm™! als die Abschwi-
chung durch Knochen gesetzt. Die Koeflizienten fiir das Risikoorgan und Target werden
auf pioar = pr = 0.05cm ™! festgelegt. Dadurch ergibt sich die in Abbildung 11 darge-
stellte Abschwichung. Es werden erneut kleine Abweichungen zugelassen. Das Problem
lasst sich dann, &hnlich wie in Abschnitt 4.1, schreiben als

¢'i — min
s.t. i>0,
i <50,
Wiarget 1 > 0.95 - ziel - 1,
Wiarget 1 < 1.05 - ziel - 1,
Woar 1 < 0.5 - ziel - 1,

mit ¢ wie in Gleichung (18). Um eine Vergleichbarkeit der klinischen Losung und der
des hier implementierten Verfahrens zu ermoglichen, werden die Originaldaten auf 70
relative Einheiten skaliert. Fiir den Vergleich wird der Mittelwert von erreichter Dosis
im Target und Risikoorgan genutzt.

Aufgrund der deutlich héheren Anzahl an Strahlern als noch in Abschnitt 4.1, liegt
hier eine Vorberechnungszeit von 151.71s vor. Die Optimierung hat eine Zeit von 2.9s
benotigt. Insgesamt ergibt sich die in Abbildung 12 dargestellte Dosisverteilung. Man er-

29



KLINISCHES BEISPIEL

Bestrahlungsintensitat fur 7 Beams mit jeweils 600 Strahlern 2 klinische Dosisverteilung
20 A 7

15 4
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Abbildung 12: Links: Das Ergebnis des LP-Verfahrens mit 7 Strahlern. Rechts: Das
klinische Ergebnis des Bestrahlungsplans.

kennt deutlich die Abdeckung des Targets bei gleichzeitiger Schonung des Risikoorgans.
Wenn man die Dosisverteilung mit der klinischen Dosisverteilung vergleicht, erkennt man
deutliche Unterschiede, vor allem im Bereich des Rektums. Die dort simulierte Dosis ist
deutlich hoher als bei der Verwendung des LP-Verfahrens. Auch der Mittelwert besté-
tigt diesen Unterschied. Dieser erreicht in der klinischen Verteilung einen Wert von 39.83
relativen Einheiten. Das LP-Verfahren erreicht einen Wert von 13.83. In jedem Fall be-
deutet eine geringere Dosis im Risikoorgan auch eine bessere Schonung. Der Unterschied
lasst sich durch die fehlende Betrachtung der Streuung in dem simplifizierten Modell
dieser Arbeit begriinden. Da das Modell nur die Abschwichung und lineare Strahlen
verwendet, konnen steile Dosisgradienten erreicht werden, die sowohl klinisch als auch
physikalisch weniger realistisch sind. Fiir das Zielvolumen wird in beiden Varianten ei-
ne ausreichende Dosis simuliert, was auch durch den Mittelwert bestétigt wird. Dieser
betragt in dem klinischen Ergebnis 67.98 und mit dem LP-Verfahren wird ein Wert von
67.62 berechnet.

Durch den Vergleich mit dem klinischen FErgebnis wird deutlich, dass das in dieser Ar-
beit erstellte Verfahren die Grundlagen der Strahlentherapieplanung abbildet. Es werden
einige Vereinfachungen vorgenommen, um ein grobes Verstédndnis fiir den Planungspro-
zess zu bekommen. Nichtsdestotrotz bilden die Resultate das klinische Ergebnis gut ab.
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Kapitel 5: Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurden zwei Modellierungsansétze fiir die inverse Planungsoptimierung
in der intensitdtsmodulierten Strahlentherapie untersucht. Ansatz A berechnet die Ab-
schwichungsgewichte wiahrend der Optimierung direkt (Vorwértsberechnung pro Itera-
tion) und ist konzeptionell einfacher, fithrt aber zu einem hohen numerischen Aufwand.
Ansatz B fiihrt eine einmalige Vorberechnung der Abschwichungskoeffizienten durch
und speichert diese in einer dinnbesetzten Gewichtsmatrix W (siehe Abschnitt 3.2).

Der wesentliche Vorteil von Ansatz B liegt in der Effizienz. In den numerischen Experi-
menten reduzierte die Vorberechnung zusammen mit der LP-Formulierung die Optimie-
rungszeiten deutlich, wihrend die erreichten Zielfunktionswerte und Dosisverteilungen
im Planungsgebiet praktisch identisch mit denen von Ansatz A waren. Die gemessenen
numerischen Abweichungen zwischen beiden Implementierungen liegen im Bereich von
Rundungsfehlern und deuten auf eine numerisch dquivalente Implementierung hin.

Im realistischen Beispiel sowie im Vergleich mit dem klinischen CT-Datensatz lieferte
das vereinfachte Modell eine sinnvolle Dosisverteilung des Planungsgebiets. Dabei miissen
ausreichend viele Nebenbedingugnen gewdhlt werden um das Planungsziel bestmoglich
einzuschrianken. Deutliche Unterschiede traten vor allem in der Dosisverteilung des Risi-
koorgans auf. Diese Differenzen lassen sich durch die starken Modellvereinfachungen be-
griinden, da Streuung, Elektronentransport und Volumeneffekte vernachléssigt wurden.
Dadurch entstehen steilere Dosisgradienten als in der klinisch berechneten Verteilung.

Aufbauend auf den Ergebnissen kann die Modellierung weiter verbessert werden, indem
das Modell um zusétzliche physikalische Modellbestandteile, wie die mehrfach erwéhnte
Streuung, erweitert wird. Des Weiteren kénnen Anpassungen an der Zielfunktion vor-
genommen werden, um Anforderungen an einzelne Organe und Gewebebereiche besser
zu kontrollieren und dadurch die Dosisbelastung von Risikoorganen einzuschranken. Fiir
eine hohere Genauigkeit und klinische Ubertragbarkeit sollte zudem eine exakte Skalie-
rung auf klinische Einheiten durchgefiihrt werden, da die in diesem Modell verwendeten
Werte ausschliellich relativ sind. Gleichzeitig sollte das Modell um realistische Photo-
nenenergien erweitert werden.
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